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PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE 


PRÉFACE 

POUR  LES  TOMES  IX  ET  X  DES  ŒUVRES  DE  HENRI  PÛINCARÉ 


Les  tomes  IX  et  X  de  la  présente  publication  contiennent  les  travaux 
de  Henri  Poincaré  sur  la  Physique  mathématique  et  sur  divers  problèmes 
(le  théorie  physique.  Comme  à  toutes  les  branches  des  Mathématiques, 
comme  à  la  Mécanique  générale  et  à  la  Mécanique  céleste,  comme  au 
Calcul  des  Probabilités,  Poincaré  a  apporté  à  la  Physique  mathé- 
matique et  théorique  de  son  temps  des  contributions  d'une  importance 
capitale  portant  la  marque  de  l'originalité  et  de  la  profondeur  d'un 
esprit  extraordinairement  puissant  dont  la  capacité  de  travail  était 
véritablement  inouïe. 


Une  première  catégorie  de  Mémoires  reproduits  au  début  du  lome  IX 
est  consacrée  aux  équations  dilTérentielles  de  la  Physique  mathématique. 
Poincaré  avait  beaucoup  étudié  la  théorie  du  potentiel  newtonien  et 
celle  de  la  propagation  de  la  chaleur  :  il  y  avait  consacré  (juelques- 
uns  de  ses  enseignements.  Comme  il  était  désireux  de  faire  repose)- 
sur  des  raisonnements  rigoureux  l'emploi  des  solutions  envisagées 
dans  ces  théories,  il  a  été  amené  à  rechercher  la  démonstration  de 
difficiles  théorèmes  d'existence.  Ainsi  l'on  rencontre  dans  de  nombreuses 
branches  de  la  physique  classique  le  problème  qui  consiste  à  déterminer 
les  «vibrations  stationnaires  »  dont  un  système  physique  est  susceptible  : 
ces  vibrations  sont  solutions  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
d'un   type  en    général    assez   simple    avec  des    conditions   aux  limites 
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doniK'os  c[iii  [h'UnoiiI  (raillcuis  prciidrc  des  loniK^s  aiuilytiques  diverses. 
L'exemple  physique  \o  plus  siiu[)le  d'uu  eas  où  se  pose  le  problème 
nialhéniatique  en  question  est  eelui  de  déterminer  les  sous  propres 
duu  eorps  elasli(|ue  viluaiil  doul  la  périphérie  est  soumise  à  certaines 
liaisons.  Dans  la  PInsique  (piauticpie  contemporaine,  ce  genre  de 
problèmes  a  pris  une  importance  plus  grande  encore  cpi'en  Physique 
classique  puisque  hi  détermination  [)ar  la  Mécanicpie  ondulatoire  des 
états  stationuaires  des  systèmes  quantitiés  en  relève.  Dans  le  langage 
actuel  des  physiciens,  chaque  vibration  stationnaire  est  caractérisée 
|iai'  une  «  valeur  propre  »  qui  donne  la  frécjuence  de  cette  vibration, 
la  l'oiiue  même  de  la  vibration  étant  donnée  par  la  «  fonction  propre  » 
(^oii  l'une  des  fonctions  propres)  correspondant  à  cette  valeur  propre. 
Du  point  de  vue  mathématique,  le  point  difficile  est  la  démonstration 
de  l'existence  des  valeurs  propres.  En  i885,  Schwarz  avait  pu  démontrer 
l'existence  générale  de  la  première  valeur  propi'e  ou  fréquence  fonda- 
mentale et  Picard  avait  pu  donner  une  démonstration  analogue  pour 
la  seconde  valeur  propre.  C'est  à  Henri  Poincaré  qu'est  revenu 
l'honneur  de  donner  une  démonstration  générale  de  l'existence  des 
valeurs  et  fonctions  propres  à  l'aide  d'une  méthode  remarquable 
qui  a  été  comme  une  préfiguration  de  la  théorie  des  équations  intégrales 
découverte  quelques  années  plus  tard  par  Fredholm .  Dans  ces 
profondes  recherches,  Poincaré  a  aussi  montré  l'importance  des  séries 
de  fonctions  propres  et  en  a  justifié  l'emploi. 

Dans  la  théorie  du  potentiel  newtonien,  on  rencontrait  un  problème 
célèbre  qui  au  premier  abord  semblait  assez  différent  du  précédent  : 
celui  de  la  détermination  de  la  solution  de  l'équation  de  Laplace  A«  =  o 
qui  satisfait  à  des  conditions  aux  limites  données.  Le  principe  de  Dirichlet 
affirmait  l'existence  d'uin;  telle  solution  :  Riemann  avait  cru  en  donner 
une  démonstration,  mais  elle  n'était  pas  rigoureuse.  Poincaré  fut  le 
premier  à  donner  une  démonstration  rigoureuse  du  principe  de  Dirichlet 
par  une  méthode  un  peu  longue  mais  très  originale,  la  méthode  du 
balayage.  Puis  il  orienta  ses  réflexions  sur  ce  sujet  dans  une  autre  voie 
en  s'inspirant  des  travaux  de  Neumann  :  c'est  ainsi  qu'il  parvint  à 
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découvrir  une  relation  profonde,  mais  assez  cachée,  entre  le  problème 
des  vibrations  propres  et  le  problème  de  Dirichlet  et  qu'il  pul 
développer,  pour  résoudre  le  second  de  ces  difficiles  problèmes,  une 
méthode  tout  à  fait  analogue  à  celle  qui  lui  avait  réussi  pour  le  premier. 
Le  Mémoire  intitulé  k  La  Méthode  de  Neumann  et  le  principe  de 
Dirichlet  »  où  il  a  développé  ces  remarquables  analogies  et  que  l'on 
trouvera  plus  loin  est  considéré  à  juste  titre  par  M.  Hadamard  comme 
l'un  des  beaux  triomphes  du  génie  de  Poincaré.  Assurément  le 
développement  de  la  théorie  des  équations  intégrales,  la  considération 
des  espaces  fonctionnels  et  d'autres  ressources  des  mathématiques 
contemporaines  nous  ont  rendu  ces  résultats  plus  familiers  et  nous  eu 
ont  fait  mieux  comprendre  la  portée  :  mais  Poincaré,  cjui  ne  disposait 
pas  des  moyens  analytiques  puissants  cjue  peuvent  utiliser  les  mathé- 
maticiens d'aujourd'hui,  n'a  eu  que  plus  de  mérite  à  les  apercevoir, 
il  y  a  plus  d'un  demi-siècle. 

On  trouvera  aussi  dans  la  première  partie  du  tome  IX  l'élégante 
forme  que  Henri  Poincaré  a  donnée  en  1898  de  la  solution  de 
l'équation  des  télégraphistes  :  elle  est  diflercnte  de  celle  que  Picard 
avait  obtenue  vers  la  même  époque  en  appliquant  la  méthode  d'inté- 
gration de  Riemann. 

Un  grand  nombre  de  résultats  que  Henri  Poincaré  a  développés 
dans  ses  Mémoires  sur  les  équations  différentielles  de  la  Physique 
mathématique  ont  été  reproduits  dans  les  Ouvrages  classiques  oii  ses 
enseignements  ont  été  recueillis  tels  que  <.<.  Théorie  du  potentiel 
uevvtonien  »,  <.<  Théorie  analytique  de  la  propagation  de  la  chaleur  », 
«  Les  oscillations  électriques  »  etc.,  mais  dans  le  texte  même  des 
Mémoires  originaux,  on  en  apercevra  mieux  les  détails  et  l'enchainemeiit . 


La  seconde  partie  du  tome  L\  contient  des  Mémoires  ou  exposés 
de  Henri  Poincaré  sur  diverses  questions  de  Physique  théoricjue  qui 
étaient  alors  à  l'ordre  du  jour.  Les  quatre  premiers  Mémoires  sur  la 
polarisation  de  la  lumière  par  diffraction,  sur  la  théorie  de  Larmor 
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ol  sur  doux  aspects  de  la  théorie  de  Lorenlz  se  trouvent  reproduits, 
sous  une  forme  plus  ou  moins  résumée,  dans  les  ouvrages  fameux  que 
l'oincaré  a  consacrés  aux  théories  élastiques  ou  électromagnétiques 
de  la  lumière  sous  les  titres  «  Théorie  mathématique  de  la  lumière  » 
et  «  Klectricité  et  Optique  ».  La  plupart  des  résultats  contenus  dans 
ces  écrits  ont  aujourd'hui  perdu  une  partie  de  leur  intérêt  :  la  théorie 
de  Larmor  est  un  peu  ouhliée,  celle  de  Lorentz  est  devenue  classique, 
l'explicaliou  des  Effets  Zeeman  anormaux  que  Poincaré  ne  pouvait 
obtenir  a  été  plus  tard  fournie  par  l'introduction  de  notions  nouvelles 
telles  que  le  spin  de  l'électron.  Néanmoins  les  Mémoires  de  Poincaré 
d'une  admirable  clarté  ont  conservé,  du  point  de  vue  de  l'histoire  des 
Sciences,  une  très  grande  valeur.  On  ne  saurait,  en  particulier,  oublier 
qu'en  insistant  sur  le  fait  qu'en  théorie  de  Lorentz,  le  principe  de  la 
conservation  de  l'impulsion  ne  paraissait  pas  vérifié,  il  a  amené 
Max  Abraham  à  introduire  la  notion  si  importante  de  quantité  de 
mouvement  du  rayonnement  et  à  rétablir  ainsi  la  conservation  de 
l'impulsion. 

1^1'  célèbre  Mémoire  de  Poincaré  sur  la  Dynamique  de  l'Electron 
paru  «Ml  1906  dans  les  Rendiconti  du  Cercle  mathématique  de  Palerme, 
après  avoir  été  résumé  dans  une  Note  aux  Comptes  rendus,  est  encore 
aujourd'hui  bien  intéressant  à  relire.  Commentant  la  transformation 
i|i'  Lorentz  et  les  conceptions  de  l'illustre  physicien  hollandais  sur 
la  contraction  des  corps  en  mouvement  et  sur  le  temps  local,  Henri 
Poincaré  a  développé  d'une  façon  complète  la  nouvelle  dynamique  de 
l'électron  qui  en  découlait  :  il  l'a  rattachée  à  la  théorie  du  rayonnement 
électromagnétique  que  Paul  Langevin  venait  de  préciser  dans  un  beau 
travail  et  il  a  comparé  les  diverses  hypothèses  que  l'on  pouvait  faire 
sur  la  structure  de  l'électron  et  sa  déformation  résultant  de  son 
niDiivciuenl.  Poincaré  établissait  ainsi  sur  des  bases  solides  la  nouvelle 
dynamique  relativiste  de  l'électron  (jui  a  encore  à  l'heure  actuelle 
tant  d'applications  :  il  accomplissait  ainsi  une  œuvre  capitale,  mais 
en  même  temps,  peut-être  parce  qu'il  était  plus  analyste  que  physicien, 
il  n'ajjercevait  [)as  le  point  de  vue  général  appuyé  sur  une  critique  très 
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fine  de  la  mesure  des  dislances  et  des  durées  que  le  jeune  Albert 
Einstein  venait  de  découvrir  dans  une  géniale  intuition  et  qui  le  conduisait 
à  une  transformation  complète  de  nos  idées  sur  l'espace  et  sur  le  temps. 
Poincaré  n'a  pas  franchi  ce  pas  décisif,  mais  il  est,  avec  Lorentz,  celui 
qui  a  le  plus  contribué  à  le  rendre  possible.  Notons  un  point  capital 
du  Mémoire  de  Poincaré  :  la  découverte  du  fait  qu'un  électron  conçu 
à  la  façon  de  Lorentz,  n'est  pas  stable  sous  l'action  des  seules  forces 
électromagnétiques,  que  sa  stabilité  exige  l'intervention  d'une  autre 
force,  de  nature  inconnue,  dérivant  d'un  potentiel  proportionnel  au 
volume  de  l'électron.  Cette  «  pression  de  Poincaré  »  qui  peut  s'inter- 
préter comme  indiquant  le  caractère  incomplet  de  notre  conception 
usuelle  du  champ  électromagnétique,  a  gardé  à  l'heure  présente  toute 
son  importance  et  il  en  est  souvent  question  dans  les  travaux  les  plus 
récents  sur  la  structure  de  l'électron.  Ce  fut  là  de  la  part  du  grand 
mathématicien  une  importante  découverte  d'ordre  physique. 

Les  réflexions  de  Henri  Poincaré  sur  la  théorie  cinéti(|uc  des  gaz  sont 
encore  aujourd'hui  hautement  instructives  à  relire.  Sa  distinction  entre 
l'entropie  grossière  et  l'entropie  fine,  son  analyse  de  l'établissement  des 
états  d'équilibre  dans  un  gaz  à  une  dimension  et  dans  un  gaz  à  trois 
dimensions  ont  apporté  d'importantes  contributions  à  l'épineuse 
question  de  la  justification  complète  par  la  Mécanique  statistique  de 
l'irréversibilité  des  phénomènes  thermodynamiques.  Cette  question  sur 
laquelle  Poincaré  est  revenu  dans  une  Note  consacrée  à  l'entropie  que 
l'on  trouvera  dans  le  tome  X  a  été  depuis  lors  bien  des  fois  réexaminée 
du  point  de  vue  classique  comme  du  point  de  vue  quantique  sans  qu'on 
puisse  dire  qu'elle  ait  été  délinilivemenl  épuisée  ou  éclaircie. 

Le  tome  IX  se  termine  par  quatre  exposés  relatifs  a  la  théorie  des 
Quanta  de  Planck  :  une  Note  aux  Comptes  rendus,  un  Mémoire  paru 
dans  le  Journal  de  Physique  où  les  mêmes  calculs  sont  beaucoup  plus 
complètement  développés,  enfin  deux  conférences  de  vulgarisation  sur 
le  même  sujet  déjà  publiées  dans  le  livre  intitulé  :  «  Dernières  pensées  » 
dans  la  Collection  de  Philosophie  scientifique  (Flammarion).  Poincaré, 
dont  l'attention  avait  été  attirée  sur  la  théorie  de  Planck  au  cours  de  sa 
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participation  au  Conseil  di-  lMiysi(]U('  Solvay  d'oclolji-c  1911,  a  nioulré, 
on  s'appuyanl  principalement  sur  la  ihcorio  du  dernier  multiplicateur, 
(|ue  la  loi  du  rayonnement  de  Planck  est  incompatible  avec  les 
conceptions  classiques  de  la  Mécanique  el  de  l'Électromagnétisme  et 
(|u'elle  implique  nécessairement  une  discontinuité  analogue  à  celle  que 
postido  la  théorie  de  Planck.  Historiquement  les  conclusions  de 
Foincaré  ont  joué  un  grand  rôle  dans  le  développement  de  la  théorie 
des  Quanta  on  nionhanl  ipic  les  laits  expérimentaux  traduits  par  la  loi 
réelle  de  distribution  spectrale  de  l'énergie  dans  le  rayonnement  noir 
impose  l'existence  d'une  discoulinuitc  quantique.  Les  calculs  du  grand 
géomètre  et  les  commentaires  qu'il  en  a  lui-même  donnés  méritent 
toujours  d'être  médités  par  ceux  qui  cherchent  à  découvrir  la  véritable 
nature,  aujourd'hui  encore  bien  mystérieuse,  d'une  découverte  dont  les 
développements  ont  été  depuis  lors  aussi  étendus  qu'imprévus. 


Le  lonie  X  contiendra  d'abord  des  travaux  de  Poincaré  sur  la  théorie 
des  oscillations  hertziennes  et  de  leur  propagation .  Contemporain  de  la  dé- 
couverte de  Hertz,  Poincaré  s'est  beaucoup  intéressé  à  toutes  les  questions 
(pii  la  concernent.  Il  a  rédigé  sur  ce  sujet  plusieurs  Notes  que  l'on  trou- 
vera au  début  du  tome  X  :  il  en  a  incorporé  les  résultats  dans  l'exposé 
d'ensemble  (ju'il  a  publié  sous  le  titre  «  Les  oscillations  électriques  » 
(Ml  i8()4.  Il  a  beaucoup  étudié  la  difïraction  des  ondes  hertziennes  et 
notamment  ses  efl'ets  sur  leur  propagation  à  la  surface  d'une  sphère 
conductrice  analogue  au  globe  terrestre  :  le  problème  qui  est  d'un  haut 
intérêt  pour  la  Radiotélégraphie  a  donné  lieu  à  de  très  nombreux 
travaux  et  à  d'assez  vives  controverses  cjui  ne  sont  [)as  toutes  terminées 
aujourd'hui.  Les  recherches  de  Henri  Poincaré  à  ce  sujet,  bien  qu'ayant 
elles  aussi  aussi  été  l'objet  de  criticjues,  ont  beaucoup  contribué  à 
permettre  de  poser  la  question  d'une  manière  rationnelle. 

Le  tome  X  reproduira  ensuite  toute  une  série  de  discussions  et  de 
controverses  sur  divers  problèmes  de  Physique  théorique  servant  en 
général  de  compléments  à  des  Mémoires  ou  à  des  Livres  antérieurement 
publiés    pai'    iaud'ur.    l'iilis    porlcnl    sur    les   sujets   les   plus   variés   : 
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élasticité,  tliermodynamique,  théorie  cinétique  des  gaz,  optique,  élec- 
tromagnétisme, rayons  X  et  rayons  cathodiques,  etc.  Nous  n'insisterons 
pas  sur  le  détail  de  ces  publications  car  la  plupart  des  questions  qui 
y  sont  traitées  sont  aujourd'hui  périmées  ou  définitivement  tranchées. 
On  les  lira  cependant  avec  intérêt  car  on  y  verra  revivre  l'activité 
intellectuelle  de  Henri  Poincaré  théoricien  de  la  Physique,  souvent 
aux  prises  avec  des  difficultés  ou  des  objections. 

Poincaré  n'a  pas  négligé  de  s'intéresser  aussi  à  des  questions  de 
Physique  appliquée.  Théoricien  des  ondes  hertziennes  et  des  électrons, 
il  a  fait  des  exposés  les  concernant  à  l'usage  des  élèves  ingénieurs  de 
l'Ecole  supérieure  des  Postes  et  Télégraphes.  Il  a  étudié  les  dispositifs 
employés  par  la  Télégraphie  sans  fil  alors  à  ses  débuts  ainsi  que  les 
principes  de  leur  fonctionnement,  notamment  dans  un  intéressant  petit 
Ouvrage  de  la  collection  Scientia.  On  trouvera  aussi  dans  le  tome  X  une 
étude  de  Poincaré  sur  les  récepteurs  téléphoniques  et  une  autre  sur  la 
théorie  de  la  commutation  en  Electrotechnique.  Ainsi,  à  certaines 
branches  de  la  technique,  Poincaré  a  su  apporter  des  contributions  (pii 
ont  été  il  l'origine  de  beaucoup  de  développements  ultérieurs. 


Il  parait  bien  nalurel  (jiic  Ileuii  Poincaré,  mathématicien  de  génie, 
ait  fait  réaliser  de  grands  progrès  aux  méthodes  de  la  Physique  malb(''- 
niatique  et  à  l'étude  des  équations  qu'elle  utilise.  Mais,  en  joigiiaul 
l'intuition  physique  à  la  rigueur  abstraite,  il  a  su  aussi,  fait  assez  rare 
chez  les  grands  géomètres,  faire  réaliser  de  véritables  progrès  aux 
théories  physiques  de  son  époque  en  leur  apportant  des  conceptions  et 
des  résultats  nouveaux.  Il  a  même  réussi  parfois,  nous  venons  de  le  voir, 
à  apporter  une  aide  efficace  aux  techniciens. 

Comme  celles  qu'il  avait  effectuées  dans  d'autres  branches  de  la 
Science  ou  en  philosophie  scientifique,  l'CEuvre  de  Poincaré  en 
Physique  mathématique  et  théorique  restera  un  monument  d'une  inqié- 
rissable  grandeur.  , 

1"  janvier  1954. 

LoLis  DE  BROGLIE. 


AVANT-PROPOS 


Dans  l'Analyse  de  ses  Iravaii.v  scientifiques  rédigée  en  1901  el  doiil 
la  Cinquième  partie  est  reproduite  au  début  de  ce  volume,  Henri 
Poincaré  avait  classé  ses  publications  de  Physique  mathématique  en 
trois  groupes  :  XXIII.  Equaliuns  différentielles  de  la  Physique  miilhé- 
maliqiie:  XXI \.  Critique  des  tlicories  physiques;  XX\  .  Oscillations 
hertziennes. 

Poui-  tenir  compte  tle  ses  nombreux  travaux  ultérieurs,  nous  avons 
('•té  amené  à  modifier  en  partie  cette  classification  en  i-épartissant 
l'ensemble  des  publications  de  H.  Poincaré  relatives  à  la  Physique 
mathématique  et  à  la  Physique  théorique  en  quatre  groupes  :  XXIII, 

XXIV.,  xxv,'xxiv,. 

Les  mémoires  rangés  dans  le  groupe  :  XXIII.  Equations  différentielles 
de  la  Physique  mathématique  sont  tous  inclus  par  H.  Poincai'é  dans  la 
partie  correspondante  de  sa  classification. 

Dans  le  groupe  :  XXIV^.  Théories  physiques,  nous  avons  placé  les 
importants  travaux  de  Physique  théorique  dans  lesquels  Henri  Poincaré 
a  développé  une  œuvre  essentiellement  créatrice  dont  l'influence  sui' 
l'évolution  de  la  physique  a  été  considérable. 

Suivant  H.  Poincaré,  nous  avons  séparé  et  rangé  dans  le  groupe  : 
XXV.  Oscillations  hertziennes,  ses  travaux  portant  sur  les  caractères 
et  le  calcul  des  conditions  de  la  propagation  des  ondes  hertziennes. 
Sont  insérés  dans  ce  groupe,  non  seulement  les  Mémoires  indiqués  par 
H.  Poincaré,  mais  aussi  l'importante  série  de  Notes  et  d'articles  dans 
lesquels  il  a  plus  tard  étudié  le  problème  de  la  dilTraction  des  ondes 
hertziennes  par  la  Terre. 


XVI  AVANT- PROPOS. 

Nous  ;t\oiis  l'oimi  dans  le  grou|)('  :  XXl\  o.  Critiques,  discussions  et 
exposés  sur  les  théories  physiques,  les  remarques,  articles  de  discussion 
(Ml  de  mise  au  point,  conférences,  ...  par  lesquels  H.  Poincaré  est 
intervenu  activement  dans  l'évolution  historique  de  la  Physique. 
lîn  certain  nombre  de  ses  publications  portent  sur  des  polémiques 
aujounlinii  oubliées,  mais  elles  sont  extrêmement  démonstratives  de 
l'importante  contribution  apportée  par  H.  Poincaré  au  niouvenieiil 
scientifique  de  la  iiii  du  xix'  et  du  début  du  xx"  siècle. 

Les  publications  des  groupes  XXIII  et  XXIVj  sont  insérées  dans  le 
Tonu'  IX,  celles  des  groupes  XXV  et  XXIV,  dans  le  Tome  X. 
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CINQUIÈME  PAHTIE.    -   PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE. 

XXIII.    —   Équations   Différentielles   de   la   Physique   Mathématique 

(107,  109,  ll;i,  l'i-l,  IVi,  l'i..{,  IV'k  H6,  151,  136,  17i,  I80,  1<K),  195, 

200,  220,  293,  295). 


Dans  beaucoup  de  problèmes  de  Physique  niatliémalique  on  rencontre  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  qui  appartiennent  toutes  à 
peu  près  au  même  type  et  dont  la  plus  simple  est  la  célèbre  équation  de 
Laplace  \u  :=  o. 

Ces  problèmes  qui  conduisent  ainsi  à  des  équations  identiques  ou  jiresqne 
identiques  appartiennent  cependant  aux  branches  de  la  Physique  les  plus 
diverses.  On  rencontre  ces  équations  en  électrostatique,  en  magnétisme,  en 
électrodynamique,  dans  la  théorie  de  la  propagation  de  la  chaleur,  dans  celle 
de  l'élasticité,  en  Optique,  en  Hydrodynamique.  On  les  rencontre  en  Méca- 
nique, dans  la  théorie  du  potentiel  newlonien;  et  j'ajouterai  enfin  qu'elles 
H.  P.  —  IX  , 
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joviont  un  rôlo  capital  l'ii  Analyse  pure  et  sorvonl  de  fondement  à  la  théorie  des 

t'onclions  analvlicpies. 

La  plus  importante  de  ces  équations  est,  comme  je  l'ai  dit,  l'équation  de 

Laplace  qui  est  l'équation  fondamentale  de  la  théorie  de   l'attraction  nevvto- 

nienne,  de  l'électrostatique,    du   magnétisme  el  de    l'hydrodynamique.   Dans 

d'autres  questions,  on  a  à  envisager  des  équations  un  peu  plus  compliquées 

telles  que  : 

du  d-u 

A«  =  kii.         Au  =  A'  -p  )  Am  =  A"  —, 

dt  dr- 

En(in  en  optique,    en  élasticité,  on  trouve  des  systèmes  de  trois  équations  à 
trois  inconnues  oii  figure  encore  le  Laplacien  \. 

Nous  parlerons  plus  loin  dans  une  question  d'Analyse  pure,  d'une  équation 
analogue,  mais  plus  compliquée 

Au  =e". 

Mais  ce  n'est  pas  seulement  par  la  forme  des  équations  que  ces  problèmes 
diffèrent  entre  eux,  c'est  surtout  par  les  conditions  aux  limites.  Tantôt  la 
fonction  inconnue  u   est    assujettie  à  prendre  des  valeurs  données   sur   une 

surface  fermée  ;  tantôt  on  se  donne  sur  celte  surface  la  dérivée  normale  -r  '  ou 
'  du 

bien  une  relation  entre  u  el  -r  • 

(in 

Ces  problèmes  ont  été  envisagés  à  plusieurs  points  de  vue  différents.  Tantôt 
on  a  cherché  seulement  à  démontrer  qu'ils  sont  possibles  et  à  établir  en  ce  qui 
les  concerne  des  «  lltéorènies  (inexistence  ». 

Pour  ces  théorèmes  d'existence  eux-mêmes,  on  s'est  quelquefois  contenté 
de  démonstrations  par  à  peu  près  et  à  demi  intuitives,  dont  le  type  est  ce  qu'on 
appelle  le  principe  de  Dirichlet.  Ces  aperçus,  dépourvus  de  véritable  valeur 
mathématique,  sont  cependant  de  nature  à  satisfaire  le  physicien  parce  qu'ils 
laissent  en  évidence,  pour  ainsi  dire,  le  mécanisme  physique  du  phénomène. 
Ils  sont  généralement  fondés  sur  la  considération  d'une  intégrale  définie  simple 
ou  multiple  qui  ne  pouvant  s'annuler  doit  admettre  un  minimum. 

D'autres  fois,  on  s'est  préoccupé  de  démontrer  rigoureusement  ces  théorèmes 
d'existence  et  jjour  cela  on  a  imaginé  des  procédés  d'approximations  successives 
dont  on  pouvait  établir  la  convergence.  Cette  convergence  est  en  général  trop 
lente  el  les  approximations  trop  compliquées  pour  que  l'on  puisse  \  \oir  autre 
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chose   qu'un    moyen    de    démonstration   et    pour   que    le    calcul   effectif  soit 
possible. 

Enfin  on  a  cherché  à  résoudre  ces  problèmes  au  moyen  de  séries  procédant 
suivant  certaines  fonctions  que  l'on  peut  appeler  harmoniques,  parce  que  la 
représentation  d'un  phénomène  quelconque  par  une  pareille  série  est  analogue 
à  la  décomposition  d'un  son  complexe  en  ses  harmoniques.  Les  types  de  ces 
séries  sont  la  série  de  Fourier,  celle  de  Laplace  qui  procède  suivant  les 
fonctions  sphériques,  et  les  diverses  séries  considérées  par  Fourier  dans  l'étude 
du  refroidissement  des  corps  solides. 

Dans  l'application  de  cette  méthode,  on  rencontre  plusieurs  difficultés 
successives.  Il  faut  d'abord  démontrer  l'existence  des  fonctions  harmoniques, 
ce  qui  se  fait  comme  pour  les  autres  théorèmes  d'existence,  par  les  procédés 
dont  je  viens  de  parler.  On  doit  ensuite  calculer  les  coefficients  des  séries,  ce 
qui  généralement  est  facile.  Il  reste  enfin  à  démontrer  la  convergence  de  la 
série  et  l'on  a  alors  une  difficulté  grave  à  surmonter. 

Tels  sont  les  différents  points  de  vue  auxquels  j'ai  dû  envisager  successi- 
vement tous  ces  problèmes. 

Je  me  suis  occupé  d'abord  de  l'équation  de  Laplace.  La  théorie  de  cette 
équation  est  intimement  liée  à  celle  du  potentiel.  Mais  les  propriétés  du 
potentiel  n'avaieni  pas  toujours  été  démontrées  ni  avec  assez  de  généralité,  ni 
avec  assez  de  rigueur.  Je  m'en  suis  aperçu  quand  j'ai  voulu  les  enseigner  et 
aussi  quand  j'ai  voulu  les  appliquer  à  des  questions  d'Analyse.  J'ai  cherché  [295] 
à  perfectionner  ces  démonstrations  et  j'ai  eu  besoin  également  [I90J  de  les 
étendre  à  l'espace  à  plus  de  trois  dimensions. 

En  ce  qui  concerne  l'équation  de  Laplace,  bien  des  méthodes  avaient  déjà 
été  proposées  en  vue  de  la  démonstration  rigoureuse  du  théorème  d'existence. 
Les  principales  étaient  celles  de  Schvvarz  et  de  Neumann.  J'en  ai  proposé  une 
troisième,  entièrement  nouvelle  [107,  200]  et  qui  est  connue  aujourd'hui  sous 
le  nom  de  méthode  du  balayage.  Elle  présente,  comme  méthode  de  démons- 
tration, l'avantage  de  la  généralité  et  elle  permet  de  supprimer  certains  inter- 
médiaires. En  revanche  elle  semble,  moins  que  celle  de  Neumann,  susceptible 
de  s'approprier  au  calcul  numérique. 

L'élégante  méthode  d(!  Neumann  ne  paraissait  applicable  qu'aux  surfaces 
convexes.  J'ai  reconnu  [151,  185]  qu'elle  était  beaucoup  plus  générale,  j'ai 
montré  rigoureusement  qu'elle  s'appliquait  k  toutes  les  surfaces  simplement 
connexes  et  j'ai  fait  voir  qu'elle  était  probablement  applicable  à  une  surface 
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loiil  à  lail  (|iR'lcoiif[iH';  c'est  ce  (jiii  a  d'ailleurs  clé  confirmé  depuis.  Je  suis 
malheureusement  obligé  d'admettre  K'  principe  de  Diricidel  qu'il  faut  établir 
d'abord  par  exemple  par  la  iiiétbode  du  iialajagc,  de  sorte  que  la  démons- 
tration doit  se  faire  en  deux  temps. 

Les  mômes  principes  peuvent  s'étendre  au  problème  de  l'équilibre  d'un 
corps  élastique  qui  est  beaucoup  plus  compliqué  puisqu'il  y  entre  trois  équa- 
tions à  ti(us  inconnues.  .1  ai  montré  [ISO]  qu'on  poii\ail  résoudre  ce  problème 
par  une  métliode  tout  à  lail  analogue  à  celle  de  Neiimann.  ,1e  n'ai  pas  néanmoins 
développé  celte  idée  et  au  lieu  de  démontrer  rigoureusement  la  convergence  du 
procédé,  je  me  suis  borné  à  un  aperçu,  analogue  au  «  principe  de  Dirichlel  », 
qui,  il  est  vrai,  n'est  pas  sul'fisammenl  rigoureux,  mais  qui  ne  permet  pas  de 
douter  sérieusement  du  résultat. 

Je  suis  revenu  à  diverses  reprises  sur  le  problème  de  Fourier  relatif  aux  lois 
du  relroidissement  des  corps  solides.  Dans  mes  premiers  Mémoires,  je  me  suis 
placé  plutôt  au  |)oint  de  vue  du  physicien  et  j'ai  montré  l'existence  des 
fonctions  liariiioniqiies  par  des  aperçus  analogues  au  principe  de  Dirichlel 
(  10!',  I  13,  200].  C'est  à  ce  même  point  de  vue  que  je  me  suis  placé  le  plus 
souvent  dans  mon  enseignement  [293]. 

C'est  seulement  plus  tard  [143,  220]  que  j'ai  donné  une  démonstration 
rigoureuse  de  ces  théorèmes  d'existence.  L'équation  est  la  même  que  celle  des 
vibrations  d'une  membrane.  M.  Schwarz  avait  démontré  l'existence  de  la 
première  harmonique,  M.  Picard  celle  de  la  seconde.  J'ai  démontré  d'une  façon 
plus  simple  l'existence  de  toutes  les  harmoniques.  La  méthode  de  démonstration, 
toujours  fondée  sur  la  considération  do  certaines  intégrales  si  heureusement 
introduites  par  M.  Schwarz,  repose  en  outre  sur  l'étude  d'une  certaine  fonction 
méromorphe  d'un  paramètre  auxiliaire.  En  inullipliant  cette  fonction  par  un 
polynôme  convenable,  on  fait  disparaître  quelques-uns  de  ces  pôles;  le  cercle 
de  convergence  s'étend  et  l'on  peut  aborder  l'étude  d'harmoniques  d'ordre  de 
plus  en  plus  élevé. 

Cette  méthode  ne  s'applicjue  pas  seulement  au  problème  du  refroidissement 
et  à  celui  des  membranes.  J'ai  dit  plus  liaul  comment  j'avais  abordé  l'étude  de 
l'équation  de  Laplace  par  la  méthode  de  Neuniann  et  celle  de  l'équilibre  des 
corps  élastiques.  Dans  celte  double  étude  je  me  suis  encore  servi  des  intégrales 
de  Schwarz  el  de  la  fonction  méromorphe  auxiliaire  dont  je  viens  de  parler. 

Mais  on  peut  encore  employer  les  mêmes  procédés  dans  des  questions  bien 
différentes,  .le   m'en  suis  servi,   par  exemple,   p(jur  étudier   l'équilibre  el    le 
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luoLivement  des  mers  [140,  195].  Dans  le  problème  statique,  par  exemple,  qui 
est  sensiblement  réalisé  dans  les  marées  à  longue  période,  on  rencontre,  si  l'on 
veut  tenir  compte  de  l'influence  de  la  forme  des  continents,  des  fonctions 
harmoniques  analogues  aux  fonctions  sphériques  et  dont  l'existence  peut 
encore  se  démontrer  par  les  mômes  méthodes.  Le  problème  dynamique,  tel 
qu'on  doit  le  traiter  pour  les  marées  à  courte  période,  présente  évidemment 
plus  de  difficultés.  11  se  simplifierait  si  l'on  pouvait  négliger  la  force  de  Coriolis. 
L'équation  où  on  serait  ramené  serait  encore  celle  des  vibrations  d'une  mem- 
brane dont  la  tension  et  la  densité  seraient  variables.  Si  l'on  tient  compte  de  la 
force  de  Coriolis,  tout  devient  plus  complexe.  Les  intégrales  de  Schvvarz 
doivent  être  remplacées  par  d'autres  intégrales  plus  compliquées,  quoique 
analogues;  mais  la  marche  générale  du  calcul  reste  la  même. 

Une  équation  de  même  forme  AM=e"  peut  encore  être  traitée  de  la  même 
manière.  Ce  n'est  plus  celte  fois  en  vue  d'applications  physiques,  mais  en  vue 
d'applications  analytiques.  J'ai  dit  plus  haut  quelle  était  l'importance  de  celte 
équation  dans  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes.  M.  Picard  l'a  intégrée  le 
premier.  La  méthode  que  j'ai  proposée  est  entièrement  différente  et  repose  sur 
des  principes  analogues  à  ceux  dont  je  viens  de  parler.  Une  difficulté  nouvelle 
se  présentait  toutefois,  c'est  que  notre  équation  n'est  pas  linéaire  comme  le  sont 
d'ordinaire  celles  de  la  Physique  mathématique.  Ce  qui  caractérise  ma  méthode 
et  la  distingue  de  celle  de  M.  Picard,  c'est  qu'elle  embrasse  tout  de  suite  la 
totalité  de  la  surface  de  Riemann  envisagée,  tandis  que  M.  Picard  considère 
d'abord  un  domaine  limité,  et  étend  ensuite  ses  résultats  de  proche  en  proche 
jusqu'à  ce  qu'ils  soient  établis  pour  la  surface  entière  (Vide  supra  §  II). 

Une  autre  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  a  été  l'objet  de  mes 
recherches  [141].  C'est  l'équation  des  télégraphistes,  qui  par  sa  forme  tient  le 
le  milieu  entre  l'équation  des  cordes  vibrantes  et  celle  de  la  chaleur.  Les 
résultats  aussi  sont  intermédiaires  à  ceux  que  donnent  ces  deux  équations. 
Dans  le  cas  des  cordes  vibrantes,  l'onde  se  propage  avec  une  vitesse  constante 
sans  se  déformer,  sans  s'étaler,  sans  envoyer  d'avant-garde  ni  laisser  d'arrière- 
garde.  Dans  le  cas  de  la  chaleur,  l'onde  s'étale  immédiatement  sur  le  fil 
conducteur  tout  entier,  sans  qu'on  puisse  lui  assigner  un  commencement  ou 
une  fin.  Dans  le  cas  de  l'électricité,  la  tête  de  l'onde  s'avance  régulièrement 
avec  la  vitesse  de  la  lumière;  mais  l'onde  laisse  derrière  elle  un  r(''sidu,  une 
sorte  de  queue. 

Les  conditions  à  remplir  aux  limites  sont  très  différentes  de  celles  que  nous 
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avons  envisagées  jusqu'ici.  J'ai  pu  iiiclirc  en  évidence  les  faits  que  je  viens  de 
signaler  par  une  méthode  où  le  rôle  principal  est  joué  par  la  théorie  deCauchy 
sur  les  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires.  Je  suis  revenu  sur  ce 
sujet  à  plusieurs  reprises  [293,  !292]. 

Mais  dans  l'élude  de  ces  équations  aux  dérivées  partielles,  je  me  suis  égale- 
ment placé  au  poinl  de  vue  du  développement  en  séries  harmoniques.  T^'exis- 
lence  des  fonctions  harmoniques  était  établie  par  les  théorèmes  d'existence 
dont  j'ai  parlé  plus  haut,  mais  la  convergence  des  séries  ne  pouvait  se  démontrer 
sans  difficulté.  C'est  Cauchj  qui  a  le  premier  imaginé  une  méthode  générale 
applicable  à  un  grand  nombre  de  ces  séries.  J'ai  présenté  celte  méthode  de 
Cauchy  sous  une  forme  particulière  [293]  qui  en  montre  le  véritable  esprit  et 
qui  fait  comprendre  quels  sont  les  obstacles  qu'il  reste  à  vaincre  quand  on  veut 
l'appliquer  à  un  problème  particulier. 

Dans  le  cas  du  refroidissement  de  la  sphère  ou  du  cylindre,  les  fonctions 
harmoniques  sont  faciles  à  former  puisque  ce  sont  les  fonctions  bien  connues 
de  Bessel.  J'ai  pu  dans  ces  cas  particuliers  pousser  jusqu'au  bout  l'application 
de  la  méthode  de  Cauchy  [142,  293]. 

L'une  des  plus  importantes  de  ces  séries  est  celle  de  Laplace  qui  procède 
suivant  les  fonctions  sphériques.  La  convergence  a  été  démontrée  par  Lejeune 
Dirichlet.  J'ai  introduit  successivement  [144,  293]  de  telles  simplifications 
dans  cette  démonstration  qu'elle  devient  presque  méconnaissable.  Je  m'appuie 
sur  la  convergence  de  la  série  de  Fourier  et  sur  certaines  propriétés  des  fonc- 
tions de  variables  imaginaires.  J'espère  que  la  forme  donnée  au  raisonnement 
en  facilitera  l'extension  à  d'autres  problèmes  analogues. 

J'avais  également  à  traiter  la  convergence  des  séries  harmoniques  que  l'on 
rencontre  dans  la  théorie  de  la  propagation  de  la  chaleur  ou  dans  celle  des 
vibrations  d'une  membrane.  Je  me  suis  contenté  d'abord  [109,  113,  200]  de 
simples  aperçus.  Je  montrais  seulement,  par  exemple,  que  l'intégrale  du  carré 
de  l'erreur  commise  tendait  vers  zéro  quand  on  prenait  dans  la  série  un  plus 
grand  nombre  de  termes.  Un  pareil  résultat,  suffisant  pour  les  applications 
physiques,  ne  pouvait  satisfaire  le  mathématicien. 

Depuis  j'ai  obtenu  des  démonstrations  rigoureuses  [220];  mais  à  la  condition 
de  faire  des  hypothèses  restrictives  sur  la  fonction  à  développer.  Cela  n'a  pas 
d'ailleurs  d'importance  au  point  de  vue  des  applications,  car  on  peut  toujours 
trouver  une;  fonction  qui  satisfasse  à  c(!S  hypothèses  restrictives  et  qui  diffère 
aussi  peu  qu(!  l'on  veut  de  I.t  fonction  donnée. 
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XXIV.  Critique   des   Théories  Physiques 

(116,  117,  121,  122,  123,  123,  129,  137,  1S4,  155,  157,  160,  161,  162,  175,  184,  185, 
232,  233,  234,  239,  240,  241,  259,  273,  284,  285,  286,  287,  288,  289,  290,  291, 

293,  294,  298). 

Dans  le  paragraphe  précédent,  j'ai  envisagé  pour  ainsi  dire  les  problèmes  de 
Plijsique  mathématique;  je  vais  les  considérer  maintenant  par  le  côté  piiysique. 

J'ai  publié  dans  une  série  de  volumes  mes  cours  de  Physique  inaliiéniatique. 
Je  reviendrai  sur  ces  volumes  au  point  de  vue  de  l'enseignement  (§  XXXI); 
j'en  parlerai  encore  à  propos  des  idées  philosophiques  exposées  dans  les 
Préfaces  (§  XXIX).  Pour  le  moment,  je  ne  m'occuperai  que  de  l'intérêt  qu'ils 
présentent  pour  la  Physique  proprement  dite.  J'ai  été  amené  à  passer  en  revue 
les  difl'érentes  théories  physiques  et  à  les  soumettre  à  la  critique. 

J'ai  consacré  d'ailleurs  au  môme  objet  un  certain  nombre  de  Notes  et 
d'Articles. 

La  chaire  de  Physique  mathématique  a  pour  titre  officiel  :  Calcul  des  Proba- 
bilités et  Physique  mathématique.  Ce  rattachement  peut  se  justifier  par  les 
applications  que  peut  avoir  ce  calcul  dans  toutes  les  expériences  de  Physique; 
ou  par  celle  qu'il  a  trouvées  dans  la  théorie  cinétique  des  gaz.  Quoi  qu'il  en 
soit,  je  me  suis  occupé  des  probabilités  pendant  un  semestre  et  mes  leçons  ont 
été  publiées  [294].  La  théorie  des  erreurs  était  naturellement  mon  principal 
but.  J'ai  dû  faire  d'expresses  réserves  sur  la  généralité  de  la  «  loi  des  erreurs  »; 
mais  j'ai  cherché  à  la  justifier,  dans  les  cas  où  elle  reste  légitime,  par  des 
considérations  nouvelles.  J'ai  montré  que  si  l'erreur  totale  résulte  de  l'accumu- 
lation d'un  grand  nombre  de  petites  erreurs  partielles,  si  ces  dernières  suivent 
des  lois  quelconques,  mais  symétriques,  l'erreur  résultante  totale  sera  soumise 
à  la  loi  de  Gauss. 

Je  ne  m'étendrai  pas  sur  les  leçons  que  j'ai  consacrées  aux  Tourbillons  [290] 
ou  à  la  Capillarité  [288];  ce  qu'elles  peuvent  contenir  de  nouveau  intéresse 
plutôt  l'enseignement. 

J'ai  consacré  un  volume  à  la  Thermodynamique  [291].  Je  signalerai  seule- 
ment dans  ce  volume  la  discussion  de  l'inégalité  de  Clausius 
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La  di'iiu>nstralit>n  de  cotle  inégalité  ;i\ait  donné  lien  ;\  de  longnes  controverses; 
j'ai  cluTcUé  à  la  ineUre  à  l'aigri  de  toute  objection. 

Dans  la  iléinonstralion  des  ihéorénies  de  Gibbs,  on  rencontre  une  difficulté 
qui  avait  échappé  à  plusieurs  savants  éniinenls.  C'est  celle  qui  se  rapporte  à 
Tévaluation  de  l'eniropic  dun  mélange  gazeux.  On  en  triomphe  d'ordinaire 
aujourd'luii  en  laisanl  intervenir  les  propriétés  de  rosmose.  J'en  suis  venu  à 
bout  par  un  moven  tout  difl'érent,  en  iaisant  intervenir  les  propriétés  de  la 
dissociation  du  carbonate  de  chaux. 

L'irréversibilité  des  phénomènes  thermodynamiques  a  préoccupé  de  nom- 
breux chercheurs.  Oii  en  a  voulu  donner  plusieurs  explications  mécaniques.  La 
première  est  celle  de  Helmhollz;  j'ai  montré  [  11(5]  qu'elle  ne  siillit  pas  pour 
rendre  compte  des  faits  (Vide  infra  !:;  XXVIII).  La  seconde  est  celle  qui  se 
rattache  à  la  théorie  cinétique  des  gaz.  J'v  ai  fait  diverses  objections  qui  me 
semblent  la  rendre  pou  vraisemblable,  mais  qui  cependant  ne  sont  pas  décisives. 
J'ai  discuté  en  particulier  dans  deux  Notes  [137]  divers  points  de  cette  théorie, 
ce  qui  m'a  donné  l'occasion  de  rectifier  une  faute  de  calcul  faite  par  Maxwell  à 
propos  de  la  relation  entre  la  conductibilité  et  la  viscosité  des  gaz.  J'ai,  d'autre 
part,  justifié  le  principe  de  Bollzmann  et  montré  sa  légitimité  dans  des  cas  où 
il  avait  été  contesté  [259]. 

J'ai  exposé  à  deux  reprises  différentes  la  théorie  générale  de  l'élasticité  [284, 
in  initio,  289].  J'ai  montré  quelles  relations  il  doit  y  avoir  entre  les  21  coeffi- 
cients d'élasticité  :  1°  dans  l'hypothèse  des  forces  centrales;  2°  dans  le  cas  où 
la  pression  est  nulle  à  l'état  d'équilibre.  Ces  résultats  supposent  qu'il  n'y  a  que 
des  molécules  d'une  seule  sorte,  et  ne  s'appliqueraient  pas  par  conséquent,  au 
moins  immédiatement,  à  deux  milieux  différents  se  pénétrant  mutuellement. 
Ils  ont  donné  lieu  à  des  objections  que  j'ai  facilement  réfutées  [125], 

Dans  la  suite  de  mon  livre  [289],  j'ai  signalé  (p.  i34)  une  erreur  commise 
par  Lamé. 

Je  me  suis  occupé  aussi  d'un  pioiilème  particulier  d'élasticité  [129]  à  propos 
d'une  expérience  de  M.  Cornu,  .l'ai  montre  ([u(!  certaines  relations,  qui  partout 
sont  approchées,  deviennent  rigoureusement  exactes  sur  les  arêtes  d'un  prisme 
à  base  rectangulaire. 

Les  équations  de  l'élasticité  s'appliquent  immédiatement  à  l'Optique.  J'ai 
cherché  à  n'^iiiur  dans,  nue  exposition  commune  toutes  les  théories  optiques  des 
ondes.  Eu  j>arti(,iilier  [28i],  j'ai  montré  comment  dans  le  cas  de  la  double 
réfraction,  les  théories  de  Fresncl,  de  Neumann  et  de  Sarrau  se  déduisent  des 
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(équations  générales  du  milieu  élastique.  De  même,  grâce  à  l'emploi  des 
«  couches  de  passage  »,  les  diverses  théories  de  la  réflexion  sont  notablement 
simplifiées  et  l'on  comprend  mieux  leurs  rapports  mutuels. 

Que  résulte-t-il  de  ce  rapprochement  entre  la  théorie  de  Fresnel  où  la 
vibration  est  supposée  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation,  et  celle  de 
Neumann  où  elle  est  regardée  comme  parallèle  à  ce  plan?  On  sait  que  ces  deux 
théories  ont  jusqu'ici  également  bien  rendu  compte  des  faits;  mais  la  compa- 
raison que  j'ai  faite  entre  ces  deux  théories  m'a  montré  la  raison  de  ce  fait. 
Celte  raison  est  générale.  Tout  fait  dont  une  des  théories  rendra  compte,  sera 
également  bien  expliqué  par  l'autre,  de  sorte  qu'aucune  expérience  optique  ne 
pourra  décider  entre  elles. 

On  a  voulu  chercher  un  jcritère  décisif  dans  les  phénomènes  de  difl'raction, 
dans  la  réflexion  métallique  et  surtout  dans  l'expérience  célèbre  de  Wiener. 
J'ai  montré  [121,  122]  qu'on  s'était  fait  là  une  illusion. 

Le  principe  de  Hujghens  et  ses  applications  à  la  diffraction  m'a  longtenips 
occupé.  J'ignorais  à  cette  époque  les  travaux  de  Kirchhoff;  l'interprétation  que 
j'ai  proposée  pour  le  principe  de  Huyghens  présente  les  plus  grandes  analogies 
avec  celle  de  Rirciihofl";  elle  repose  également  sur  la  considération  d'une 
intégrale  analogue  au  potentiel  newlonien. 

J'ai  abordé  aussi  le  problème  d'une  autre  manière  [284,  p.  3oo;  285,  p.  98] 
en  déduisant  directement  des  équations  la  propagation  rectiligne  de  la  lumière 
comme  première  approximation;  et  la  difl'raction  comme  seconde  approxi- 
mation. Je  montre  ainsi  que  la  direction  du  rayon  lumineux  doit  être  conforme 
au  principe  de  Huyghens;  en  ce  qui  concerne  la  seconde  approximation,  je 
cherche  à  illustrer  la  théorie  générale  par  un  exemple  simple,  en  étudiant  les 
cas  de  propagation  anormale  des  ondes  dans  un  faisceau  très  délié  [128,  2851. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  théorie  de  la  diffraction  restait  très  imparfaite.  Non 
seulement  la  question  de  la  polarisation  était  laissée  de  côté,  mais  certains 
phénomènes  que  M.  Gouy  appelle  «  diffraction  éloignée  »  restaient  complè- 
tement inexpliqués.  J'ai  cherché  à  donner  une  théorie  de  la  diffraction  éloignée 
et  de  la  polarisation  par  diffraction  [184,  186];  malheureusement  j'étais  obligé 
de  faire  certaines  hypothèses,  assez  voisines  de  la  réalité  pour  donner  une  idée 
générale  de  la  marche  des  phénomènes,  pas  assez  toutefois  pour  en  asseoir  la 
théorie  complète  et  définitive. 

J'ai  passé  en  revue  dans   mes  leçons   publiées  les   principales   théories  de 
l'électrodynamique  [286,  287,  298].  Mais  j'ai  consacré  aussi  plusieurs  Notes  à 
H.  P.  -  IX.  a 
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cortjiines  ([iicstious  particulières.  J'ai  discuté  [117]  Iti  loi  élcclrodjnainique  de 
Webcr  et  ses  rapinuts  avec  le  |uiiici|K'  de  la  conservation  de  l'énergie.  J'ai 
éliidié  [  l!23]  les  conditions  d'équilibre  d'un  liquide  diélectrique  placé  dans  un 
champ  électrique,  je  voulais  montrer  qu'on  pouvait  faire  cette  théorie  de  la 
façon  la  plus  élémentaire  et  sans  faire  intervenir  les  pressions  de  Maxwell.  J'ai 
traité  [176]  des  rapports  du  phénomène  de  Hall  avec  la  théorie  de  Lorentz. 

J'ai  consacré  [iJ40]  un  artich'  à  l'induction  unipolaire.  Les  lignes  do  force 
magnétiques  sont-elles  entraînées  par  les  aimants  en  mouvement?  Ma  conclu- 
sion est  que  cette  question  si  controversée  est  dénuée  de  sens. 

Mais  je  me  suis  surtout  occupé  des  rapports  de  rÉlectrodyiianiique  et  de 
l'Optique.  J'ai  traité  à  plusieurs  reprises  du  phénomène  de  Zeemann  [234.239, 
298].  L'un  de  ces  articles  a  été  critiqué  par  Lorentz.  L'expérience  décidera. 
Si  l'on  confirme  définitivement  les  expériences  de  Zeemann  sur  la  dissymétrie 
du  triplet  dans  un  champ  faible,  relatées  par  Lorentz  dans  son  rapport  au 
Congrès  de  Physique  (t.  IH,  p.  oi),  ce  sera  Lorentz  qui  aura  raison. 

J'ai  passé  en  revue  [286,  287,  298,  232]  les  principales  théories  électro- 
magnétiques de  la  Lumière,  celle  de  Maxwell,  de  Helmholtz,  de  Hertz,  de 
Lorentz  et  de  Larmor.  La  plus  satisfaisante  m'a  paru  être  celle  de  Lorentz. 
J'y  ai  fait  cependant  une  objection  ;  cette  théorie  n'est  pas  conforme  au  principe 
de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  (supposé  appliqué  à  la  matière  seule) 
[232,  298].  Je  suis  revenu  [273]  plus  en  détail  sur  les  relations  de  la  théorie 
de  Lorentz  avec  ce  principe. 

J'ai  été  amené  enfin  à  m'occuper  des  rayons  cathodiques  et  des  rayons 
Rônlgen.  J'ai  donné  [162]  l'explication  d'une  expérience  de  M.  Birkeland,  en 
déterminant  la  trajectoire  des  rayons  cathodiques  dans  un  ciiamp  variable.  J'ai 
réfuté  [  134,  153,  233]  les  idées  de  M.  Jaumann  sur  ces  rayons. 

J'ai  fait  [157,  160,  161]  diverses  observations  à  propos  de  certaines  expé- 
riences relatives  aux  rayons  Rôntgen.  C'est  dans  un  article  de  vulgarisation 
[260]  que  j'ai  émis  au  sujet  des  rayons  Rontgen  une  hypothèse  qui  a  exercé 
une  certaine  influence  sur  le  développement  de  la  Science.  Je  me  suis  demandé 
s'il  n'y  aurait  pas  quelque  relation  entre  ces  rayons  et  les  phénomènes  de 
phosphorescences.  Plusieurs  savants  ont  alors  dirigé  leurs  recherches  de  ce 
côté.  Quelques-uns  n'ont  obtenu  que  des  succès  partiels  ou  douteux.  Mais 
M.  Becquerel  a  réussi  compièleiuent  et  a  découvert  les  rayons  qui  portent  son 
nom.  Les  phénomènes  qu'il  a  observés  ne  sont  pas  sans  analogie  avec  ceux  que 
j'avais  prévus;  mais  ils  sont  beaucoup  plus  extraordinaires  encore. 
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XXV.        Oscillations  hertziennes 
(119,   126,   1:î2,   liO,  2-2:{,  22'i.,  22o,  287,  292). 

Je  crois  devoir  luetlre  à  part,  à  cause  de  leur  nombre  les  articles  que  j'ai 
consacrés  aux  oscillations  hertziennes.  Le  premier  est  une  Note  [H9]  où  j"ai 
rectifié  une  erreur  de  calcul  commise  par  Hertz  dans  la  détermination  de  la 
période.  Cette  rectification  était  facile,  mais  il  importait  de  la  faire  promple- 
ment;  car  à  ce  moment,  celte  erreur,  si  elle  était  restée  inaperçue,  aurait  pu 
arrêter  les  progrès  de  la  Science. 

J'ai  donné  dans  d'autres  Notes  et  dans  mes  leçons,  des  procédés  en  vue  du 
calcul  plus  ou  moins  approclié  de  la  période  d'un  excitateur,  et  j'ai  discuté  les 
difl'érentes  circonstances  qui  influent  ou  qui  sembleraient  devoir  influer  sur 
cette  période  [126,  223,  224,  292]. 

Le  phénomène  de  la  résonance  multiple  découvert  par  MM.  Sarasin  et 
de  La  Rive  semblait  assez  paradoxal.  J'en  ai  donné  une  explication  simple  [225, 
292]  fondée  sur  l'amortisseuient  rapide  des  oscillations.  Cette  explication  a  été 
confirmée  expérimentalement  d'abord  par  M.  Bjerknes,  puis  par  d'autres 
physiciens. 

J'ai  étudié  enfin  [132,  140]  la  propagation  d'une  onde  hertzienne  le  long 
d'un  fil.  J'ai  montré  que  railaiblissement  de  cette  onde  est  dû  à  deux  causes; 
le  rayonnement  et  la  chaleur  de  Joule.  La  première  de  ces  causes  croît  avec  le 
diamètre  du  fil,  tandis  que  la  seconde  décroît.  L'expérience  semble  indiquer 
que  la  seconde  est  prépondérante. 
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XXIII.  -   ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DE  LA  PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE 

(Analyse,  p.   l). 


SUR  LE  PROBLÈME 


DISTRIBUTION   ÉLECTRIQUE 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.   lOi,  p.  'i4-46  (3  janvier  18S7), 


Le  problème  de  la  dislriliution  électrique  se  ramène,  comme  on  le  sait,  au 
problème  de  Dirichlct  qui  consiste  à  déterminer  une  fonction  V  qui  satisfasse 
à  l'équation  de  Laplace  AV  =  o  à  l'intérieur  d'une  certaine  région  et  qui 
prenne  sur  lu  surface  qui  limite  celle  région  des  \aleurs  données.  Riemauu  a 
donné  de  la  j)0ssibilité  de  ce  problème  une  déTuonsIration  siuiple  et  élégante, 
mais  peu  rigoureuse.  Depuis,  MM.  JNeumann,  Schwarz  el  Haruarck  ont 
imaginé  plusieurs  méthodes  qui  permclteut,  non  seulement  d'établir  l'existence 
de  la  solution,  mais  de  la  déterminer  complètement.  Ces  méliiodes  ont  un 
double  caractère  :  ce  sont  à  la  fois  des  méthodes  de  démonstration,  destinées  à 
montrer  la  j)()sslljililé  du  problème,  et  des  méthodes  de  calcul  destinées  à  le 
résoudre  effectivement.  A  ce  second  point  de  vue,  elles  sont  très  imparfaites; 
car,  si  elles  sont  susceptibles  théoriquement  de  donner  une  approximation 
indéfinie;  si  même  elles  conduisent  assez  facilement  à  certaines  inégalités 
auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction  cherchée,  elles  ne  permettraient  pas,  sans 
un  labeur  très  pénible,  de  pousser  l'approximation  un  peu  Iniu.  Il  n'est  donc 
pas  inutile  d'en  imaginer  de  nouvelles,  quand  môme  elles  devraient  avoir  les 
mêmes  inconvénients,  ce  qu'il  paraît,  d'ailleurs,  impossible  d'éviter.  En  effet, 
ciiaque  métliode  nouvelle  conduit   facilement  à  des  inégalités  nouvelles  rpi'i! 
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peut  iHn-  intéressiUll  de  connaître.  Cesl  ce  qui  m'engage  à  exposer  ici  un 
procédé  qui  n'a  pas  encore  été  proposé,  du  moins  que  je  sache. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées  et  simplifier  l'exposé  qui  va  suivre,  qu'il 
s'agisse  de  déterminer  la  distribution  électrique  sur  un  conducteur  unique 
(mais  de  forme,  d'ailleurs,  quelconque),  chargé  au  potentiel  intérieur  i.  On 
peut  imaginer  un  réseau  formé  d'une  infinité  de  sphères  Si,  So,  .  .  . ,  S,,  .  .  ., 
qui  sont  toutes  et  tout  entières  extérieures  au  conducteur.  Je  suppose,  de  plus, 
que  tout  point  extérieur  au  conducteur  soit  intérieur,  au  moins  à  l'une  des 
sphères  S,.  J'envisage,  enfin,  une  sphère  i  dont  le  rayon  R  soit  assez  grand 
pour  que  le  conducteur  y  soit  contenu  tout  entier. 

Imaginons  maintenant  une  quantité  R  d'électricité  positive  répartie  sur  i 

avec  une  densité  uniforme  -, — ^-  Le  potentiel  de  cette  électricité  sera  égal  à  i 

4  :c  K 

à  l'intérieur  de  1  et  plus  petit  que  i ,  mais  positif,  à  l'extérieur. 

Rappelons  maintenant  un  résultat  bien  connu  :  c'est  qu'il  est  possible  de 
remplacer  un  point  électrisé,  situé  à  l'intérieur  d'une  sphère,  par  une  couche 
électrique  répandue  à  la  surface  de  cette  môme  sphère  et  dont  l'action  sur  un 
point  extérieur  soit  la  môme;  nous  l'appellerons  couche  équivalente. 

^'oici  maintenant  la  série  d'opérations  que  nous  allons  faire.  Considérons 
l'une  des  sphères  S,  et  remplaçons  l'électricité  contenue  à  l'intérieur  de  cette 
sphère  par  une  couche  équivalente  répandue  à  sa  surface.  Le  potentiel  ne 
changera  pas  à  l'extérieur  de  .S,  et  diminuera  à  l'intérieur. 

Si  donc  nous  opérons  successivement  ainsi  sur  chacune  des  sphères  S,,  en 
dirigeant  les  opérations,  de  façon  à  revenir  une  infinité  de  fois  sur  chaque 
sphère,  le  potentiel  ira  toujours  en  diminuant;  mais,  comme  il  n'y  aura  en 
aucun  point  d'électricité  négative,  il  sera  toujours  positif.  Il  tendra  donc  vers 
une  limite  finie  et  déterminée  que  j'appelle  \  . 

Mais,  d'après  un  théorème  de  Harnack,  si,  dans  une  certaine  région,  tous  les 
termes  d'une  série  sont  positifs  et  satisfont  à  l'équalion  de  Laplace,  la  série  ne 
peut  converger  qu'uniformément.  Donc  notre  potentiel  tendra  uniformément 
vers  sa  limite  V.  Cela  suffit  pour  démontrer  que  V  est  une  fonction  continue 

et  que 

AV  =  o. 

Il  est  clair  que  V  est  toujours  plus  petit  que  i  et  s'annule  à  l'infini;  il  reste  à 
démontrer  que  V  tend  vers  l'unité  quand  on  se  rapproche  de  la  surface  du 
conducteur.  Il  suffit,  pour  cela,  de  faire  une  remMrijiie.  Soit  O  un  puini  (pirl- 
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conqiio  inlérieur  au  condiiclcur;  soil  p  la  dislance  de  O  au  point  (x,   y.  z); 
soil  /■  la  plus  courte  distance  de  O  à  la  surface  du  conducteur.  Notre  potentiel 

sera  toujours  plus  grand  que  -;  on  aura  donc  encore  à  la  liniile 


r 
P 

r 


i>V> 

P 

Or,  il  est  évident  cjue,  cjuand  le  jxiint  (.r.  y,  z)  se  rapprochera  indéliniincnl 
d'un  point  P  de  la  surlace  du  conducteur,  on  pourra  toujours  choisir  le  point  O, 

ou  faire  tendre  le  point  O  \ers  le  point  P,  de  telle  façon  que  -  tende  vers  i . 

Il  résulte  de  là  que  la  fonction  \  ainsi  définie  n'est  autre  chose  que  le 
potentiel  d'une  charge  électrique  distribuée  sur  notre  conducteur. 

Comme  méthode  de  démonstration,  celle  que  je  propose  est  supérieure  à 
toutes  les  autres,  puisqu'elle  ne  souffre  aucune  exception;  comme  méthode  de 
calcul,  elle  est  évidemment  moins  simple  que  celle  de  JNeumann,  dans  le  cas 
où  cette  dernière  s'applique,  c'est-à-dire  [)our  un  conducteur  convexe.  Elh^ 
n'en  fournit  pas  moins  diverses  inégalités  intéressantes,  très  nombreuses  et 
variées,  parce  que  le  choix  des  sphères  S,-  reste  arbitraire  dans  une  large 
mesure  et,  qu'on  peut,  d'ailleurs,  introduire  dans  la  méthode  diverses  modifi- 
cations de  détail,  que  je  n'ai  pu  exposer  ici,  mais  qui  augmentent  encore  cet 
arbitraire  et  qui,  de  plus,  permettent  d'étendre  la  méthode  au  cas  de  plusieurs 
conducteurs. 


H.  P.  —  IX. 


SUR 

LA  THÉORIE  ANALYTIQUE  DE  LA  CHALEUR 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  104,  p.  1733-1759  (20  juin  1887). 


Les  principes  sur  lesquels  reposent  les  lois  i;énérales  de  l;i  théorie  analytique 
(le  la  chaleur,  pour  le  cas  d'un  corps  solide  quelconque,  sont  loin  d'ôUe  élahlis 
dune  façon  suffisamment  rigoureuse.  Sans  doute,  en  cette  matière,  il  serait 
impossible,  et  d'ailleurs  inutile,  d'exiger  autant  de  rigueur  qu'en  Analyse,  et 
môme  les  raisonnements  que  je  vais  proposer  ne  seraient  pas  de  nature  à 
satisfaire  un  analyste;  cependant  il  ne  sera  peut-être  pas  sans  intérêt  de  perfec- 
tionner les  méthodes  de  démonstration  dont  on  a  dû  se  contenter  jusqu'ici. 

1.  On  considère  un  corps  solide  homogène  et  isotrope,  isolé  dans  un  milieu 
indéfini  à  travers  lequel  la  chaleur  se  propage  par  rayonnement.  La  température 
extérieure  est  o,  la  température  du  corps  est  V  et  cette  fonction  V  est  définie 
par  les  équations  suivantes,  où  j'emploie  les  notations  habituelles  de  la  théorie 
du  potentiel  : 

dt  an 

La  première  do  ces  équations  doit  (Hrv,  satisfaile  à  l'inlérieur  du  corps  et  la 
seconrh;  à  la  surface.  Quant  à  /i ,  c'est  un  cocfficical  |Hisiiif  (pii  dépend  du 
pouvoir  éinissif  (!t  que  je  supposerai  conslaul. 

I^a  solution  classique  de  ce  problèmi!  repose;  sur  la  considération  d'une 
infinité  de  fouillons  fondamentales  U  salisfaisani  aux  couiIiImius 

AU-^A-U=o        '^-h/iV=<>,  fvi(h=u 

fin  J 
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/>■  L'iiinl  une  constante  positive.  Le  premier  point  est  donc  d'élal)lir  l'existence 
de  ces  i'onctions  U.  C'est  ce  qu'on  n'a  pas  encore  fait,  que  je  sache,  dans  le  cas 
général,  et  ce  que  je  vais  chercher  à  faire. 

2.    Soit  F  une  fonction  (juelconque,  et  posons 

■-/-"".  '-"/— /[(S)'-c^y*(f)']- 

Ij'inlégrale  A   ainsi  que   la    seconih'  fies    intégrales   de   1  expression  B  soûl 

étendues  à  tous  les  éléments  dz  du  volume  du  corps  solide  et  l'intégrale  /  F-  rfw 

est  étendue  à  tous  les  éléments  d'j)  de  sa  surface. 

Supposons  que  la  fonction  F  soit  assujettie  à  la  condition  A=  i,  mais  reste 
d'ailleurs  quelconque,  l'expression  B  qui  est  essentiellement  positive  ne  pourra 
s'annuler;  elle  admettra  donc  un  minimum  absolu.  Soit  Ui  ce  que  devient  F 
quand  ce  minimum  est  atteint;  le  calcul  des  variations  nous  donne 

-3A=  /  UioUi<y-  =  ii, 
2  J 


I  ,r 
2 


On  en  conclut 

î^+/,U,  =  o,         AU,-i- A-,U,  =  0, 

A"i  étant  une  constante.  L'existence  d'une  des  fonctions  fondamentales  est  donc 
établie.  Quant  à  Aj,  il  est  aisé  (U-  vérifier  que  c'est  la  valeur  même  de  B. 
On  a  donc,  quelle  que  soit  la  fonction  F, 

|B 

d'où  il  est  aisé  de  tirer  une  infinit(''  d'inégalités  importantes.  On  trouve  ainsi,  par 

exemple,  que  -^  est  toujours  plus  petit  que  le  rapport  de  la  surface  du  corps 

solide  à  son  volume. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  F  soit  assujettie  à  deux  conditions 

X  =  I  F^rh  =  i,  fFUt(h  =  o. 

L'expression  B  n'en  aura  pas  moins  un  minimum  absolu  et,  si  ce  minimum 
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osl  Mllciiil  piiur  F  =  Uo,  (III  lidinc,  ciniiiiii'  |)liis  liant, 

l!^H-/,Uo  =  o,         AU,+  â-.LJî-+-àU,  =  o, 
an 

/v'o  ol  À  l'Iiinl  (li'iix  cdiislanlivs  ;  mais,  si  1  Ou  linil  cniii|)lc  îles  (•(inililions 

011  verra  sans  puinc  <iiii'  X  csl  nul.  L'cxisicuic  il  une  sccouilc  huiilicui  foiula- 
incnlak'  est  donc  démonlrôc. 

Si  1  ou  impose  maintenant  à  la  loncliou  1*'  les  trois  conditions 

Çv^  ,h  =  U  ^FU,  'h  =  f  FU,  d-  =  (., 

on  ilr'iiioutrera  (le  la  miMiie  la(;ou  1  existence  dune  tioisièiue  ((juclion  l  ,,  et,  en 
continuant  de  la  sorte,  on  verra  (juil  existe  une  infinité  de  fonctions  fonda- 
Mii'ul.des. 

On  reniarquei'a  (jue  celle  dénionslrnlion  est  tout  à  l'iiil  analogue  à  c(dle  dont 
se  sert  Riemana  j)our  établir  le  principe  de  Diiicldot  el  (jue  les  analystes  ont 
depuis  remplacée  par  des  raisonnements  jilus  rigoureux.  Je  crois  néanmoins 
que  nous  pouvons  nous  en  cc^mtenler  ici. 

En  particulier,  si  h  =  o,  on  trouve 

A-,  =  (I,         Ui  =  cnnst. 

Si  le  corps  solide  est  un  |)arallélé})ip('de  i'e(tan;;!e  el  <pu'  rt  soit  la  plus  faraude 
de  ses  dimensions,  on  trouve,  pour  /;  =  o, 

/,,  =  - . 

3.  .Soient  I  '  et  Li"  deux  lonctions  rdiidamenlaies  correspondant  à  deux 
valeurs  diflV'rentes  du  p(juvolr  emissil;  soient  //'  et  A",  A'  el  />"  les  valeurs 
carres|ioiidanl('N  des  coefficients  h  et  /.  On  trouve 


k'—h")  C  \j'lj"do)=z(k'—k")  I  V'V'ck 


.Si   l'un   suppose  (|iic  IJ'  et  U",  //  el  A",   A'  et   /,"  dillerent    inliniinent    peu,  on 
trouve 


r//i  Ch'-^dM  =  >ih  Çyy^(h. 
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Celle  (■■galilé  prouve  que,  lorsque  h  va  en  croissant,  loules  les  quanlilcs  /,i, 
/.j,   .  .  . ,  /.„.   .  .  .  vont  aussi  en  croissant. 

i.  D'après  la  délinilion  de  k,  k„  croît  avec  n;  je  dis  qu'il  croit  au  delà  de 
Idule  liniile. 

D'après  ce  qui  précède,  il  nie  suilira  de  le  démontrer  pour  le  cas  de  //  ^=  o. 

Supposons  d'aljord  que  le  solide  considéré  soit  un  polyèdre  P,  dont  chaque 
face  soit  parallèle  à  l'un  des  trois  plans  de  coordonnées.  Posons 

V  =  ï,  Ui  -4-  «oUj  4-  .  .  .-t-  OI„U„, 

les  a  étant  des  coefficients  indéterminés.  On  trouve 

Nous  pouvons,  si  n  est  assez  içrand,  décomposer  notre  polvèdre  en  ii  —  i 
parallélépipèdes  rectangles.  Nous  pourrons  ensuite  disposer  des  coefficients  a 
de  telle  façon  que,  pour  cliiiciin  de  ces  n  —  i  parallélépipèdes,  on  ait 


/'- 


d-  =  o. 


Or,  d'après  la  di'fiiiilicm  de  /l'.i,  si  //  :=  o  et  si  ^^  est  une  fonction  quelconque, 
telle  que 

on  a 

Si  donc  les  Irois  dimensions  de  nos  n  —  i  parallélépipèdes  sont  plus  petites 
que  </,  on  aura,  pour  cliaciin  des  |)inallcli'pipèdes  et,  par  conséquent,  pour  le 
p(>]\èdre  P  tout  entier, 

/[(S)'^(^y^(S)>>ï/v- 

On  en  déduit 

Quand  /(  croît  indéfiniment,  a  tend  vers  o,  donc  /■„  tend  vers  l'infini. 

c.    y.    I'.    I). 
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Pour  cli'iulic  Cl'  rcsiilliU  :in  cas  (Fim  solide  quelconque,  il  me  suffira  cl('  l'aire 
observer  ([uc  Ton  jx'ul  toujours  cousiruire  un  polyèdre  P,  qui  difierc  de  ce 
solide  aussi  peul  que  l'on  \eul.  Je  crois  (iiie,  dans  une  queslion  de  ce  genre,  je 
puis  me  contenter  de  cet  aperçu. 

5.  Le  problème  à  résoudre  consiste,  étant  donnée  la  valeur  initiale  F  de  la 
leinneralure  \  du  corps  solide,  à  trouve!'  une  fonction  Vo  qui  représente  celle 
même  teiiqMialure  \  à  l'instant  t  =^  to,  avec  une  erreur  R  aussi  petite  qu'on  le 
veut.  La  mesure  de  l'erreur  commise  sera,  par  définition, 

A'  =  /  '(  V  -  \  0 )-  <h  =  /  R-  dx. 
Nous  devons  avoir,  par  hypothèse, 

^  '  dt  '         dn 

La  seconde  de  ces  équations  est  cerlainemenl  satisfaile  pour  toute  valeur 
positive  du  temps,  mais  elle  pourrait  ne  pas  l'ôlre  pour  ^  =  o,  puisque  la 
fonction  donnée  F  est  quelconque.  Nous  pouvons  supposer  loulefois,  pour 
éviter  toute  difficullé,  qu'elle  le  soit  encore  pour  i  =  o;  car,. quelle  que  soit  F, 
(111  jicnt  toujouis  trouver  une  fonclion  qui  en  diflere  aussi  peu  qu'on  veut  et 
qui  satisfasse  à  cette  é(piation. 

Cela  posé,  écrivons 

^■  =  p,  ij,  +  fi, li, -(-...  +  p„ u„ H-  p.. 


J 


On  sait   tpie,  si  l'on  veut  déterminer  les  coefficients  (3,   de  telle  façon   que 
Pi-  é/t  soil  uiininuuii,  il  laiiL  prendre 


p,=y"vu,r/x. 


(  )n  trouve,  en  tenant  compte  des  équations  (  i  ), 

î^  =  -  A-, a'-  p,,         d'où         p,  =  consl.  e-M''. 

Nous  trouvons,  d'autre  pari, 

</l  J         fit 
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oti  l'on  il  posé 

Mais  on  a 

jï{\Jtd-:  =  o         {i  =  1,  ■?.,...,  n). 

On  en  conclut,  d'après  la  définilion  de  /."„+i, 

B'>A„^.A'; 
d'où  enfin 

A'  <  A'o  e-«"'*..  > .'  <  e-'n'*»^ .'  ^F^  d-z, 

A'„  désignanl  la  valeur  initiale  de  A'.  Cela  montre  que,  si  /  est  positif,  on  peul 
prendre  n  assez  grand  pour  que  A'  soil  aussi  petit  que  l'on  veut. 

c.  Q.   F.  D. 
0.   Posons,  en  désignanl  toujours  pai-  V  la  température, 


il  viendr; 


A=/V^,/. 

li  =  -  /  V  AV  A. 

dt—'"-^.^ 

-J^=~2a^f{^VY 

dB          d\ 

a-  Ifix  \\'-\'  \yy-, 

"- A 


et 


Pour  calculer  l'intégrale  du  second  membre,  il  faut  efl'ecluer  deux  inl(''- 
gralions  :  la  première  par  lapporl  à  r/-,  la  seconde  par  rapport  à  dz' ,  et  étendre 
chacune  d'elles  à  tous  les  éléuienls  du  volume  du  corps  solide.  D'ailleurs  V 
et  V  désignent  respectivemeni  la  température  dans  l'élément  dx  et  dans 
l'élément  dz'.  ■ 

Ces  égalités  prouvent  que  A  et  '    vont  constamment  en  décroissant. 


suu 
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Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  107,  p.  QG-j-rj-i  (i^  décembre  iS88). 


Dnns  uni'  Noli'  iiniériL'ure  [Coiiijiles  n-/iilits,  i.  lOi,  p.  1754)  (^'),  j'iii  tMiulié 
11'  |)rol)lème  du  rofi'oiclisscnicnl  d'un  corps  suliilc  Immogè-ne  el  isolrope.  J'ai 
luonlii'  (juil  cxisle  une  infinilé  de  tondions 

u,,    u„    ...,    u„,    ... 

(|ui  siilisfont,  ù  l'inlériour  du  corps,  à  l'érpiulion 

AU„+  /i-„U„=  o, 

t'I  à  sa  surface,  à  l'équallon 

— h  h  U„  =  o. 

an 

Le  coefficicnl  //  est  une  conslanle  posilivc  qui  dépend  du  pouvoir  émissif  du 
corps  el  qui  est  une  donnée  de  la  question.  Les  coefficlenls 

Al,       Aj,        .  .  .  ,       A'„, 

sont  des  constantes  positives  qu'il  reste  à  déterminer. 

.l'ai  a])pliqii(''  ensuite  ce  résultat  à  la  détermination  de  la  tempéraUire  diin 
poiiil  (juelcon(|U('  du  corps  à  un  instant  quelconque.  Mais,  dans  cette  applica- 
tion, il  y  a  un  théorème  qui  joue  un  ic'de  essculiid  : 

Il  laul  commencer  par  étalilir  que  /.„  cr-oil  indéfinimi'ul  (piand  son  indice  n 
augmente  lui-môme  au  delà  fie  loiile  limite;. 

Je  n'ai  donn('  de  ce  théorème,  dans  la  Note  que  je  cite,  qu'une  démonstration 
peu   lifîoui'euse.  .le  me  suis  conlentc  de  le  démontrer  complètement  pour  un 

f  '  )  Te  tome,  p.  18. 
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e 


polyèdre  doiil  lonlivs  les  faces  suni  parallèles  aux  plans  de  coordoiiin'es,  et  d 
faire    observer   eiisulle    que    Ion    peut    loujoiirs    Irouver    un    pareil    polyèdre 
(lifli'ranl  aussi  peut  que  l'on  veut  dun  solide  quelconque. 

pDiii'  d('iuonlrer  le  tliéoièiiic  d  une  façon  plus  salisfaisanle,  il  faul  lr(iu\<'r 
mil'  liiuile  inférieure  de  la  quanlilé  /:■>.  Nous  nous  resireindrons  au  cas  d'un 
solide  convexe  et  de  /«  =  o.  Soit  alors  ^  une  fonciion  queleon(pie  de  x,  y.  z. 
Soient  (h  el  f/r'  deux  éléments  de  volume  quelconque  du  corps;  x,  y,  z  et  x\ 
y',  z'  les  coordonnées  des  centres  de  gravité  M  elM'  de  ces  deux  éléments;  Y  el 
\'  les  valeurs  de  la  fonction  V  aux  points  M  et  M';  soit  enfin  W  le  volume 
total  du  corps.  On  peut  se  proposer  de  choisir  la  fonciion  \  de  façon  à  rendre 
minimum  le  rap|>iirl 


II 


\  -\iut-,/-' 


Il  est  aisé  de  \o\v  que  ce  minimum  esl  alors  égal  à  /..>. 

l'osiins  alors 

X  =  :  -h  f  cos  ï  siii  0,  x'  =  l  -i-  ç>'  cos  9  sin  0  ; 

>•  =  T, -h  p  sin  9  ~iii 'I.  )■' =  T, -)- p' sin  9  sin  9  ; 

i;  =  pcosO.  z'  =  ç,'  rii<ll. 

T/r\]in\ssi()ii  (  I  )  deviendra 

/  (  ' ,-  )    ^iii  0  cos  fl  r!;.  il\  r/r,  </(i  (lo 


(2) 


5\V 


/  (N  —  N  ■)'-(?  —  ?')■- si"'' cos  f)  t/s(/p' (/ÇrfT,(/0  ^9 


ou  I  on  a 


.A        d\  .    „       ûfV    .         .    „       ^'        „ 

—r-  =  —r-  cos  o  sm  0  H —  sui  s  sui  0  h —  cos  u. 

</p         ax         ■  cl  y         ■  (/:; 

.Si  l'on  lutè^ie  d  aliord  par  lapporl  à  p  el  à  o'.  voici  coimnciil  ou  liouvera  les 
limites  dinh'gration.  Si  c,  rj.  o  el  0  restant  consiaiils.  on  fa  il  \ariei-  p,  le  point  .r, 
y,  z  décrira  une  droite.  Celle  droite  coupera  la  surface  de  nolie  solide  convexe 
en  deux  points,  el  les  valeurs  correspondantes  de  p  seronl  po  el  pi.  Les  limites 
d'intégration  [loiir  p  el  p'  seronl  alors  po  el  p,.  On  aura,  d'ailleurs. 


},  i''hinl  1(1  plus  l;]<iii(Ic  (lisliince  de  deux  pininis  de  In  surface  du  corps. 
H.  P.  —  I.\.  4 
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Nous  soiuiiu's  iiiiisi   concluil  à  clicrclier  li'    miiiiimiiii    ilu    rii|i|i(irl    tics    deux 


intégrales 


Ce  minimum  exisie  ('(>rtaincmenl  ;  iiar  de  simples  raisons  d'homogénéité,  on 
\iiil  iiMil  (loil  èlic  (le  la  lorme 

2  An 


(pi  — pli)-' 


/lo  élanl  une  constante  numérique.  La  détermination  ellective  de  celle  constante 
est  possible,  mais  sérail  1res  pénible  ;  elle  dépend  de  l'intégral  ion  d'une  équation 
différcnlielle  el  de  la  résolulion  d'une  é([ualion  lianscendiinle. 
On  aura  donc,  poiii-  une  touclion  \    (|nelcoiu[ne, 

B    ^  ?  ko  ^   2/j) 

A  "   (pi—  po/'  ""     '■■■ 

Il  importe  de  remarquer  que,  dans  le  calcul  dos  intégrales  qui  entrent  dans 

l'expression  (2),  les  limites  d'intégration  sont  o  et  .■?7r  pour  cp,  o  cl     pour  0.  Les 

fonctions  sous  le  signe  /  sont  donc  toujours  posili\cs. 

Donc  l'expression  (2),  qui  n'es!   ([u'iinc  Irausiormalion  de  l'expression  (r), 
sera  toujours  ])lus  grande  que 

6  A-Q  W 

On  a  donc 

,    ^  r,A-oW 

Si  nous  considérons  un  solide  quelconque,  on  peut  le  diviser  en  «  —  i  solides 
partiels  convexes;  on  aura  alors,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  dans  la 

Note  citée, 

,    ^  6A:„  W 

-rr  étant  la  valeur  de  celle  fraction  calculée  pour  celui  des  Ji-i  solides  partiels 
pour  lequel  cette  fraction  est  la  plus  petite.  Or  on  peut  choisir  n  assez  grand  et 
diriger  la  décomposition  de  telle  sorte  que  -^-^  soit  aussi  grand  (pie  Ion   veut. 
Donc  /.„  rroîl  Indr fininuiil  avec  11. 
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Le  théorème  est  démonlré  pour  un  solide  quelcon([ue  et  pour//  =  o;  comme  A,, 
est  croissant  avec  //,  it  est  vrai  aussi  pour  h  quelconque. 

Voici  maintenant  un  moyen  de  trouver  une  limite  supérieure  de  /»„. 
Soient  Fj,  Fo,  .  .  . ,  F„  /;  fonctions  quelconques  de  x,  y,  z.  Posons 

F  =  a,Fi-+- 05F24-.  .  .+ =c„F„, 
a,,  «:.,  .  .  .,  a,,  élant  des  indéterminées.  Posons  encore 


f//, 


A  et  B  seront  des  l'ormcs  (pi;idr;ili(|ues  par  raji|i<irt  à  ces  n  indélerminées  «i, 
a.j.   .  .  .  ,  a„. 

Formons  la  forme  B  —  À  A,  où  À  es!  un  coeflicienl  quelconque;  écrivons  que 
le  discriminant  de  cette  forme  est  nul.  Nous  obtiendrons  une  équation  algé- 
brique de  dei;ré  //  en  /..  Celte  équaliou  aura  Icjutes  ses  racines  réelles  et 
|)iisitivt's. 

Sojeiil 

X,,      A-i,       ....      Anj 

ces  racines  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante.  On  aura 

Voici  enfin  un  autre  moyeu  de  Iniuxer  une  limite  supérieure  de  /.■..,  dans  le 
cas  de  li  =  o. 

Soient  II,  e,  n'  trois  fonctions  quelcompiés  de  a?,  )',  c  «pie  j'assujellis  à  une 
seule  condition.  On  devra  avoir  à  la  surface  du  corps 

a  M  -+-  jî  t'  -I-  Y  ir  =  o, 

a,  3  et  -'  élaul  les  trois  cosinus  dirccleurs  de  la  normale  à  la  surface  du  corps. 
11  arrivera  alors  que  le  rapport 

r  I  du        dv        dw  \  '-  , 
j  (  a-  -h  f  -  -H  11'-  )  dl 
sera  toujours  plus  grand  que  k-t. 


SUK   LES 

ÉODAÏIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

DE    I.À 

PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE 


American  Journal  0/  Afatheinatics,  t.  10,  p.  211-394  ('^O")- 


Quanti  (in  cnvisai;!'  les  divers  jirûl)lèmes  de  Calcul  Intégral  qui  se  posent 
naturellement  lorsqu'on  veut  approfondir  les  parties  les  plus  différentes  de  la 
IMivsique,  il  est  impossible  de  n'être  pas  frappé  des  analogies  que  tous  ces 
prol)lèmes  présentent  entre  eux.  Qu'il  s'agisse  de  réleclricité  statique  ou 
dynamique,  de  la  propagation  de  la  chaleur,  de  l'optique,  de  l'élasticité,  de 
rii\  drod\  namiipie.  on  est  toujours  conduit  à  des  équations  différentielles  de 
même  famille  et  les  conditions  aux  limites,  quoique  différentes,  ne  sont  pas 
pourtant  sans  oll'rir  quelques  ressemhlances.  Nous  ne  citerons  ici  que  quelqm's 
exeuqjles. 

J'imagine  d'abord  que  l'on  se  propose  de  trouver  la  température  finale  d'un 
corps  solide  couducti'ur,  homogène  et  isotro|)e,  lorsque  les  divers  points  de  la 
suiface  de  ce  corps  sont  maintenus  artificiellement  à  des  températures  données. 

C(!  pi(jldème  traduit  dans  le  langage  analytique  s'énonce  comme  il  suit  : 

Trouscr  une  liiiiclion  \  qui  dans  une  portion  de  l'espace  satisfasse  à 
l"i''(|ii;il  ion  de  l,;q)lace, 

.,.         ,/i\  f/^V         r/-V 

-^V  =  -f—,  -h  —r—,  -t-  -7-r  =  o, 
il.r-  <l\  -  ilz- 

l't  qui  iirenne  de>  valeurs  donm'o  aux  divers  points  de  la  surface  qui  limite  cet 
espace. 

C'est  \{;  /)l<i///i'/iii'  //r  I hlK  lilcl . 
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Supposons  mainicnaiil  ipie  l'on  cIutcIu'  quelle  esl  la  dislrihulion  de  l'élec- 
I licite  slaliquc  à  la  surface  d'un  conduclour  donné;  nous  reliouveroiis  le 
même  problème  analytique. 

Il  s'agil  de  trouver  une  fonction  Vqui  satisfasse  à  l'équation  de  Laplace  dans 
tout  l'espace  extérieur  au  conducteur  et  qui  se  réduise  à  o  à  rinfini  et  à  i  à  la 
surface  du  conducteur. 

C'est  un  cas  particulier  du  problème  de  Diriclilel,  mais  on  connail  un  luoji'n 
(par  les  fonctions  de  Green)  de  ramener  le  cas  général  à  ce  cas  parli<iiliiT. 

Les  deux  problèmes,  absolument  dillérenls  au  point  de  vue  piivsicpie.  son! 
iflenliques  au  point  de  vue  analytique. 

D'autres  analogies,  quoique  moins  complètes,  sont  cependant  cvideiilrs. 

Nous  citerons  d'abord  le  problèmes  suivant;  un  liquide  est  contenu  dan-,  un 
vase  qu'il  remplit  complètement  ;  divers  corps  solide>  mobiles  sont  plongés  dans 
ce  liquide;  on  connaît  les  mouveiiients  tie  ces  corps  et  l'on  suppose  ipi'il  y  a 
une  fonction  des  vitesses;  ou  demande  (piel  est  le  mouvement  du  liquide. 

C'ivsl  là  le  problème  des  sphères  puisantes  de  M.  Bjerkne>  (  imitation  li  vdid- 
dynaniique  des  phénomènes  électriques  ). 

Au  point  de  vue  analytique,  il  s'agit  de  trouver  une  fonrinui  \  (|ui  satisfasse 
il  l'équation  de  Laplace  à  l'intérieur,   d'un  certain  espace  et  telle   ipie   sur   la 

surface  qui  limite  cet  espace  la  dérivée  —j-  ait  des  valeurs  données. 

.le  rappelle  quel  esl  le  sens  de  celle  notation  -~  dont  il  sera  fait   un  lre(|uent 

usage  dans  la  suite.  Soit  un  élément  de  surface  quelconque;  et  a,  ,5,  y  les  trois 
cosinus  directeurs  de  la  normale  à  cet  élément;  nous  posons  : 


•/\        ,l\      ,,  ./\ 

,1\ 

d;^=^-Tx^^^r^'' 

'  ~dz 

Ainsi  dans  le  problème  hydrodvnami(pi(',  nous  retrouvons  la  iiièiiie  i'(pialiiui 
diirerenl  lelie  cpie  dans  les  problèmes  lhernii(pie  et  électrique;  les  conditions 
aux  limites  seules  dillèrent.  Il  en  sera  encore  de  môme  dans  le  proijlème  de 
l'induction  magnétique. 

Supposons  un  ou  plusieurs  aimants  permanents  mis  en  présence  d'un  corps 
magnétique  parfaitement  doux  M.  11  s'agit  de  trouver  une  fonction  \  (le  poten- 
tiel magnétique)  qui  satisfait  à  l'équation  de  Laplace  dans  toute  la  portion  de 
l'espace  qui  n'est  pas  occupée  par  des  aimants  permanents  et  qui  est  assujettie 
en  outre  aux  conditions  suivantes.  Aux  divers  points  où  il  y  a  du  magnétisme 
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permaïu'nl,  A\  n'est  pas  mil,  mais  pt'iit  élre  regardé  coiimu'  donné.  La  loiu- 
lion  \  osl  coiilimit'  ilaiis  Uml  lospace;  ses  dérivées  sont  conlinuos  à  l'iulérieur 
du  corps  M  cl  à  l'extérieur  de  ce  corps,  mais  elles  sont  discontinues  à  la  surface 

du  corps  .M.   Dans  le  voisinage  de  cette  surface,    -,-  aura   donc  deux  valeurs 
'  °  tt/i 

ilitlérentes  sidoii  cpi'oii  se  placera  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du  corjis  M; 
mais  le  rapport  de  ces  deux  valeurs  sera  une  constante  donnée. 

Ici  encore,  nous  retrouvons  la  même  équation  diUércntielle,  avec  des  condi- 
tions aux  limites  analogues  quoique  différentes. 

\  oici  maintenant  des  cas  ovi  l'c'cpia I  ion  diflerenlielle  est  légèrement  modifiée. 

Supposons  (pie  l'on  cherclie  la  loi  du  refroidissement  d'un  corps  solide  isolé 
dans  l'espace.  Il  s'agira  de  trouver  une  fonction  V  satisfaisant  à  l'équation 

cl  qui  de  plus,  csl  tloniiée  pour  l  =  v.  Enfin  à  la  surface  du  corps  le  rapport 

de  \  a  — ;-  est  donne. 
d/i 

Dans  les  problèmes  d'optique,  on  a  trois  funclions  incouimes  n.  c,  ir  et 
quatre  équations  : 

f/- Il         ,   .  //-!•         ,   .  ip  »•         ,   .  '/il  i/f         <hv 

——-  =  A- Ah,         —7-  =  A:  Al'.  — ; —  =  /.An',  — \-  —, h  -;-  =  o. 

dr^  '  dr-  ,/r^  '  dx        dy         dz 

Les  conditions  aux  limites  varient  suivant  les  problèmes;  mais  dans  les  ques- 
tions de  diffraction  principalement  elles  ne  sont  pas  sans  analogie  avec  celles 
que  nous  avons  rencontrées  jusqu'ici. 

Ce  sont  encore  les  mômes  équations,  avec  des  conditions  aux  limites  ana- 
logues, quoique  différentes,  que  l'on  rencontre  dans  le  problème  de  la  viscosité 
des  liquides,  traité  d'après  des  idées  de  Navier.  Les  récents  travaux  de 
M.  Couette  ont  rappelé  l'attention  sur  cette  question,  qui  était  tombée  dans  un 
injuste  oubli,  malgré  le  beau  chapitre  que  Kirchhoff  y  avait  consacré  dans  sa 
Physique  mathématique. 

La  théorie  de  l'élasticité  nous  offre  des  équations  plus  compliquées,  mais  qui 
ne  diffèrent  pas  beaucoup  des  précédentes. 

On  a  encore  trois  fonctions   inconnues  u,  c,  (v,  auxquelles  j'adjoindrai  la 

r  •  ■  1  •    •         n        du         dv        dw     .    .      •      ,         .  •  I       .    I  ■  • 

fonctiijii     auxiliaire     ^ -^-  -, ; r-   et    trois   uciualions   dont    la    iircimerc 

dx        dy         dz  ^  ' 

s'écrit  : 

\ll  -¥-  A  -p-    =  O. 

dx 
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Je  n'écris  pas  les  conditions  aux  limites  tout  à  fait  analogues,  muUitis  tint  tandis, 
à  celles  des  problèmes  précédents  et  je  passe  immédiatement  à  une  question  très 
importante  en  hydrodynamique  et  qui  consiste  à  trouver  les  composantes  de  la 
vitesse  en  tous  les  points  d'un  liquide  quand  on  connaît  les  composantes  du 
tourbillon  en  tous  les  points  de  ce  même  liquide.  Ce  problème  au  jjoinl  de  \ue 
analytique  s'énonce  comme  il  suit  : 

Connaissant  Irois  tondions  a,  ,3,  y,  trouver  Irois  fondions  inconnues  u,  c,  iv, 
qui  satisfont  à  certaines  conditions  aux  liiiiiles  d,  de  plus,  aux  étpiations 

dw        dv  p        du,        dw  _   d\,'        du  du        dv        dw  _ 

^''      ""  ~   dy        dz'         '"'  ~  dz         ete'  ^  ^  dx        dy^         dx        dy        dz 

L'analogie  avec  les  problèmes  précédents  ne  parait  pas  d'abord  évidente,  mais 
elle  le  devient  si  l'on  observe  que  les  trois  premières  équations  (i)  peuvent  (en 
vertu  de  la  quatrième)  être  remplacées  par  trois  autres  dont  la  première  s'écrit 

dz        dy 

d  dont  les  aulres  peuvent  s'écrire  par  symétrie. 

Je  pourrais  montrer  aussi,  si  je  ne  craignais  de  fatiguer  rallcnlioii  par  de 
trop  nombreux  exemples,  que  presque  toutes  les  questions,  encore  mal  étudiées, 
relatives  à  l'induction  électrodynamique  dans  des  conducteurs  non  linéaires  se 
ramènent  à  des  problèmes  analogues  aux  précédents  et  surtout  à  la  dernière 
question  d'hydrodynamique  que  je  viens  de  mentionner. 

Cette  revue  rapide  des  diverses  parties  de  la  Physique  mathématique  nous 
a  convaincus  que  tous  ces  problèmes,  malgré  l'extrême  variété  des  conditions 
aux  limites  et  même  des  équations  différentielles,  ont,  pour  ainsi  dire,  un  cer- 
tain air  de  famille  qu'il  est  impossii)le  de  méconnaître.  On  doit  donc  s'attendre 
à  leur  trouver  un  très  grand  nombre  d(!  propriétés  communes. 

Malheureusement  la  première  des  propriétés  communes  à  tous  ces  problèmes, 
c'est  leur  extrême  difficulté.  Non  seulement  on  ne  peut  le  plus  souvent  les 
résoudre  complètement,  mais  ce  n'est  qu'au  prix  des  plus  grands  ellorts  qu'on 
l)eut  en  démontrer  rigoureusement  la  possibilité. 

Cette  démonstration  est-elle  nécessaire  ?  La  plupart  des  physiciens  en 
feraient  bon  marché.  L'expérience  ne  permettant  pas  de  douter,  par  exemple, 
de  la  possibilité  de  l'équilibre  électrique,  on  ne  peut  douter,  non  plus  semble-t-il, 
de  la  possibilité  des  équations  qui  expriment  cet  équilibre.  Nous  ne  saurions 
nous  contenter  de  cette  défaite;  l'analyse  doit  pouvoir  se  suffire  à  elle-même  et 
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(l"aill('m>  lin  |iaioil  imimuiui'imi'hI  ,  >"il  s  ii|)|)li(|iii'  pciil-rlrc  niix  |ir()l)K''iiii'>  que 
1(111  rriu'Diilrc  illrcvlcinriil  eu  l'Ii vsiqm^,  ne  siiiiinll  s"a|>pli(|iioi'  do  niônic  a  une 
toulo  ilo  problèmes  plus  >iui|)les.  cpii  se  posent  tleiix-mi^mes  dès  (pion  elierche 
à  riisoudre  les  premiers. 

En  (luIre,  loule  d(''mouslraliiHi  rigoureuse  de  lu  p()ssil)ililc  diiii  |Hi)lili'iiie  en 
est  lou|oiirs  une  ."^oliiliou  ;  dans  le  cas  (pu  nous  ()ccii|)e,  celle  solulion  sera 
!,'(^^neralemeiil  i;rossi('re  el  loiil  à  fait  inipro|ire  au  calcul  uiiiiierupie  ;  cependant 
elle  nous  enseigneiii  loujonis  (piekjue  chose. 

JMainlenant  si  cette  démonstration  est  nc'cessaire,  devons-nous  pourtant  nous 
astreindre  à  la  nu''iiie  rigueur  que  dans  une  question  d'analyse  pure  ?  Ce  serait 
dans  beaucoup  de  cas  un  pédantisme  bien  inutile.  Ia^s  c-cjualions  différentielles 
aiix(pi(dles  obéissent  les  jdienouiènes  phjsicjues  nonl  été  souvent  élaidies  que 
par  des  raisonneiiienls  peu  rigoureux;  (ui  ne  les  regarde  que  comme  des 
approxinialions  ;  les  résultats  cxpériineiilaiix,  auxquels  il  s'agit  de  comparer  les 
conséquences  de  la  tliéorie,  sont  eux-mêmes  approximatifs.  Dans  ces  conditions, 
la  rigueur  absolue  est  de  peu  de  prix,  et  il  semble  souvent  qu'il  n'y  a  pas  lieu 
de  la  rechercher  si  on  doit  la  payer  de  trop  d'efforts. 

^lais  alors  comment  reconnaîtra-L-on  cpTun  raisonnement  dont  la  rigueur 
n'est  pas  absolue,  n'est  pus  un  simple  paralogisme?  (^)uan(l  aura-t-on  le  droit  tle 
dire  que  telle  démonstration,  insuffisante  pour  l'Analyse,  est  assez  rigoureuse 
pour  la  Physique  ?  La  limite  est  bien  difficile  à  tracer.  J'essayerai  pourtant  d 
le  faire;  je  m'efforcerai  de  marquer  nettement  cette  frontière  et  d'expliquer 
poiiripioi  en  deçà  on  est  encore  dans  le  domaine  de  la  science,  et  au  delà  dans 
celui  du  paralogisme. 

Ni'aiimoius,  toutes  les  lois  (pic  je  le  pourrai,  je  viserai  à  la  rigueur  alisoliie 
el  cela  pour  deux  raisons;  en  premier  lieu,  il  est  toujours  dur  pour  un  géomètre 
d'aborder  un  problème  sans  le  résoudre  complètement;  en  second  lieu,  les  équa- 
tions que  j'étudierai  sont  susceptibles,  non  seulement  d'applications  physiques, 
mais  encore  d'applications  analytiques.  C'est  sur  la  possibilité  du  problème  de 
l)iri(  hlil  (pic  lîiciiiaim  a  limdc  sa  iMagnifi(pie  théorie  des  limclions  abéliennes. 
Depuis,  d'autres  géomètres  f)ni  fait  irimpui  taules  applications  de  ce  même  prin- 
cipe aux  jiarlies  les  plus  fondamentales  de  l'Analyse  pure. 

Est-il  encore  periiiis  de  se  cimtcntcr  d'une  demi-rigueur  ?  lu  qui  nous  dit 
que  les  autres  pridilèmes  de  la  l'Iiysicpie  mathémalicpie  ne  seront  pas  un  jour, 
CDiiiiiic  la  ih''|a  clé  le  plus  siin|iic  deiilrc  eux  ajipelcs  à  jouer  en  Analyse  un  n'de 
considérable  ? 
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J.   —  Problème  de  Dirich,let. 

Le  Problème  de  Dirichlet  énoncé  plus  haut  est  toujours  possible;  ce  prin- 
cipe est  connu  sous  le  nom  de  principe  de  Dirichlet  et  la  première  démonstra- 
tion est  due  à  Riemann.  Si  une  fonction  V  est  assujettie  à  prendre  des  valeurs 
données  aux  divers  points  d'une  certaine  surface,  limitant  un  certain  volume 
(lù  la  fonction  et  ses  dérivées  sont  continues,  l'intégrale  triple  : 

iim-m-m]'"^'"' 

ne  peut  s'annuler;  elle  admet  donc  un  certain  minimum  et  il  est  aisé  de  vérifier 
que  ce  minimum  correspond  au  cas  où  la  fonction  V  satisfait  à  l'équation  de 
Laplace.  Cette  démonstration,  qui  est  à  peu  de  chose  près  celle  de  Riemann 
n'est  pas  rigoureuse  car  elle  est  soumise  à  toutes  les  objections  relatives  à  la 
continuité  des  fonctions  définies  par  le  calcul  des  variations. 

Aussi  un  très  grand  nomlirc  de  géomètres  se  sont-ils  préoccupés  d'établir 
plus  solidement  ce  principe;  je  citerai  en  première  ligne  les  recherches  de 
M.  Schvvarz  (dans  le  programme  de  l'Ecole  Polytechnique  de  Zurich,  1869,  et 
dans  les  Monatsberichte  de  l'Académie  de  Berlin,  1870),  bien  qu'elles  se  rap- 
portent plus  particulièrement  au  cas  de  deux  variables  et  ne  puissent  pas 
toujours  s'étendre  sans  modification  au  cas  qui  nous  occupe. 

M.  Neumann  a  donné  de  son  côté  une  méthode  générale  qui  permet  de 
résoudre  complètement  le  problème,  si  la  surface  où  la  fonction  V  prend  des 
valeurs  données  est  convexe.  Il  résout  donc  le  problème  de  la  distribution  élec- 
trique dans  le  cas  d'un  conducteur  convexe. 

La  méthode  de  M.  Robin  ne  s'applique  également  qu'aux  conducteurs 
convexes.  Toutefois  il  y  a  un  certain  nombre  de  méthodes  plus  ou  moins 
compliquées  connues  sous  le  nom  de  lurtliodes  af/cr/ian/es  et  qui  permettent 
d'étendre  les  résultats  au  cas  d'un  conducteur  de  forme  quelconque  ou  de  plu- 
sieurs conducteurs  isolés. 

Le  problème  de  Dirichlet  se  ramène  à  la  recherche  des  fonctions  de  Green. 

Soit  à  trouver  une  fonction  V  qui  à  l'intérieur  d'une  surface  S  satisfasse  à 
l'équation  de  Laplace  et  sur  cette  surface  prenne  des  valeurs  données. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé  une  fonction  IJ  qui  soit  finie,  qui  satisfasse  à 
l'équation  AU  =  o,  continue  à  l'intérieur  de  S  sauf  au  point  {a,  h,  c)  intérieur 
H.  P.  —  IX.  5 
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à  S  OÙ  la  l'onction  U  sera  infinie,  de  IcUe  façon  que  la  difl'érence 


\,/[â^  —  a  )^ -h  (y  —  b  )"- -h  {z  —  c)- 


soit  finie.  Ponr  achever  de  définir  la  fonction  U  nous  l'assujettirons  à  s'annuler 
en  tons  les  points  de  S.  On  voit  alors  cjue  la  valeur  de  V  au  point  a,  h,  c  est 


égale  à  l'intégrale 


/ 


4- 


élendue  à  tous  les  éléments  c/'n  de  S. 

Donc  quand  on  saura  trouver  les  fondions  de  Green,  on  saura  résoudre  le 
problème  de  Dirichlet. 

D'autre  pari,  la  recherche  des  fonctions  de  Green  se  ramène,  à  l'aide  de  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  au  problème  delà  distribution 
électrostatique  à  la  surface  d'un  conducteur. 

Ce  problème  de  la  distribution  électrostatique  n'est  qu'un  cas  particulier  du 
problème  de  Dirichlet,  et  cependant  nous  voyons  que  le  cas  général  s'y  ramène. 
La  méthode  alternante  de  Murphy  permet  d'ailleurs  de  ramener  le  problème  de 
la  distribution  à  la  surface  de  plusieurs  conducteurs  isolés,  au  cas  d'un  conduc- 
teur unique.  Nous  ne  nous  occuperons  donc  plus  désormais  que  du  cas  parti- 
culier où  l'on  cherche  la  distribution  électrostatique  à  la  surface  d'un  seul 
conducteur,  puisque  le  cas  général  y  ramène. 

Que  devons-nous  penser  des  méthodes  proposées  jusqu'ici  ?  Ce  sont  à  la 
fois  des  méthodes  de  démonstration  destinées  à  établir  la  possibilité  du  pro- 
blème et  des  méthodes  de  calcul  destinées  à  le  résoudre  ofleclivement.  Comme 
méthodes  de  démonstration,  elles  sont  assez  compliquées,  mais  elles  se 
complètent  mutuellement  de  façon  à  s'appliquer  à  tous  les  cas  et  à  satisfaire  les 
juges  plus  si'vères  au  sujet  de  la  rigueur. 

Gomme  méthodes  de  calcul,  elles  ne  valent  rien;  car  personne  n'aura  jamais 
l'idée  de  les  appliquer;  même  les  plus  simples  d'entre  elles,  celles  de  Neumann 
ou  de  Robin,  conduisent  à  des  calculs  inextricables  dès  la  seconde  approxi- 
mation. Tout  ce  qu'on  peut  espérer  en  tirer,  sans  un  labeur  par  trop  écrasant, 
ce  sont  des  inégalités  assez  grossières  auxquelles  sera  soumise  la  capacité  du 
conducteur. 

Tel  est  VcUil  actuel  de  la  (jiieslion;  voyons  maintenant  quel  est  le  but  que 
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je  nie  suis  proposé;  ce  cpii  eût  élé  le  plus  intéressant,  c'eût  été  de  remplacer  les 
méthodes  de  calcul  actuel  par  d'autres  moins  défectueuses.  Je  n'ai  pu  le  faire, 
je  me  suis  borné  à  chercher  une  méthode  de  démonstration  plus  simple  que 
celles  qui  ont  été  proposi'es  jusqu'ici  et  directement  applicable  à  tous  les  cas. 
Je  vais  commencer  par  rappeler  succinclemeni  les  principales  propositions 
dont  j'aurai  à  faire  usage  dans  la  suile. 

i"  La  fonction  de  Green,  U,  relative  à  une  sphère  S  et  à  vin  point  P  s'obtient 
de  la  façon  suivante.  Soit  R  le  rayon  de  la  sphère. 

Prenons  sur  la  droite  OP  une  longueur  OQ  =  TYp;  la  fonction  U  sera  le 

potentiel  de  deux  masses  l'une  ('gale  à   i  et  placée  au  point  P.  l'autre  égale 

à  — \/ TTY)  6t  placée  au  point  (). 

2"  La  valeur  de  ~j-  correspondaul  à  un  élément  quelconque  de  la  sphère  S 
est  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance  de  cet  élément  au  point  P.  Elle  est 


égale  à 


R        Ml'-'' 
M  désignant  le  centre  de  gravité  de  l'élément  considéré. 

3°  Si  l'on  considère  une  sphère  S  et  un  point  P  intérieur  à  cette  sphère,  le 
potentiel  d'une  masse  électrique  égale  à  i  et  placée  au  point  P  sera  égale  à  -j-rr; 
au  point  M. 

Imaginons  ensuite  que  cette  môiue  masse  électrique  égale  à  i  se  répartisse 
sur  la  surface  de  la  sphère  S  de  telle  façon  que  la  densilc'  sur  un  élément  quel- 
conque de  cette  sphère  soit  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance  de  cet 
élément  au  point  P.  Je  dis  que  le  potentiel  de  cette  masse  ainsi  distribuée  que 

nous  appellerons  W  sera  égale  à  -i-r-  eu  tout  point  M  extérieur  à  la  sphère  et 

plus  petit  que  tttj  si  le  point  M  est  intérieur  à  la  spiière. 

En  effet,  considérons  une  fonction  qui  soit  égale  à  la  fonction  de  Green,  U, 
définie  plus  haut  à  l'intérieur  de  la  sphère  et  o  à  l'extérieur  de  la  sphère.  Cette 
fonction  satisfait  partout  à  l'équation  de  Laplace;  elle  est  continue  sauf  au 
point  P  et  sur  la  surface  de  la  sphère.  Au  point  P  la  fonction  devient  infinie  et 
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sa  diflVrenco  avec  tttt ''*?sli^  Unie;  sur  la  surface  de  la  sphère,  la  fonction  ell(>- 

,,•'/,•  ,  ...   R-—  0P= 

uiùuie  re.-le  couUnue.  uiais  sa  dérivée  -7-  suIjiI  un  saut  lirusnue  ei;al  a     „ • 

an  •         "^  H.M1-' 

Nous  devons  en  conclure  que  celle  fonction  csl  égale  au  polentiel  de  diverses 

masses  éleclriques  distribuées  comme  il  suit  : 

i"  Une  masse  égale  à  i  au  point  P. 

2°  Une  niasse  de  densilt'  —  - — ,,   ■.,,,  aux  divers  points  de  la  surface  de  S. 

.(K.K.Ml''  ' 

Cette  seconde  masse  n'est  autre  chose  que  la  masse  définie  plus  haut  et  dont  le 

potentiel  était  \\  ,  mais  cliangéc  de  signe. 

On  a  donc  : 


à  l'extérieur  de  S  et 


mF-^^'  =  ° 


i-w  =  u>o 


à  l'intérieur  de  S.  c.   q.    f.   d. 

3"  Supposons  que  nous  nous  proposions  de  trouver  une  fonction  V  qui  satis- 
fasse à  l'équation  de  Laplace  à  l'intérieur  de  la  sphère  S  et  qui  aux  différents 
points  M  de  la  surface  de  cette  sphère  prennent  des  valeurs  données  V". 

La  valeur  de  cette  fonction  \  en  un  point  P  intérieur  à  la  sphère  sera 
l'intégrale 


/ 


R2_0I"^       V»       ^ 


4  T.  K       M 
étendue  à  tous  les  éléments  di,y  de  la  sphère. 

4"  Soient  w  et  W  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  que  puisse 
prendre  V;  ce  seront  aussi,  comme  on  le  sait,  la  plus  petite  et  la  plus  grande 
valeur  que  puisse  prendre  V. 

Si  w  est  positif,  il  sera  de  même  de  V"  et  de  V. 

D'ailleurs  comme  MP  est  toujours  compris  entre  R  —  OP  et  R  +  OP;  on 

aura 

R-t-  01'      r  \o  dM 
<  (R_OP)^  j     iTzR 

et 

OP        r\<>(io: 


K  —  U I'        /     V  "  rtcij 

>TKTT)FfJ  JTh" 
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5°  J'arrive  au  théorème  de  Harnack  dont  je  ferai  un  fréquent  usage  et  qui 
peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Si  une  série 

V,+  V,  +  ...-t-V„  +  ... 

est  convergente  en  un  point  intérieur  à  la  sphère  S,  que  tous  ses  termes  soient 
positifs  à  l'intérieur  de  cette  sphère  et  satisfassent  tous  à  l'équation  de  Laplace, 
cette  série  sera  uniformément  convergente  à  l'intérieur  de  toute  sphère  inté- 
rieure elle-même  à  S. 

Soit,  en  effet,  V°  la  valeur  de  V,-  en  un  point  quelconque  de  la  surface  de  S; 
d'après  l'hypothèse  V°  sera  essentiellement  positif  de  sorte  qu'on  pourra  écrire  : 

R  +  OP      r  Vi°  dut  R-OP      r  Vf  do, 

'■^(R— OP)V     4'tR'  '-^  (R-+-0P)2j     4tR  ' 

Si  maintenant  nous  appelons  ^  J  la  valeur  de  V,-  au  point  O,  centre  de  la  sphère, 
on  aura 

d'où 

RXR  +  OP] .  ^.  R(R-o'^)v- 

'  (R  — OP)"-   -^     '-^   (R-i-OP)2     " 
ou  si  le  point  P  est  intérieur  à  une  sphère  s,  concentrique  à  S  et  de  rayon  /■  <<  R, 

R(R^-r)  R(R-Oy, 

Si  donc  le  point  P  est  intérieur  à  s,  chacun  des  termes  positifs  de  la  série 

V,-+- V2-*-...H-V„  +  ... 

sera  plus  petit  que  le  terme  de  la  série  convergente 

v;-+-v.;-i-...+  v'„-i-... 

multiplié  par  le  facteur  constant 

R(R-f-r) 
{.R-ry-' 

Si  donc  la  série  converge  au  point  O,  elle  convergera  en  tous  les  points  intérieurs 
à  S,  et  la  convergence  sera  uniforme  à  l'intérieur  de  s. 

Il  suffit  d'ailleurs  que  la   série   converge  en  un   point  P   quelconque  pour 
qu'elle  converge  au  point  O;  on  a  en  effet  : 

(R  +  OP)^^ 
'^     'R(R-OP) 
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Ainsi  si  la  série  converge  on  un  point  quelconque  intérieur  à  S,  elle  convergera 
encore  en  tous  les  autres  points  intérieurs  à  S,  et  la  convergence  sera  uniforme 
dans  toute  sphère  intérieure  à  S. 

Ce  n'est  pas  tout;  non  seulement  la  série  : 

y, -h-  Vî-H. .  .-I-  v„-i-. . . 

converge  unlforinément  à  l'intérieur  de  s;  mais  il  en  est  de  môme  des  séries 


dx   ^     dx     -^■ 

d\\, 
rtx 

d^y,      d-^y. 
dx^    '     dx^    "^■" 

r/n„    -H..., 
•"^     dx-i 

rf-^v,       d^y, 

dx  dy         dx  dy 

■^  dxdy  ^■••' 

La  démonstration  est  la  même  ;  et  en  eflet  la  fonction  V,  étant  exprimée  sous  la 
forme  d'une  intégrale  définie,  une  dérivée  quelconque  de  V,  s'obtiendra  sous  la 

même  forme  par  le  procédé  do  la  ditlorenliation  sous  le  signe  /  ;  et  l'on  en 

déduira  comme  plus  haut  deux  inégalités  auxquelles  cette  dérivée  devra  satisfaire. 
On  en  conclut  qu'cà  l'intérieur  de  la  spliére  S,  la  somme  de  la  série 

est  une  fonction  finie  et  continue  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  et  que  cette 
fonction  satisfait  à  l'équation  de  Laplace. 

Le  théorème  démontré  pour  une  sphère,  s'étend  aisément  à  une  région  R  de 
l'espace. 

Si  dans  la  région  R  les  fonctions 

V,,    v„    ...,    v„,    ... 

sont  positives  et  satisfont  à  l'équation  de  Laplace. 
Si  en  un  point  de  cette  région  la  série 

V,-l-\'.-H...-+-  V„  +  ... 

converge,  elle  convergera  dans  toute  la  région  et  la  somme  sera  une  fonction 
finie  et  continue  qui  satisfera  à  l'équation  de  Laplace. 

Ces  préliminaires  posés,  je  puis  aborder  le  problème  que  j'ai  en  vue.  11 
s'agit  de  démontrer  la  possibilité  de  l'équilibre  électrostatique  à  la  surface  d'un 
conducteur  isolé. 
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Je  supposerai  qu'en  chaque  point  de  la  surface  de  ce  conducteur  il  v  a  un 
plan  langent  déterminé  et  deux  rayons  de  courbure  principaux  déterminés.  Ces 
conditions  restriclives  ne  sont  pas  toutes  indispensables.  Je  préfère  pourtant 
me  les  imposer  d'aliord  et  rechercher  ensuite,  par  une  courte  discussion,  quelles 
sont  celles  dont  je  puis  me  débarrasser. 

On  peut  évidemment  toujours  tro\iver  une  sphère  i  telle  que  le  conducteur 
soit  contenu  tout  entier  à  l'intérieur  de  cette  sphère. 

On  [leut  ensuite  trouxer  un  système  de  sphères  en  nombre  infini 

Si,      82.       .  .  .,      S„, 

jouissant  des  deux  propriétés  suivantes  :  i"  Chacune  de  ces  sphères  sera  tout 
entière  extérieure  au  conducteur;  a"  Tout  point  de  l'espace  extérieur  au 
conducteur  appartient  au  moins  à  une  des  sphères  du  système. 

Cette  proposition  paraîtra  presque  évidente  à  qui  voudra  se  donner  la  peine 
d'y  réfléchir. 

Nous  croyons  néanmoins  devoir  la  démontrer  en  quelques  mots. 

Il  s'agit  de  démontrer  que  l'on  peut  trouver  à  l'extérieur  du  conducteur  une 
infinité  de  points 

c„    c,,    ...,    c,„    ... 

tels  que  pour  tout  point  M  extérieur  au  conducteur,  il  y  ait  un  point  C,-  plus 
rapproché  du  point  M  que  de  la  surface  du  conducteur.  Et,  en  efTet,  s'il  en  est 
ainsi  et  que  du  point  C/  comme  centre  on  décrive  une  sphère  S,  ayant  pour  rayon 
la  plus  courte  distance  de  C,  à  la  surface  du  conducteur,  la  sphère  S,  sera  tout 
entière  extérieure  au  conducteur  et  le  point  M  sera  intérieur  à  la  sphère  S,-. 

Cherchons  donc  à  établir  l'existence  des  points  C,. 

Considérons  d'abord  une  région  finie  R  située  à  une  distance  finie  de  la 
surface  du  conducteur  et  soit  o  la  plus  courte  distance  de  la  région  R  à  cette 
surface.  Cela  posé  considérons  le  triple  système  de  plans  : 

iili  S  rn.i  S  i/ii  S 

parallèles  aux  trois  plans  de  coordonnées.  Les  trois  quantités  mi,  m^,  m^  sont 
des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  Ces  plans  partageront  l'espace  en  une 
infinité  de  cubes  égaux  dont  la  diagonale  est  égale  à  o. 

Ceux  de  ces  cubes  qui  appartiendront  en  totalité  ou  en  partie  à  la  région  R 
seront  en  nombre  fini.  Soient 

Kl,     Kî,     . . . ,     K„ 
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ces  ciihcs.  A  1  intcriciir  di.-  cliiu'un  d  eux  j'cuvisiif^erai  un  |hiiiiI  :i|i|)arlenant  à 
la  région  H;  j'olitlcmliai  ainsi  ii  points 

(  'i ,     <  ,2 ,     ....     G„ , 

le  point  C,-  appartenant  à  la  fois  au  cube  K;  et  à  la  région  R. 

Si  nous  considérons  maintenant  un  point  M  quelconque  do  la  région  R,  ce 
point  appartiendra  à  l'un  de  nos  cubes,  par  exemple  au  cube  R/.  La  distance 
du  point  .M  au  point  G,-  sera  plus  petite  que  è  diagonale  du  cube;  la  dislance 
du  point  G,  à  la  surface  du  conducteur  est  elle-même  plus  grande  que  à, 
puisque  G,-  appartient  à  R. 

Donc  tout  point  de  R  est  plus  rapproclié  de  l'un  des  n  points  Gi,  Go,  .  .  . ,  G„ 
que  celui-ci  ne  l'est  du  conducteur. 

Je  partage  maintenant  l'espace  extérieur  au  conducteur  en  une  infinité  de 
régions 

...,     K— «,     n_n4-j,      ...,     H_2,      R  — 1,     R(i,     I!i,      ...,     R„,      .... 

Ghacune  de  ces  régions  est  ainsi  représentée  par  la  lettre  R  affectée  d'un 
indice  qui  peut  varier  depuis  — oo  jusqu'à  +  oo.  La  région  R/  se  compose  des 
points  dont  la  plus  courte  distance  à  la  surface  du  conducteur  est  comprise 
entre  Q'et  Q'+'.  Dans  chacune  de  ces  régions  je  définirai  les  points  Gi,G2,.-.,G,, 
comme  je  l'ai  dit  plus  haut.  J'obtiendrai  ainsi  une  infinité  de  points  G.  Il  est 
clair  alors  que  tout  point  extérieur  au  conducteur  sera  toujours  plus  près  de 
l'un  de  ces  points  que  celui-ci  ne  l'est  lui-même  de  la  surface  du  conducteur. 

(1.     o.     I'.     I). 

L'existence  des  sphères  S/  est  donc  établie. 

Il  est  clair  qu'on  pourrait  construire  ces  sphères  S;  d'une  infinité  d'autres 
manières  et  que  celle  que  je  viens  d'exposer  en  détail  dans  le  seul  but  de  fixer 
les  idées  a  été  choisie  d'une  façon  tout  à  fait  arbitraire.  La  seule  chose  essen- 
tielle c'est  que  les  sphères  S,,  (juoique  en  nombre  infini,  puissent  être  rangées 
en  une  série  linéaire  : 

OÙ  chacune  d'elles  ait  un  indice  entier  positif  parfaitement  déterminé,  c'est- 
à-dire  pour  parler  le  langage  de  M,  Gantor,  que  l'ensemble  des  sphères  S,  soit 
de  la  i^'^  puissance. 

L'ordre  dans  lequel  ces  sphères  seront  rangées  dans  la  série  linéaire 

est  d'ailleurs  indifférent. 
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11  s'agit  maiiileiiani  d'cluhlir  (jii'il  existe  une  l'onction  \  Unie  el  conlinue 
ainsi  que  toutes  ses  dérivées  à  l'extérieur  du  conducteur  et  satisfaisant  à  l'exté- 
rieur du  conducteur  à  l'équation  de  Laplace;  et  de  plus  que  cette  fonction  tend 
vers  o  quand  le  point  {x,  y,  z)  s'éloigne  indélinimenl  el  vers  i  quand  le 
point  {x,  y,  Z-)  se  rapproche  indéfiniment  de  la  surface  du  conducteur. 

Soit  O  le  centre  et  R  le  rayon  de  la  sphère  1;  imaginons  une  certaine  quan- 
tité d'électricité  positive  distribuée  uniformément  à  la  surface  de  cette  sphère 
avec  une  densité -^-^r  •  J'appelle  Vo  le  potentiel  dû  à  cette  électricité.  Nous 

aurons 

V„=i 

à  l'intérieur  de  la  sphère  1  et,  en  particulier,  à  l'intérieur  du  conducteur  et 

lorsque  le  point  M{x,  y,  z)  est  extérieur  à  i.  On  a  dans  tous  les  cas 

o<Vo^i 

et  Vo  tend  vers  o  quand  le  point  M  s'éloigne  indéfiniment. 

Nous  allons  faire  maintenant  une  série  d'opérations  que  je  vais  définir. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  si  une  masse  électrique  P  se  trouve  à  l'inté- 
rieur d'une  sphère  S,  on  peut  la  remplacer  par  une  masse  égale  distribuée  à  la 
surface  de  la  sphère  de  façon  que  la  densité  en  chaque  point  de  cette  surface  soit 
en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance  de  ce  point  au  point  P.  Le  potentiel 
par  rapport  à  un  point  extérieur  à  S  n'est  pas  eliangé,  le  potentiel  |)ar  lapport  à 
un  point  intérieur  est  diminué. 

On  peut  appeler  cette  couche  électrique  répandue  à  la  surface  de  S  la  couche 
cfjuivalente  à  la  masse  unique  P. 

Cela  posé,  supposons  qu'on  remplace  toutes  les  masses  électriques  (jui 
peuvent  exister  à  l'intérieur  d'une  sphère  S,  par  la  couche  équivalente  répandue 
à  la  surface  de  cette  sphère.  Le  potentiel  en  un  point  extérieur  à  S,-  ne  changera 
pas,  le  potentiel  en  un  point  intérieur  à  S,-  diminuera.  Cette  opération  pourra 
s'appeler  «  balayer  la  sphère  S,  ». 

Nous  partons  de  la  masse  électrique  répandue  sur  i  et  dont  le  potentiel  est  Vo. 

Chacun  des  points  de  1  appartenant  à  l'une  des  sphères  S,-,  quelques-unes 

de  ces  sphères    contiendront   de   l'électricité;    soit  Si   une  de  celles  qui    en 

contiennent;  «  balayons  »  cette  sphère;  balayons  ensuite  la  sphère  S2  si  cette 

sphère  contient  de  l'électricité  et  ainsi  de  suite. 

H.  P.  -  IX.  6 
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Il  tant  diriger  les  opéralions  de  façon  (]ue  chaque  sphère  suit  balayée  une 
infinité  de  fois.  On  penl  par  exemple  balayer  It^s  sphères  dans  l'ordre  suivant  : 

S,  Sj  S,  5.  S,  S,  Sï  Ss  Si  s,  s.,  s,  s»  Sr,  s,  s,  s.  Si  Ss  s„ . . . 

11  est  aisé  île  conslaler  (jiie  de  celle  façon  chaque  sphère  est  balayée  une  infinilé 
de  fois. 

Soit  ensuite  Vi  ce  que  devient  le  potentiel  \o  après  la  première  opération, 
\  ■_.  ce  que  devient  Vi  après  la  seconde  opération;  soit  enfin  \„  ce  que  devient 
le  potentiel  après  /;  opérations. 

Supposons  que  la  ri'''""'  opération  consiste  à  balayer  la  sphère  S/,.  On  aura  : 

V„  =  Vn_i     à  l'extérieui'  de  S/, 
V„  C  V„_i     à  l'intiTieur  de  S<-. 

On  aura  donc  dans  tous  les  cas  : 

V„^V„-,. 

Cette  inégalité  montre  qu'en  un  point  quelconque  de  l'espace  V„  est  toujours 

décroissant    (ou    du    moins   toujours    non-croissant)    quand    on    fait    croître 

l'indice  n. 

Il  importe  de  remarquer  qu'il  n'y  a  aucun  moment  et  en  aucun  point  de 

masse  électrique  négative.  Au  début  nous  avons  sur  la  sphère  —  une  couche 

électrique  uniforme  et  positive.  Aucune  des  opérations  subséquentes  ne  peut 

introduire  de  masses  négatives.  En  eflet,  le  balayage  d'une  sphère  quelconque 

consiste  à  remplacer  les  masses  électriques /w-s/V/Vci'  situées  à  l'intérieur  de  celte 

sphère  par  des  couches  équivalentes  positives  répandues  à  la  surface  de  cette 

sphère. 

On  a  donc 

V„>o. 

Ainsi  en  un  point  quelconque  de  l'espace  V„  est  toujours  positif  et  décrois- 
sant. Donc  quand  n  croît  indéfiniment,  V„  tend  vers  une  limite  finie  et  déter- 
minée que  j'appelle  V.  J'ai  donc  démontré  l'existence  d'une  fonction  V  définie 
en  tous  les  points  de  l'espace.  Il  reste  à  étudier  les  propriétés  de  cette  fonction. 

Considérons  une  quelconque  des  sphères  S,-.  Par  hypothèse  cette  sphère 
sera  balayée  une  infinité  de  fois.  Supposons  qu'elle  le  soit  à  la  «''"^  opération, 
à  la  x'™",  .  .  . ,  à  la  a'*""^,  ....  Après  chacune  de  ces  opérations,  il  n'y  aura  plus 
d'électricité  à  l'intérieur  de  S,-  de  sorte  qu'on  aura  : 

AVa=  o  (a/=  X,,  «2,  «.-,,   ...,«„,   .  .  .). 
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Quand  a„  croît  indéfiniment,  V»^  tend  vers  V  de  sorte  que  la  série  : 

converge  et  a  pour  somme  ^  .  Gliacun  de  ces  termes  satisfait  à  l'équation  de 
Laplace;  de  plus  chacun  d'eux  est  négatif  (sauf  le  premier)  car  on  a  : 

\'ï^  <  V3;„_,     si,  comme  on  le  suppose,     a„  >  a„_i. 

Donc  en  vertu  du  théorème  de  Ilarnack  la  convergence  est  uniforme  et  les  séries 
déduites  de  la  précédente  par  différcnliation  convergent  aussi  unifonnénienl. 
Donc  à  l'intérieur  de  S,  la  fonction  V  est  continue  aussi  que  toutes  ses  dérivées 
et  salisfaii  à  l'équation  de  Laplace. 

Mais  par  hypothèse  tout  point  de  l'espace  extérieur  au  conducteur  appartient 
au  moins  à  l'une  des  sphères  S,. 

Donc  en  tout  point  extérieur  au  conducteur,  \  et  ses  dérivées  sont  continues 

et  l'on  a  : 

AV  =  o. 

Je  dis  que  V  tend  vers  o  quand  le  point  M  s'éloigne  indéfiniment.  En  effet,  on  a  : 

V,>V>o. 

Or  Vo  tend  vers  o  quand  M  s'éloigne  indéfiniment,  donc  il  en  est  de  môme  de  \  . 

Il  reste  à  démontrer  que  V  tend  vers  i  quand  le  point  M  se  rapproche  indé- 
finiment de  la  surface  du  conducteur. 

Soit  donc  Mo  un  point  de  la  surface  du  conducteur  et  supposons  que  le  point  M 
se  rapproche  indéfiniment  de  Mo.  Par  hypothèse  il  y  a  au  point  Mo  un  plan 
langent  déterminé  et  deux  rayons  de  courbure  principaux  déterminés.  On  peut 
donc  construire  une  sphère  u  tangente  à  la  surface  du  conducteur  en  Mo  et  dont 
le  rayon  7'  est  assez  petit  pour  que  celte  sphère  soit  tout  entière  contenue  à 
l'intérieur  du  conducteur. 

Soit  G  le  centre  de  cette  sphère.  La  fonction 

Mo  G  ^  _r^ 
MG         MG' 

regardée  comme  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z  du  point  M  satisfait  à 
l'équation  de  Laplace  et  se  réduit  à  i  à  la  surface  de  la  sphère  a. 

D'autre  part,  la  fonction  V,,  est  un  potentiel  dû  à  des  masses  électriques  qui 
sont  toutes  positives.  lien  résulte  que  cette  fonction  \  „  peut  avoir  des  maxima, 
mais  ne  peut  avoir  de  minimum. 
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De  plus  V„  esl  égal  à  i  on  tous  les  points  intérieurs  au  conducteur  el  on 
parliculier  sur  toute  la  surface  de  c.  En  ellel  cela  est  vrai  de  Xo,  mais,  en 
balayant  l'une  des  sphères  S,-,  on  ne  change  pas  le  potentiel  à  l'extérieur  de 
cette  sphère,  ni  par  conséquent  à  l'intérieur  du  conducteur  qui  est  tout  entier 
extérieur,  par  liypotlièse,  à  toutes  les  sphères  S,-.  On  a  donc  à  l'intérieur  du 
conducteur 

I  =  V„  =  V,  = . . .  =  v„  =  . . . . 

La  différence 

est  un  potentiel  du  aux  masses  électriques  qui  engendrent  V„  el  qui  toutes  sont 
positives  el  extérieures  à  a,  et  à  une  masse  — ■  r  concentrée  au  point  G  et,  par 
conséquent,  intérieure  à  (t.  Toutes  celles  de  ces  masses  qui  sont  extérieures  à  a 
sont  positives.  Donc  à  l'extérieur  de  a,  la  fonction  U  ne  peut  avoir  que  des 
maxima  et  pas  de  minima.  A  la  surface  de  ct,  U  est  nul,  car 

"  ~~  MG  ~ 
A  l'infini,  U  est  encore  nul,  car 

Donc  à  l'extérieur  de  a,  U  ne  peut  être  que  positif,  en  sorte  que  l'on  a  : 

V  >— • 

^"-^  MG 

Nous  avons  donc  la  double  inégalité 

.>V„>j^, 


qui  à  la  limite  devieni 


i^V^  J^^ 


MG—  z+MMo 


Il  est  donc  clair  que  quand  la  distance  MMo  tend  vers  o,  V  tend  vers  i. 

G.    Q.    F.    D. 

La  fonction  V  satisfait  donc  bien  aux  conditions  que  nous  nous  étions 
imposées  et  le  principe  de  Dirichlet  est  établi. 

Voyons  maintenant  si  l'on  peut  se  débarrasser  des  conditions  restrictives  que 
nous  nous  sommes  imposées,  à  savoir  que  le  plan  tangent  et  les  rajons  de  cour- 
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bure  principaux  sont  déterminés.  Nous  ne  nous  sommes  servis  de  ces  condi- 
tions que  pour  établir  l'existence  de  la  sphère  a,  tangente  au  conducteur  et 
tout  entière  intérieure  à  ce  conducteur.  Cette  sphère  a  n'existera  évidemment 
que  si  le  plan  tangent  est  déterminé;  mais  elle  pourra  exister  encore  en  un 
point  singulier  oi'i  les  rayons  de  courbure  ne  varieraient  pas  suivant  les  lois 
habituelles;  nous  n'aurions  alors  rien  à  clianger  à  notre  démonstration. 

Nous  navons  donc  qu'à  examiner  les  points  singuliers  pour  lesquels  la 
sphère  a  n'existerait  pas.  S'il  j  a  sur  la  surface  du  conducteur  de  pareils  points 
singuliers,  nous  ne  pouvons  pas  encore  affirmer  que  la  fonction  ^  tende  vers  i 
quand  le  point  M  se  rapproche  de  l'un  de  ces  points  singuliers;  remarquons 
toutefois  que  l'existence  de  ces  points  singuliers  n'empêche  pas  V  de  tendre 
vers  I  quand  M  se  rapproche  d'un  point  non  singulier  de  la  surface. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin;  supposons  que  le  principe  de  Dirichlet  soit 
démontré  pour  un  certain  conducteur  C.  Supposons  ensuite  que  le  conducteur 
donné  C  présente  un  point  singuliiu-  Mo,  et  que  l'on  puisse  construire  un 
conducteur  G",  semblable  à  C,  dont  la  surface  passe  par  Mo  et  qui  soit  tout 
entier  intérieur  à  C.  Je  dis  que  quand  le  point  M  se  rapprochera  de  Mo, 
V  tendra  vers  i . 

En  effet  le  principe  de  Dinciilel  établi  pour  C  lest  aussi  pour  G";  il  existe 
donc  une  fonction  V"  satisfaisant  à  l'équation  de  Laplace  à  l'extérieur  de  G"  et 
se  réduisant  à  o  à  l'infini  et  à  i  à  la  surface  de  G".  Nous  allons  faire  jouer  alors 
au  conducteur  G"  le  même  rôle  qu'à  la  sphère  c  dans  le  cas  précédemment 
examiné.  On  verrait  comme  plus  haut  que  : 


i>V„>\' 

et,  par  conséquent,  que  : 

I  >  V  >  V". 

Or  quand  M  tend  vers  Mo  : 

limV''=  :. 

Donc 

lim  V   =  i.  c.  (j.   F.   D 

Parmi  ces  points  singuliers  les  plus  intéressants  sont  les  points  coniques 
que  nous  allons  étudier  de  plus  près. 

Je  suppose  qu'une  partie  de  la  surface  du  conducteur  G  soit  une  portion  de 
cône  de  révolution.  Soit  Mo  le  sommet  de  ce  cône.  Je  dis  que  V  tendra  vers  i 
quand  le  point  M  se  rapprochera  indéfiniment  de  Mo. 
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Mais  pour  cela  il  est  nécessaire  de  démonlrer  le  lemme  suivant  : 

Soit  S  une  sphère  fixe,  C  un  cercle  fixe  sur  celte  sphère,  P  un  point  fixe  en 
dehors  de  la  sphère.  Soit  maintenant  E  un  ellipsoïde  de  révolution  variable 
assujetti  à  rester  langent  à  la  sphère  .S  tout  le  long  du  cercle  C.  Soit  \  une 
fnnctiou  snlisfaisant  à  l'équation  AV  ^  o  à  l'extérieur  de  E  et  se  réduisant  à  o 
à  l'infini  et  à  i  à  la  surface  de  E.  Soit  \o  la  valeur  de  V  au  point  P. 

Je  dis  que  ^  o  tendra  vers  i   quand  le  grand  axe  de  E  croîtra  indéfiniment. 


Désignons,  en  cU'et,  par  p  ety/p-  —  b-  les  axes  de  l'ellipsoïde  E,  par  p -{- h 
et  y/(p +  /()'- — b-  les  axes  de  l'ellipsoïde  E',  homofocal  à  E  et  passant  par  P. 
On  aura  : 

],t±A^        L(p  +  6)+l(i+  -^)-L(p  +  A-/0 

"  ^      ^  p-'>       "  L{p-hh)-Hp-ù) 

'  p  -t-  6 

A  la  limite  les  ellipsoïdes  E  et  E'  se  réduisent  à  deux  paraboloïdes  homofocaux 
Pi  et  P',  faciles  à  construire. 

Alors  /;  tend  vers  une  limite  finie  qui  n'est  autre  que  la  distance  des  sommets 
des  deux  paraboloïdes;  p  —  b  tend  vers  une  limite  finie  qui  est  le  demi-para- 
mètre de  Pi.  On  voit  aussi  que  L(p  —  b)  et  L(p4-/;  —  b)  tendent  vers  des 

limites  finies,  que  L(iH r-\,  tend  vers  o  et  que  L(p -\- b)  croît  indéfi- 
niment. Par  conséquent  Vo  tend  vers  I.  c.   y.    V.   D. 

Revenons  maintenant  à  notre  conducteur  C  dont  une  partie  de  la  surface 
appartiendra  à  un  cône  de  révolution  de  sommet  Mo.  Par  le  point  Mo,  et  en 
dehors  du  cône  faisons  passer  une  droite  MqP  et  supposons  que  le  point  M  se 
rapproche  de  Mo  en  suivant  cette  droite;  je  dis  que  V  tendra  vers  i. 

En  effet,  du  point  M  je  mène  une  normale  au  cône  et  par  le  pied  de  cette 
normale  je  fais  passer  un  parallèle  du  cône  de  révolution.  .le  construis  ensuite 
un  ellipsoïde  de  révolution  E  qui  soit  tangent  au  cône  tout  le  long  de  ce  paral- 
lèle. Je  ferai  varier  cet  ellipsoïde  de  telle  façon  qu'il  reste  constamment  tout 
entier  à  l'intérieur  du  conducteur  C  et  que  son  grand  axe  reste  fini  quand  le 
point  M  se  rapproche  indéfiniment  de  Mu.  Cela  est  manifestement  toujours 
possible. 

Je  construis  ensuite  un  potentiel  W  qui  se  réfluise  à  i  à  la  surface  de  E. 
Soit  Wo  la  valeur  de  W  au  point  M,  on  aura  : 

1  >  V  >  W„. 
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Construisons  maintenanl  une  figure  liomotliélique  de  la  précédente  en  prenant 
pour  centre  d'homothétic  le  point  Mo,  le  cône  de  révolution  sera  son  propre 
homothétique;  l'homothétique  de  l'ellipsoïde  E  sera  un  ellipsoïde  E' tangent  au 
cône  tout  le  long  d'un  parallèle;  l'homolliétique  du  point  M  sera  un  point  M' 
de  la  droite  MoP.  Nous  choisirons  le  rapport  d'homothétie  de  façon  que  M' soit 
fixe;  alors  l'ellipsoïde  de  révolution  E  sera  tangent  au  cône  tout  le  long  d'un 
parallèle  fixe. 

Soit  maintenant  un  potentiel  W  qui  se  réduise  à  i  à  la  surface  do  E'.  Soit 
W'„  la  valeur  de  \\  '  au  point  M';  on  aura  : 

W„=\V'„. 

Lorsque  le  point  M  se  rapprocliora  de  Mo,  le  rapport  d'homothétie  et,  par 
conséquent,  le  grand  axe  de  E'  croîtront  indéfiniment.  Donc  d'après  le 
lemme  W',,  tendra  vers  i.  Donc  Wo  et,  par  conséquent,  V  tendront  aussi 
vers  I.  c.   y.    F.   ». 

Cela  posé  considérons  maintenant  un  conducteur  C  quelconque,  et  un  point 
singulier  Mo  de  ce  conducteur;  je  supposerai  qu'en  ce  point  M„  le  plun  tangent 
est  déterminé,  ou  ejue  ce  point  Mo  est  un  point  conique  ordinaire.  Je  pourrai 
alors  construire  un  conducteur  C"  formé  par  exemple  d'une  sphère  et  d'un  cône 
de  révolution  circonscrit,  ayant  pour  sommet  Mq  ;  je  pourrai  choisir  l'angle  du 
sommet  du  cône  el  le  rayon  de  la  sphère  assez  petits  pour  (]uc  C"  soil  tout 
entier  intérieur  à  C. 

Le  principe  de  Dirichlel  est  démonlié  |)our  C";  C"  est  intérieur  ;i  C;  nous 
devons  en  conclure,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut  que  V  tend  vers  r ,  quand 
M  tend  vers  M,i. 

Nous  pouvons  résumer  celle  discussion  en  disant  que  /e  /n//ici/>c  tir  Ih'nclilif 
est  l'tahli  poiir  tout  condiiclenr  donl  ht  surface  est  telle  que  le  plan  tangent 
en  chaque  point  est  dé  terminé  sauf  en  un  nombre  limité  de  points  coniques 
ordinaires. 

Comme  méthode  de  démonstration,  celle  que  je  viens  d'exposer  ne  laisse 
rien  à  désirer  comme  méthode  de  calcul  ;  elle  ne  vaut  pas  mieux  que  celles  qu'on 
a  proposées  jusqu'ici  el  même  si  le  conducteur  est  convexe,  elle  est  inférieure  à 
celles  de  Neumann  et  de  Robin.  Mais  môme  à  ce  point  de  vue,  je  ne  regrette 
pas  de  l'avoir  publiée;  en  eflet,  ainsi  que  nous  l'avons  vu,  il  ne  faut  guère 
compter  que  sur  la  première  approximation  si  l'on  veut  pousser  plus  loin,  même 
avec  le  procédé  de  Neumann,  on  serait  conduit  à  des  calculs  trop  rebutants. 
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('.Ii;u[in'  inclluxlo  donnora  liojic  seuli^inciil  quelques  inégalités,  il  n'est  donc  pas 
inutile  île  niulliplier  les  iriélliodes;  dans  chaque  cas  parLiculier,  un  analyste 
habile  s:iura  choisir  celle  qui  convient  le  mieux,  ou  mieux  encore  les  combiner 
toules  d'une  manière  convenable. 

A  ce  j)()inl  de  Mie.  la  inéllidde  que  j'expose  ici  (illVira  à  cet  analyste  habile 
d'assez  grandes  ressources  à  cause  de  son  élaslicllé  (si  j'ose  ni'expriiner  ainsi). 
Le  choix  des  sphères  Sj,  S»,  .  .  . .  S„  reste  arbitraire  dans  une  très  large  mesure  ; 
d'ailleurs  on  peut  sans  rien  changer  à  la  méthode  remplacer  la  sphère  —  par 
d'antres  surfaces,  ou  môme  prendre  p(jur  \  „  une  fonction  potentielle  quelconque, 
jiourvii  (pi'elle  se  réduise  à  i  à  l'intérieur  du  conducteur  et  que  les  masses 
élcctri(|U('s  qui  l'engendrent  soient  toutes  |)ositives. 

On  pourra  encore  remplacer  les  sphères  S,  par  d'autres  surfaces,  pourvu  (jue 
l'on  sache  construire  sur  cette  surface  la  couche  équivalente  à  Line  masse  élec- 
trique donnée  intérieure  à  la  surface.  On  conçoit  qu'on  pourra  profiter  de  toutes 
ces  facilités  pour  adapter  le  mieux  possible  la  méthode  à  chaque  cas  particulier. 

Parmi  ces  perfectionnements  tlonl  la  méthode  est  susceptible,  il  en  est  un 
(pii  me  paraît  fort  important.  Nous  avons  construit  les  sphères  S;  de  façon  que 
tout  point  extérieur  au  conducteur  soit  intérieur  au  moins  à  l'une  de  ces  sphères. 

Imaginons  qu'on  construise  seulement  assez  de  sphères  S/ tout  entières  exté- 
rieures au  conducteur,  pour  que  tout  point  extérieur  au  conducteur  et  intérieur 
à  2l  soit  intérieur  au  moins  à  l'une  de  ces  sphères.  Les  sphères  S,- dont  le  rayon 
doit  être  fini  dès  qu'on  est  à  une  distance  finie  du  conducteur,  empiéteront 
d'ailleurs  sur  la  région  extérieure  à  i. 

Dans  ces  conditions  tout  point  de  l'espace  est  ou  bien  intérieur  au  conduc- 
teur C,  ou  intérieur  à  l'une  des  sphères  S/,  ou  extérieur  à  i. 

Il  ne  peut  ôlre  à  la  fois  intérieur  à  C  et  intérieur  à  .S,-,  ou  bien  intérieur  à  C 
cl  extérieur  à  1;  mais  il  peut  être  à  la  fois  intérieur  à  deux  ou  plusieurs  des 
sphères  S/,  nu  intérieur  à  l'une  nu  plusieurs  de  ces  sphères  et  extérieur  à  2. 
Nous  avons  vu  plus  haut  comment  on  pouvait  remplacer  une  masse  électrique  P 
intérieure  d'uin;  sphère  i,  c'est-à-dire  par  une  couche  électrique  répandue  à  la 
surface  de  la  sphère  et  dont  le  potentiel  soit  égal  à  celui  de  la  masse  P  à  l'exté- 
rieur de  —  et  plus  petit  à  l'iniérieur. 

,1e  ilis  iiiaïuIcMiiiit  (prou  peut  ('gaiement  remplacer  une  masse  électrique  () 
rrlrririire  à  la  sphère  i  par  une  cnuclic  équivalente,  c'est-à-dire  |)ar  une 
couche  électrique  répandue  à  la  surface  de  1,  et  donl  le  polenti(d  soit  égal  à 
celui  de  la  masse  Q  à  C liilériaur  de  i,  et  plus  petit  à  rext(''rieiir. 
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En  cflet,  soit  O  le  centre  de  i  et  R  son  rayon;  soient  P  et  Q  deux  points 
situés  sur  un  même  rayon  vecteur  OP  et  tels  que  : 

OP.OQ  =  R^ 

Supposons  que  P  soit  intérieur  à  i  ;  Q  sera  extérieur  à  1. 

Considérons    deux   masses    l'une    égale   à    i    et  placée   en  P,   l'autre    égale 

à  — l/TTp  t'I  placée  en  Q.  Nous  avons  vu  que  le  potentiel  dû  à  ces  deux  masses 

était  une  fonction  U,  nulle  à  la  surface  do  1,  positive  à  l'intérieur  de  i  et  néga- 
tive à  l'extérieur. 

Soit  W  le  potentiel  de  la  couche  équivalente  à  la    masse  P  répandue  à  la 
surface  de  2,.  D'après  ce  que  nous  avons  vu,  nous  aurons  : 


à  l'extérieur  de  2  :     -^j-p  —  \V  =  o, 


Ml'  ^V  OP  MQ 


et 

J_  _  W  =  -'         '  /^*^   - 
Ml'  M 


à  l'intérieur  de  2  :     -rrr.  —  W  =  -rrrr  —  1/  ttt;  ■jTîTT  >  °- 


La  lettre  M  désigne  toujours  le  j)oint  de  coordonnées  courantes  x,  y,  z. 
Ces  égalités  montre  que  l'on  a 

à  l'extérieur  de  2  :     W<i/qp^j^) 

,  .         .  ,  „,  /ÔÔ     I 

à  1. meneur  de  1:     W  =  ^/ ^  jçj-^  • 

Par  conséquent,  la  couche  équivalente  à  la  masse  intérieure   i  située  en  P  est 
aussi  équivalente  à  la  masse  extérieure  t  /  -r-^  située  en  Q. 

Il  importe  de  remarquer  une  dillerence  essentielle  entre  les  deux  cas;  nous 
savons  que  la  masse  totale  de  la  couche  équivalente  à  la  masse  i  située  en  P  est 

égale  à  i  et,  par  conséquent,  plus  petite  quel/TTp'  c'est-à-dire  que  la  masse 
extérieure  située  en  Q. 

Ainsi  la  couche  équivalente  à  une  masse  intérieure  a  une  masse  totale  égale 
à  celte  masse;  la  couche  équivalente  à  une  masse  extérieure  a  une  masse  totale 
plus  petite  que  cette  masse. 

A  côté  des  opérations  dont  il  a  été  question  plus  haut  et  qui  consistent  à 
«  balayer  »  l'intérieur  des  sphères  S,-,  nous  pourrons  introduire  une  opération 
nouvelle  que  nous  pourrons  appeler  le  balayage  de  l'extérieur  de  2. 

H.  P.  —  IX.  7 
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Celle  opération  consistera  à  remplacer  toutes  les  masses  extérieures  à  ^  par 
la  couche  équivalente  répandue  à  la  surface  de  cette  sphère. 

Cela  posé  on  fera  une  série  de  balayages  successifs  en  partant  de  la  fonc- 
tion Vo  et  en  ayant  soin  de  diriger  les  opérations  de  telle  façon  que  l'intérieur 
de  chacune  des  spiiéres  S,-,  ainsi  que  l'extérieur  de  2,  soient  balayés  une  infinité 
de  fois. 

Les  raisonnements  que  nous  avons  faits  plus  haut  sont  encore  applicables  et 
l'on  obliondra  une  série  de  fonctions 

V„,     V,,     ...,     V„,     ... 

qui  convergeront  de  la  fonction  cherchée  V. 

Seulement  l'approximation  sera  plus  rapide,  parce  que  chaque  balayage  de 
l'extérieur  de  i,  peut  remplacer  le  balayage  d'une  infinité  de  sphères  S;  qui 
devraient,  dans  la  méthode  primitive,  remplir  l'espace  infini  extérieur  à  — . 

De  plus,  nous  devons  observer  que  dans  la  méthode  primitive,  chaque 
balayage  laissait  subsister  la  môme  quantité  totale  d'électricité  dans  l'espace; 
au  contraire,  dans  la  méthode  nouvelle,  cette  quantité  totale  diminue  après 
chaque  balayage  de  l'extérieur  de  2. 

La  méthode  nouvelle  se  prête,  par  conséquent,  mieux  que  la  première  au 
calcul  des  capacités. 

Nous  avons  vu  que  le  problème  général  de  Dirichlet  se  ramène  au  cas  que 
nous  venons  de  traiter.  Nous  pourrions  donc  nous  dispenser  d'étudier  direc- 
tement ce  cas  général.  Cepend^ant  je  vais  montrer  que  la  méthode  exposée 
ci-dessus  y  est  directement  applicable. 

Soit  donc  C  une  surface  partageant  l'espace  en  deux  régions,  l'une  extérieure 
à  la  surface,  l'autre  intérieure.  Soit  U  une  fonction  quelconque,  bien  déterminée 
en  tous  les  points  de  G. 

Nous  nous  proposons  de  trouver  une  fonction  V  : 

j"  qui  est  finie  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  tant  à  l'extérii'ur  de  C 
qu'à  l'intérieur,  mais  qui  peut  devenir  discontinue  sur  la  surface  C  elle-même; 

2"  qui  satisfasse  à  l'équation  de  Laplace  tant  à  l'extérieur  de  C  qu'à  l'inté- 
rieur, mais  qui  peut  cesser  d'y  satisfaire  sur  la  surface  C  elle-même; 

3"  qui  tende  vers  O  quand  le  point  M  de  coordonnées  coui-antes  x,  y,  z 
s'éloigne  indéfiniment; 

4"  qui  tende  vers  U  quand  le  point  M  se  rapproche  indéfiniment  d'un  point 
de  C,  soit  par  l'intérieur,  soit  par  l'extérieur. 
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i'''  cas.  —  Supposons  qu'on  puisse  trouver  une  fonction  Vo  finie  et  continue 
dans  tout  l'espace  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres;  qui  soit 
égale  à  0  à  l'infini  et  à  U  à  la  surface  de  C  et  qui  soit  telle  que  AVo  soit  cons- 
tamment négatif. 

Une  pareille  fonction  pourra  être  regardée   comme   un   potentiel   dû   à  de 

l'électricité  répandue  dans  tout  l'espace  et  dont  la  densité r— ^  sera  partout 

positive. 

Nous  n'avons  donc  encore  ici  que  des  masses  électriques  positives. 

Construisons  maintenant  une  infinité  de  sphères  S<,  S2,  ...,  S„,  de  telle 
façon  que  cliacune  de  ces  sphères  soit  tout  entière  extérieure  à  la  surface  C  et 
que  tout  point  de  l'espace,  extérieur  à  C,  soit  intérieur  au  moins  à  l'une  des 
sphères  S,. 

Balayons  ensuite,  comme  il  a  été  dit  plus  liant,  ces  diverses  sphères  S/  en 
dirigeant  les  opérations  de  lelle  sorte  que  chacune  d'elles  soil  balayée  une 
infinité  de  fois. 

Soit  V„  ce  que  devii'nt  Vo  après  la  «''""■  opération;  on  aura  encore,  puisque 
toutes  les  masses  électriques  sont  positives  : 

V„+,  <  V„        et        V„  >  o, 

ce  qui  montre  que  quand  /;  croît  iadi'fininiciit,  \  „  tend  vers  une  limite  finie  et 
déterminée  que  j'appelle  \ .  Pour  un  point  intérieur  à  C  on  a  V„=  Vo- 

On  verrait,  comme  plus  haut,  qu'à  riulcrit'nr  de  chacune  des  sphères  S,,  et 
par  conséquent  pour  tout  point  extérieur  à  C,  la  fonction  V  est  finie  el  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  et  satisfait  à  l'équation  de  Laplace. 

On  verrait  également  que  V  tend  vers  o  quand  le  point  M  s'éloigne  indéfi- 
niment. Il  me  reste  à  montrer  que  V  tend  vers  II  quand  le  point  M  se  rapproche 
de  la  surface  C. 

Nous  supposerons  pour  fixer  les  idées  que  le  point  M  se  rapproche  indéfi- 
niment d'un  point  Mo  de  la  surface  C  en  restant  extérieur  à  cette  surface. 

Nous  construirons  une  sphère  a  tangente  à  la  surface  C  en  Mo  et  de  rayon 
assez  petit  pour  être  tout  entière  intérieure  à  C. 

Le  principe  de  Dirichlel  étant  démontré  pour  une  sphère,  nous  pourrons 
construire  une  fonction  ^\  qui  à  l'extérieur  de  la  sphère  satisfasse  à  l'équa- 
tion A\\  :=  o,  qui" se  réduise  à  o  à  l'infini,  et  à  Vo  à  la  surface  de  la  sphère. 

Quand  le  point  M  tendra  vers  Mo,  la  fonction  W  tendra  vers  Vo  et,  par 
conséquent,  vers  U. 
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Comparons  les  fondions  V„  el  W. 
A  la  surface  de  a.  on  a  : 

v„  =  v„=w. 

A  linlhii,  on  a  : 

V„  =  o    =W. 

Maintenant  V„  el  W  sont  deux  potentiels  ;  le  premier  est  engendré  par  des 
masses  électriques  toutes  positives  et  dont  quelques-unes  sont  extérieures  à  (t; 
le  second  par  des  niasses  qui  sont  toutes  intérieures  à  ct. 

Donc  à  l'extérieur  de  a  la  difl'érence  V„  —  W  peut  avoir  des  niaxinia,  mais 
pas  de  minima  ;  el  comme  elle  est  nulle  à  la  surface  de  ct  elle  sera  toujours  posi- 
tive. On  a  donc  : 

Vo>V„>W 

el,  par  conséquent,  à  la  limite 

Vo>V>W. 

Quand  M  tend  vers  Mo,  Vo  et  W  tendent  tous  deux  vers  U.  Donc  V  tend  aussi 
vers  U.  G.   y.   F.    u. 

Le  principe  de  Diriclilet  est  ainsi  établi  pour  la  région  extérieure  à  C  ;  on  le 
démontrerait  absolument  delà  même  manière  pour  la  région  intérieure. 

2°  cas.  —  Supposons  maintenant  qu'on  puisse  trouver  une  fonction  Vo  qui 
soit  finie  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres,  qui  se 
réduise  à  o  à  l'infini  et  à  U  à  la  surface  de  C.  (Nous  ne  supposons  donc  plus 
que  AVo  est  toujours  négatif).  On  pourra  trouver  une  fonction  Vo  satisfaisant  à 
ces  conditions  toutes  les  fois  que  la  fonction  U  sera  elle-même  finie  el  continue 
ainsi  i/ue  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres. 

La  fonction  Vo  pourra  être  regardée  comme  un  potentiel  engendré  par  des 

A  V 
masses  électriques  répandues  dans  tout  l'espace  avec  une  densité 7-^-  Seu- 
lement comme  AVo  n'est  pas  toujours  négatif,  les  masses  ne  seront  pas  toutes 
positives.  Nous  pourrons  alors  écrire  : 

V,.  —  V  V" 

V'„  étant  le  poteniid  dû  aux  masses  positives  seulement,  el  V",  le  potentiel  dû 
seulement  aux  masses  négatives  changées  de  signe;. 

Soient  U'  et  U"  les  valeurs  de  V'^,  et  V'â  à  la  surface  de;  C,  on  aura  : 

U  =  U'— U". 
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V'„  et  \'l  n'étant  engendrés  que  par  des  masses  positives,  on  pourra,  comme 
nous  venons  de  le  voir,  construire  des  fonctions  V  et  V"  qui  satisferont  à 
l'équation  de  Laplace  à  l'extérieur  de  C  et  qui  se  réduiront  respectivement  à  U' 
et  à  U"  à  la  surface  de  C. 

La  différence 

V  =  V  —  V" 

satisfera  à  l'équation  AV  =  o  et  se  réduira  à  U  à  la  surface  de  C. 
Le  principe  de  Dirichlet  est  donc  encore  ici  établi. 

3''  cas.  —  Il  nous  resle  à  examiner  le  cas  où  la  fonction  U  n'est  plus  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres. 

Bien  des  méthodes  s'offrent  à  nous  pour  généraliser  les  résultats  obtenus 
dans  les  deux  premiers  cas. 

Je  ferai  d'abord  observer  que  si  la  fonction  U  est  elle-même  continue  et  si 
ses  dérivées  du  i"  ordre  ne  présentent  de  discontinuités  que  le  long  de  certaines 
courbes  analytiques  tracées  sur  la  surface  C,  les  démonstrations  dont  j'ni  fait 
usage  dans  les  deux  premiers  cas  peuvent  se  répéter  sans  qu'on  ait  rien  à  y 
changer. 

Passons  au  cas  général;  nous  pourrons  trouver  deux  séries  indéfinies  de 
fonctions 

U,,     U.„     ...,    U,„     ...;        U',,     U^,,     ...,     U',„ 

qui  à  la  surface  de  C  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

i"  Elles  sont  finies  et  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  des  deux  premiers 
ordres  ; 

2"  On  a  : 

U„+i  >  U„,        U'„^,  <  U'„,        U'„  >  U„  ; 

3"  On  a  :      ' 

limU,,  =  limU'n  =  U     pour  «  infini. 

(Cela  n'aura  lieu  que  pour  les  points  de  C  dans  le  voisinage  desquels  U  est 
continue). 

Nous  pourrons  alors  construire  deux  séries  de  fonctions 

V.,     V„     ...,V„,     ...;     V',,     V'„     ...,     V'„ 

telles  que 

AV„=o,    AV„  =  o 
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à  roxtoneiir  île  C  cl 

V   —  Il  V  —  II' 

il  In  surface  de  C  On  aura  alors  : 

Nous  cuncluroiis  de  là  que  \  „  lend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  V. 
Le  théorème  de  Harnack  montre  que  l'on  a  : 

^X  =  o.         D'ailleurs     V'„  >  V  >  V„. 

Il  reste  à  montrer  que  V  lend  vers  U  quand  le  point  M  se  rapproche  indéfini- 
ment d'un  point  Mo  de  la  surface  de  C.  Pour  cela,  il  faut  que  dans  le  voisinage 
de  Mo  la  fonction  U  soit  continue,  sans  quoi  la  proposition  qu'il  s'agit  de 
démontrer  serait  fausse  et  n'aurait  même  pas  de  sens. 

Nous  voulons  démontrer  que  l'on  peut  prendre  M  assez  voisin  de  Mo  pour 
que 

U— £<  V<U-+-£ 

quelque  petit  que  soit  e. 

Comme  au  point  Mo,  U  est  continu,  U„  et  U^,  tendent  vers  une  limite  com- 
mune U  quand  /;  croît  indéfiniment.  Nous  pourrons  donc  prendre  ii  assez 
grand  pour  que  : 


d'où  a  fortiori 


U'„-U„<| 


U'„  -  U  <  J ,        u  -  u„  <  ^  • 


Nous  regardons  n  comme  désormais  déterminé,  nous  pourrons  prendre  M  assez 
voisin  de  Mo  pour  que  : 

£ 


On  a  alors 


et 


v„>u„-^,       v;,<U'„-    .^ 


V>V„>U„-^  ^  >U-e 


v<v'„<u;,+  l<v-^e. 


c.    Q.     K.     I). 
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2.   —  Problème   de  Fourier. 

Ia'  problème  de  Fourier  a  pour  objet  l'étude  du  refroidissement  d'un  C(jrps 
solide  rayonnant.  J'ai  donné  de  ce  problème,  dans  une  Note  insérée  aux 
Comptes  rendus,  une  solution  plus  rigoureuse  et  plus  complète  que  celles  qui 
ont  été  proposées  jusqu'ici.  Bien  qu'elle  ne  soit  pas  encore  entièrement  satis- 
faisante, je  crois  qu'il  ne  sera  pas  inutile  de  la  rappeler  et  de  la  développer  ici; 
car  elle  va  nous  servir  de  point  de  départ  naturel  pour  ce  qui  va  suivre. 

Considérons  un  corps  solide  homogène  et  isotrope,  isolé  dans  un  milieu 
indéfini  à  travers  lequel  la  chaleur  se  propage  par  rayonnement.  Soit  \  la  tem- 
pérature d'un  point  du  corps;  ce  sera  une  fonction  de  x,  j',  z  eX  t;  soit  zéro  la 
température  extérieure.  On  aura,  à  l'intérieur  du  corps  : 

et  à  la  surface  du  corps 

(2)  ^+AV  =  o. 

^    '  an 

a-  est  un  coefficient  constant  qui  dépend  de  la  conductibilité  du  corps  et  de  sa 
chaleur  spécifique.  Quant  à  //  c'est  un  coefficient  positif  et  constant  qui  dépend 
du  pouvoir  émissif  du  corps. 

Le  premier  point  est  d'établir  l'existence  d'une  infinité  de  fonctions  auxi- 
liaires 

u,,    u«,    ...,    u„,    ... 

ne  dépendant  que  de  x,  y,  z  et  satisfaisant  aux  équations  suivantes  : 
On  aura  à  l'intérieur  du  corps  : 

AU,, -H  ^„U„  =  o 
et  à  la  surface  : 

—z h  /iU„  =  o. 

Les  quantités 

sont  des  coefficients  constants  que  je  supposerai  rangés  par  ordre  do  grandeur 
croissante  et  que  je  déterminerai  plus  complètement  dans  la  suite. 
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l'.nliu  poui'  iiclii'M'r  lie  ilcHiur  hi  tondioii  U,,,  nous  njoiileruiis  que  l'iiili'gralo 

;  d-z 


/ui, 


t'UMuliie  à  Ions  h's  ('li'ments  de  volume  ch  du  corps  solide  doit  ôlre  égale  à  i. 
Nous  allons  pour  démontrer  l'exislence  des  fonctions  U„  employer  une  démons- 
li'Miion  analogue  à  celle  par  laquelle  Riemann  établit  le  principe  de  Dirichlel. 
Soil  F  une  fonction  quelconqui;  cl  posons  : 

\  =  fv^-d-, 

-'•/---ii(£r-(f)"-(g)']- 

L'intégrale  A  ainsi  que  la  seconde  des  intégrales  de  l'expression  B  sont  étendues 
à  tous  les  éléments  dr  du  volume  du  solide  et  l'intégrale  /  F- c/w  à  tous  les 
éléments  d'>-t  de  sa  surface. 

Supposons  que  la  fonction  F  soit  assujettie  à  la  condition 

A  =1. 

Les  deux  intégrales  de  l'expression   B  ont  tous  leurs  éléments  positifs.  B  ne 

peut    donc  devenir  négatif.   B  ne  peut  non  plus  devenir  nul;  en  efl'et  il  ne 

pourrait  s'annuler  que  si  tous  les  éléments  des  deux  intégrales  étaient  nuls  à  la 

fois,  c'est-à-dire  si  l'on  avait  : 

F  =  o 

à  la  surface  du  corps  et 

^F  _  e^F        rfF  _ 
dx        dy        dz 

à  l'intérieur  du  corps.  Il  faudrait  donc  que  F  fut  encore  nul  à  l'intérieur  du 
corps,  ce  qui  est  impossible  à  cause  de  la  condition  : 


■=/ 


F»  rfx  =  I . 

B  admettra  donc  un  minimum  absolu.  Soit  Ui  la  valeur  de  F  qui  correspond  à 
ce  minimuin.  Le  calcul  des  variations  nous  donne  : 

-SA  =  /  Li,  SUi  dz  =  o 


j  U,SU, 

-  SB   =    A    /     Ul   cU,   <^0)  -+-    /         — ; -, 1 ; j 1 ; ;—         dz   =  O. 

>,  J  J   \dx      dx  dy      dy  dz      dz    / 
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Or  le  théorème  de  Green  nous  donne  : 

J    \  dx      dx  dy      dy  dz      dz    )  J     dii  J 

de  sorte  qu'il  vient  : 

-SB  =  r^/(U,-H^')sU,fl'o)-  rAUi8U,rfT:  =  o. 

âB  doit  s'annuler  toutes  les  fois  que  ôA  s'annule.  On  doit  donc,  d'après  l'une 
des  règles  du  calcul  des  variations,  pouvoir  trouver  une  constante  Ai   (elle  que 

SB  —  Al  SA 
soit  nulle  quel  que  soit  oUi.  On  doit  donc  avoir  identiquement  : 
/    /^  -+-AU,)3U,  rf(o—  TfAU, -h  A-,  U,)5U,  St:  =  o, 

ce  qui  exige  que  tous  les  éléments  des  deux  intégrales  soient  nuls  ou  que  l'on 
ait  à  la  surface  du  corps 

rt'U,       ... 

— ; h  «  U  ,  =  O 

dn 
et  à  l'intérieur  : 

AU,-i-A-,U,  =  o. 

On  a  d'ailleurs  par  hypothèse  : 

A=  l\]\d^  =  u 

L'existence  de  la  fonction  Ui  est  donc  démontrée. 
On  trouve  : 

;=*/"=*-/[(S)'-(fr-(^)>- 

ou  en  vertu  du  théorème  de  Green  : 

B=  Tu,  i/^  -4-/jUi^rfa>-  AliAU,  rfi: 
ou  en  vertu  des  équations  qui  définissent  Ui  : 

B  =  A-,  Tu r  </-  =  /!:,. 

r> 

Ainsi  Al  n'est  autre  chose  que  la  valeur  du  rapport  -g^  pour  F  =  Ui.  Comme  ce 
H.  P.  -  IX.  8 
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rapport  Miioiiii  smi  uiiniiiium  pour  F  =  Ui,  nous  devons  conclure  que  ki  est  le 
ininimuni  du  rapport  -^  • 

Prenons   pmir    K    une    \aleiii-  (pielconque,    nous  obtiendrons    une    certaine 
valeur  de       (pii  >era  plus  grande  cpie  ky.  C'esl  donc  un  moyen  de  trouver  une 

limite  supérieure  de  Ai. 

Faisons,  par  exemple, 

F  =  i. 

Il  vient  : 

A  =      /  c/x  =  volunu'  du  corps  solide, 

B  =  h  j  (/(x)  =  /i  X  surface  du  corps  solide. 

Le  rapport  -^  est  donc  toujours  plus  petit  que  le  rapport  de  la  surface  du  solide 

à  son  volume. 

Cherchons  encore  une  autre  inégalité. 

Appelons  W  le  volume  du  corps  solide  et  S  sa  surface. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  de  gravité  du  volume  du 
corps. 

Appelons  I  l'intégrale 

c'est-à-dire  le  iiiomeut  d'inertie  du  volume  par  rapport  au  plan  des  j'^. 
Appelons  H  l'intégrale 

/  x^  doi, 

c'est-à-dire  le  moment  d'inertie  de  la  surface  par  rapport  au  plan  des  y^.  Soit 
Xo  la  dislance  du  centre  de  gravité  de  la  surface  au  plan  des  yz.  Posons  : 

M  =  a:o  S  =  I  X  do>. 

Faisons  maintenant  : 

P  =  ax  ■+-!, 

■X  étant  une  indéterminée;  il  viendra  : 

A=      l{a.x-\-\fdz  =  a--\-^'^, 

B  =  h  I  (t^x  -hty  du>-h-  Ça^dx=  a2(/iH  -H  \V)-i-2aM/?  H-  S/i, 
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d'où  : 

,  a'(/tH  +  W)-V2aM/j-i-S/j 

K,  <    


a^l  -+-V 

Il  faut  maintenant  choisir  a  de  telle  sorte  que  le  second  membre  de  cette  inéga- 
lité soit  minimum.  Ce  second  membre  admet  un  maximum  et  un  minimum 
qui  sont  les  racines  de  l'équation  en  X  : 

M2/iî  =  (/iH-i-W  — XI)(SA— XW) 
ou 

5.2  IV  —  X (  IS  A -(- W2 -f- WH  A ) -f- SH  A2  —  M2 /(= -I- WS  A  =  o. 

On  a  donc  : 


IS/t-f-W^-nWHA        y/(  is/t  +  Wll  /;  -h  W^  j^-—  SU  h"--t-  M-^A-'—  \VS  A 
'"^  2TW  5Tvv 

cette  limite  est  inférieure  à  la  précédente. 

Occupons-nous  maintenant  de  démontrer  l'existence  de  la  fonction  Uj  ;  soit 
une  fonction  quelconque  F  assujettie  aux  deux  conditions  suivantes  : 

A  =  I,         C=  fFVtdz  =  o. 


On  pourra  choisir  cette  fonction  de  façon  que  B  soit  minimum;  soit  U2  la 
fonction  qu'il  faut  choisir  pour  F  afin  de  rendre  B  minimum.  On  devra  avoir  : 

i  SB  =  /V  A  U2  -+-  ^  ]  8U,  do>  —  TaUî  su,  rfx  =  o 

toutes  les  fois  que  : 

i  SA  =  /  U,SU2</x  =0,  SC=  Tu,  SU,  rfx  =  o. 

On  pourra  donc  trouver  deux  constantes  >,|  et  A.,  telles  que  : 

SB  —  ^2  SA  —  2X1  se  =  o 
quel  que  soit  oUa-  On  a  donc  identiquement  : 

/    /aU,-h  ^"jsUorfw—  /"(AUo+ A-.2U2-+-XiU,)SU2a'T:  =  o 

de  sorte  qu'on  aura  à  la  surface  du  corps 

iri         <^U2 

AUo  H —  =  o 

an 
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el  à  l'inlorieur  : 

AU.;-4-A-.,l)o+X,U,  =  0. 

Calculons  }.{  cl  /lo.  Nous  trouvons  d'alxird  : 

Tu,  AUo  ,/t  -t-  ki  fv ,\],dz-h  ).,  Aj?  rfx  =  o. 

Or 

fvi<h  =  i,  C  =  Al,  U2  rfx  =  o, 

on  iuira  donc  : 

Or  le  théorème  de  Green  donne  : 

/  "u ,  AUo  r/x  -  Tu.  AU ,  f/T  =  /'u ,  '-^  (/w  =  /  U .  ^  do>. 
Mais 

11  reste  donc  simplement  : 

ru,Au,r/x=  ru.Au.rfx. 


Mais 
Donc 

Donc  /.j  est  nul. 
11  vient  donc  : 

d'où  : 


AUi  =  — A-,Ui. 


X,  =  Tu,  AU2  rfx  =  -  A:,  Tu,  U;  A  =  o. 


AU.-f- A-2U2  =  o 


Or 


/  "Uî  AU2  ^/x  -+-  k,  fm  dx  =  o. 

A  =  rVldz  =  j. 
Donc  : 

'— >^"--=-j"=S''--/[(S)'-(fM^)']"' 
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OU  : 

M,  y- 


/c.=  kfvU,.>^fz{^p.  =  B. 


Aiusi  A'2  n'estautre  chose  que  la  valeur  de  B  qui  correspond  à  F  =  Uj.  Ai  élail 
la  valeur  de  B  qui  correspond  à  F  =  Ui  el  au  minimum  de  B. 

Par  conséquent,  on  a  : 

A-,  <  A:, 
el  d'ailleurs  : 

— =-^  -I-  AU>   =  o     il  la  surface  du  corps, 
an  "^ 

AU)-+-  A^U-;  =  o     à  l'intiirieur, 

/'U^rfx  =  i,  /  U,U-.  (/t  =  o. 

L'existence  de  la  fonction  Un  est  donc  démontrée. 
Soit  maintenant  U^  une  fonction  telle  que 

K  =  fvi  d- =  t ,  C^  rV,V,(h  =  o,         U  =  j  V:,V^.<h  =  o 

et  choisie  d'ailleurs  de  telle  sorte  que  B  soit  aussi  petit  que  possible. 

On  devra  avoir  : 

SB  =  o      . 

toutes  les  fois  que 

oA  =  o,         se  =  o,         oD  =  o. 

On  pourra  donc  trouver  trois  constantes  Xi,  Xo  et  A";,  telles  que  l'on  ait  iden- 
tiquement : 

oB  —  Aj  SA  —  ■-»'/.,  se  —  2'/-;  SD  =  (1. 

Un  raisonnement  analogue  à   celui  (pii    précède    montrerait   que   l'on   iloii 
avoir  à  la  surface  du  corps 

— h  /(  U  3  =  o 

an 

et  à  l'intérieur 

AU3-I-  A3U.1-I-  Àl   U,  -H  À.2U-2=  O. 

On  démontrerait  ensuite  comme  on  l'a  fait  plus  haut  que  li  el  Xj  sont  nuls  et 
que  A'j  est  la  valeur  de  B  qui  correspond  à  F  ^  U;i. 

D'après  la  définition  de  U;,,   A^,  est  donc  la  plus  petite  valeur  que  puisse 
prendre  l'expression  B  quand  la  fonction  F  est  assujettie  aux  conditions  : 
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U'autro  part,  Aj  ul;iil  la  plus  pelite  valeur  que  pouvait  prcmlro  15  quand  ï  était 
assujollie  aux  deux  premières  de  ces  conditions  seulement.  Donc  : 

^3  >  h. 

La  l'om-lion  L  ,  est  ainsi  définie  par  les  conditions  : 

—r^  -+-  h  U.1  =  o,  AUn -+-  Â:.-)  U.,  =  o, 

(in 

La  loi  est  manifeste;  il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  ce  raisonnement.  On 
voit  que  l'on  a  démontré  l'existence  d'une  infinité  de  fonctions  : 

U„        Us.        ...,        U;,,        ... 

telles  que  l'on  a  à  la  surface  du  corps 

d{] 


el  à  l'intérieur 


—t  +/iU„=o 
dn  '^ 


A>U,,=  o. 


Les  coefficients  A/,  sont  des  constantes  positives  et  telles  que  : 


Enfin  on  a  : 

/  \JplJqd-:^o  pourjD^y 

et 


/ 


U^rfT  =  I. 


Ce  raisonnement  est  sujet  aux  mêmes  objections  que  celui  par  lequel  Riemann 
établit  le  principe  de  Dirichlet.  Nous  nous  en  contenterons  toutefois  pour  le 
moment,  nous  chercherons  dans  la  suite  à  le  i-endre  plus  rigoureux. 

Ces  fonctions  \J,,  ont  été  entièrement  construites  par  Lamé  dans  certains  cas 
particuliers,  par  exemple  dans  celui  de  la  sphère  et  celui  du  parallélépipède. 

Dans  celui  du  parallélépipède  rectangle  dont  les  trois  dimensions  parallèles 
aux  trois  axes  sont  2  a,  26  et  ac,  l'expression  des  fonctions  U/,  et  des  coef- 
ficients kp  est  particulièrement  simple. 

Nous  devons  avoir  en  effet  à  l'intérieur  du  corps  : 

AU-hA-U  =  o 
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et,  on  (lulrc, 

d^^       AI,                                           '^       i„ 
pour  X  ^  a     — h  «  U  =  o,  pour  x  =  —  a     -^ li\j  =  o, 

d\}  d\}        , 

pour  y  =  o     -j h  A  u  =  o,         pour  r  =  —  b     -r—  —  /t  U  =  o, 

d\}       ,  ,,  dV>       .  ,, 

pour  G  =  c     — ; \-  li\J  =  o,  pour  :  =  —  c     -; /i  U  =  o. 

dz  dz 

Posons  : 

U  =  sin(À,  j;  -t-  iji,  )  sin(X>.r  -t-  fi.)  sin(X3j;  -i-  1x3). 

Les  conslanles  /i  et  f^i  nous  seront  données  par  les  deux  équations  : 

X 1  ces (  X ,  rt  -t-  tj-i  )  -)-  A  sin  (  X 1  «  +  (X 1  )  =  o, 
X,  cos(Xi  a  ^  [j.,  )  +  h  sin(  Xi  a  —  jx,  )  =  o, 
d'où  : 

tg(X,a -i-,a,)=  tg(X,a  — Hi), 

z  élant  un  entier;  il  suffira  de  prendre  x  =  o,  d'où  : 

sin(Xia;  +  fi)  )  =  sin  X,  x, 

et  X  =  I ,  d'où  : 

9in(Xia;  -1-  |ji|  )  =  cosXi  j;. 

On  aura  alors  pour 

(ii  =  o     ou     —1  X,-t- A  tg(Xia -1- (Jii  )  =  o. 

De  même,  fjio,  fJ^n,  ^2  et  X:,  seront  données  par  les  équations  : 

1JL.1=0        OU         -,  X2+  A  tg(X2  6  -I-  [Xî)  =   ", 

fji3=o     OU     -,  X,-<- A  tg(X3C -h  1JI3)  =  o. 

Enfin  on  a  : 

Âr  =  X?  +  X?  +  Xl. 

Considérons  en  particulier  le  cas  de  /<  ^  o;  ce  qui  correspond  au  cas  où  la 
surface  du  corps  est  imperméable  à  la  chaleur;  il  vient 

tg(X,a  + jx,)  =  «, 
d'où  : 

Xi  a  +  fil  =  — i-  XJT         (x  étant  entier) 
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OU  à  cause  de  ti|  =  o  ou  -•> 


m,7:  .     ^ 

/.!= (  m,  étant  entier). 

2a 

On  a  alors  : 

où  //II.  /Hî,  wjj  sont  des  entiers.  On  aura  donc  : 

kj  =  o.         k-  =  Ç- — 
4  a- 

si  2a  est  la  plus  grande  des  trois  dimensions  du  parallélépipède,  c'est-à-dire  si 

On  trouve  ainsi 

A^i  =  o,         L 1  =  const . 
et 

Ar.  =  -^  »  U»  :=  const.  sin  Âi  jr. 

-       ka- 

Supposons  maintenant  /i  =  x ,  ce  qui  correspond  au  cas  où  la  surface  du  corps 
est  maintenue  artificiellement  à  la  température  o  ;  on  a  alors  : 

lg(À,a-4-;Ji;  =  o, 

d'où 

Ài  a  -!-  ;ji  =  X-        (z  étant  entier;, 

ou  puisque  pii  =  o  ou  "  > 

À ;a  =  /7ii  ('/n,  étant  entier I. 

2 

Nous  trouvons  donc  encore  : 

/~/2i,  m-i  et  771]  étant  entiers. 

Mais  toutes  les  solutions  ne  sont  pas  acceptables.  On  doit  avoir,  en  efiet, 

U  =0 

à  la  surface  du  corps;  d'on 

sui(/.ia  -t-(i|)  =  sin(Xi5  -!-;.!.):=  sinCÀjC  -1-  iij)  =  o, 

ce  qui  exige  que  mi.  nii  et  /»]  soient  au  moins  égaux  à  1  ;  il  viendra  donc  : 

.       /  1         I         I   .  =' 
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Laissons  iiiiiinlenant  de  côté  le  cas  du  parallélépipède  rectangle  el  revenons  au 
cas  général;  il  est  claii-  que,  pour  un  même  corps,  /«i,  A-j,  .  .  .,  /.„  sont  des  fonc- 
tions du  pouvoir  éniissit'//.  Je  dis  que  ces  fonctions  sont  toujours  croissantes. 
Soient,  en  effet,  h'  et  h"  deux  valeurs  du  pouvoir  émissif  ;  soient  pour  un  corps 
donné,  k'^  et  A''^  les  valeurs  correspondantes  de  A„,  et  U'„  et  U'^  les  fonctions  U„ 
correspondantes.  On  aura  : 

A  la  surface  du  corps  : 

(3)  f^-.A'i;;,=  ^-.A"u;=o 

et  à  l'intérieur  du  corps  : 

(4)  AU'„  H-  A-'„  i/„  =  au;,  -f-  k"„  u';,  =  <.. 

Le  théorème  de  Green  nous  donne  : 

Dans  cette  identité  remplaçons  AL1'„,  ALi,",  —j^i  — r-^'  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (2)  et  (4),  il  viendra  : 

r/,'_  A")J^u'„  \}"„  th.>  =  (A-;,  -  A-;,  }j\v^v"„  ,h. 

Supposons  que  //'  cl  h"  diflèreut  très  peu  de  telle  sorte  que 

h" —  Il  =  (///,         k",i  —  A'„  =  ilk,„ 
Ll'„:=:  U|^  à  des  infiniment  petits  près,  il  vient  : 

(5 )  dh  f\}';f  flM  =  dkn  fv/r  'h. 

Dans  l'équation  (5),  les  deux  intégrales   sont  essentiellement  positives;  il 
reste  donc  : 

ce  qui  signifie  (lue  A„  est  une  lonction  croissante  de  /i .  c.   q.    f.    d. 

Pour  /i  =  o;  on  a  évidemment  : 

k,  =  o,'         Ui  =  con-.t.  =  -^^         (  W  olaiit  le  volumi-  du  corps  ). 
II.  V.  -  IX.  9 
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En  ellet,  ces  quanlilés  salisfonl  aux  équii lions 

AU,  =  AU,  -H  X-,  U ,  =  »,        ^  =  o- 

L'équation  (5)  devient  alors 

dkt  _   S 

S  désignant  la  surface  du  corps  et  W  son  volume.  Donc  si  h  est  très  petit,  A', 

S 
est  sensiblement  égal  h  h  ^• 

Nous  venons  de  trouver  : 

^/■u;i.Ao=y\i^^.  =  ,. 

Aous  avons,  d'autre  part, 

'■-/^'^-^/■[(S)'n'f)'-(ïy]"- 


A-„ 


d'où  : 

kn  >  h.  j  U;,  rfto,  I  V^a 

'   "-    h   dk„ 

et 

dk„  ^  dh 

kn     ^^     h    ■ 

Cette  inégalité  monire  que  le  rapport  -j  va  toujours  en  décroissant. 

Il  importe  de  remarquer,  avant  d'aller  plus  loin  que  quand  //  est  positif,  A„ 
est  essenliellemenl  positif.  Sans  doute,  cela  résulte  de  la  façon  dont  les  fonc- 
tions Un  ont  été  définies  plus  haut;  mais  on  pourrait  imaginer  qu'il  existe  des 
fonctions  U  autres  que  celles  que  nous  venons  de  définir  et  pour  lesquelles  on 
aurait  : 

^-+-/jU=o,  AU-4-A-U=(),  fv'-dz  =  i,  k<o. 

Je  dis  que  cela  est  impossible  et  il  me  suffit  pour  l'établir  de  montrer  que 
l'on  a  : 

-"/— j-[(£)'Hf)'-(S)>'. 

ce  qui  se  démontrerait  par  le  môme  calcul  que  plus  liant. 
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Si,  au  contraire,  //  était  négatif,  kn  pourrait  aussi  devenir  négatif. 

Il  peut  arriver  quand  on  fait  varier  //,  que  deux  des  nombres  k„  et  />„+i 
viennent  à  se  confondre.  Qu'arrivera-l-il  alors  en  général  ? 

Soient  A'  et  k"  deux  valeurs  de  A',  U'  et  U"  les  fonctions  U  correspondantes. 
Imaginons  que  A',  A",  U'  et  U"  soient  des  fonctions  continues  de  //.  Quand 
/'  </'o,  on  aura  par  exemple  A'<  A";  pour  h^ho,  on  aura  A'=  A";  pour  A>/*o, 
on  aura  A'>  A".  D'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  A'  et  A"  sont  deux 
fonctions  croissantes  de  A. 

Maintenant,  supposons  qu'il  j  ait  «  —  i  nombres  A  inférieurs  à  la  fois  à  A'  et 
à  A".  Nous  devrons,  d'après  nos  conventions,  appeler  A„  la  plus  petite  et  A„+i 
la  plus  grande  des  deux  quantités  A'  et  A".  Nous  aurons  donc  : 

A'=/.„,         k"=kn+\         pour     /i  <  ho 
et 

k"=k„,         A-'=A-„+i         pour     A  >  Ao, 

Les  fonctions  A'  et  A"  étant  continues  et  croissantes,  les  fonctions  A„  et  A,i+i 
définies  comme  nous  venons  de  le  faire  seront  aussi  continues  et  croissantes. 

En  résumé,  dans  tous  les  cas  possibles,  A„  est  une  fonction  croissante  de  A; 
A'„  atteint  donc  sa  plus  petite  valeur  pour  A  =  o. 

Nous  allons  donc  étudier  la  valeur  de  A„  pour  h  ;=  o. 

Décomposons  le  volume  de  notre  corps  solide,  d'une  manière  quelconque, 
en p  volumes  partiels.  Considérons  chacun  de  ces  volumes  partiels  comme  un 
corps  solide  de  même  conduclibilité  que  le  solide  donné  et  dont  la  surface  est 
imperméable  à  la  chaleur.  Soient  : 

Uii)     U12,      . .  -,     Ui„,      . . ., 

U.,,    u,,,    ...,    u,„,    ..., 

.  .  • ,      .  .  . ,       .  . . ,       . . . ,       .  .  ., 

Upi,     U/jî,     . . . ,     yJpii,     •  •  ■ , 

les  fonctions  U  relatives  à  ces  p  solides. 
Soient  : 

k,i,  ki-2,  . . .,  k,„,  .  • ., 
A21,  A22,  . . .,  A2,,,  . . ., 
. . . ,      •  • . ,     •  •  •  )      •  ■  • ,      •  •  •  î 

«/11,         ''/i2,         •  •  •  ,         "/)"'         •  •  •  ' 

les  nombres  A  correspondants. 
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Comme  pour  chacun  dos  p  solides  partiels  on  a  li  =  o,  on  aura  : 

A'i  1   =    A'_>i   ^  .   .   .  =    h py   •=Z    () 

ot  les /)  fonctions  Un,  U21,  .  .  .,  l^pi  seront  des  constantes. 

Je  conserverai  la   notation  \J„  et  k,,  pour  les  fonctions  relatives  au   solide 
total.  Posons  maintenant  ; 

S  =  a,  Ui  -H  aoUj  +  ...-¥■  a„U„, 

les  a  étant  des  coefficients  indéterminés. 

Nous  avons  à  la  surface  du  corps,  puisque  h  est  supposé  nul  : 

'J\  - 
dn 

et,  pai-  conséquent,  en  vertu  du  théorème  de  Green  : 

Le  second  membre  peut  s'écrire  (en  vertu  de  l'équation  A[l,-)- A-,LI,==  o)  : 

/  («1  IJ,  +  aoUî-l-.  . .  +  a„  U„)(a,  A,  ll|-l-  x>  A-îU-j  -h  .  .  .  +  a„  A",,  Un)rfx 

ou  encore  (en  vertu  des  relations    /  Ll,"(iT=  i,    /  LI,Lf/,  Jt=  o)  : 

Al  a;  +  A--2  as  -I-  . .  .  -H  A„  a.\. 

D'autre  part,  on  a  : 

/  \î  ch  =   /(z,  L,  -I- a.,  U «-+-..  .-f-a„U„)2'/T  =  af -f-  ali  -+-. .  .-J-  a;^, 

d'où 

.7     Iv/a;/     '    \dy  I         \dz  )    \'  A,  a; -1- A.  a; -)-...-(- A„  a;-; 

("}  '- : =  ; 5— ■• --  «n- 

j\"-d.  at-^a,  +  ...^a, 

Nous  pouvons  disposer  de  nos  ji  coefficients  arbitraires  ^i,  a^,  ....  a.,,  de 
façon  à  satisfaire  à  /;  —  i  conditions.  Voici  comment  nous  choisirons  ces 
conditions. 

Nous  annulerons  d'aiiord  les  Xi  intégrales 

j\'Vnd-,       f\Vy,di,      ...,        fWù.dz 

étendues  au  premier  solide  partiel. 
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Nous  iinnulerons  ensuite  les  /a  intégrales 

f\V.,dT,     ■••,      Çv\i.;,d-z 

étendues  au  second  solide  partiel. 

Nous  annulerons  enfin  les  "kp  intégrales 


J\V,n'h,      ...,     J'\ 


étendues  au  dernier  solide  partiel. 
Nous  devrons  avoir  d'ailleurs  : 

(7)  X, + /.•>  +  ... -I- ■/./,=  « —  I. 

Rappelons  quelle  est  la  définition  de  Ad.+i.  Ce  coefficient  est  le  minimum  du 
rapport  des  deux  intégrales  : 

-/[(sr-(^')'-(S)']"'.  -/--- 

quand  la  fonction  arbitraire  V  est  assujettie  aux  li  conditions  : 
rVUu  d-^  =  fyVvi  d-.=...  =yvU,)„  d-  =  o. 

Toutes  les  intégrales  sont  supposées  étendues  au  premier  solide  partiel.  Donc 
le  rapport  des  deux  intégrales  B  et  A  étendues  à  ce  premier  solide  est  plus 
grand  que  Ai.x.+i. 

On  verrait  de  même  que  le  rapport  de  ces  deux  intégrales  étendues  au  second 
solide  est  plus  grand  que  ki.\^+^,  etc.;  que  le  rapport  de  ces  deux  intégrales 
étendues  au  p^"'""  solide  partiel  est  plus  grand  que  kp,i^+i. 

Donc  le  rapport  des  deux  intégrales  B  et  A  étendues  au  solide  total,  sera 
plus  grand  que  la  plus  petite  des  p  quantités  : 

(8)  A'i./.,H-),        A'2.).,+  l,        ..-,        n>.)p4-l- 

Mais  l'inégalité  (6)  exprime  que  ce  même  rapport  est  plus  petit  que  kn- 

Donc  An  est  plus  grand  que  la  plus  petite  des  quantités  (8)  pourvu  que  la 

relation  (7)  soit  satisfaite. 

Ce  résultat  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 
Rangeons  les  quantités 

A'u,  A'12,  .  •  .  ,  Ain,  •  .  •  , 

K-2i,  .  .  .  ,  .  .  .  ,  Ki„,  .  .  .  , 

.  .  .  ,  •  .  .  ,  •  •  ■  5  •  •  •  1  ■  •  •  5 

AT^l,  •  ■  .  ,  •  •  •  )  ^p/ii  ■  •  •  > 
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par  ordre  ilo  f;raiuleiir  croissaulc.  (il  va  sans  dire  que  dans  la  série  ainsi 
obtenue,  plusieurs  termes  pourront  élre  égaux;  c'est  ainsi  que  les /j  premiers 
termes  qui  soûl  An,  /.-.m,  ....  kpi  sont  tous  égaux  à  o). 

Cliaouii  des  ternies  de  la  séri(>  ainsi  obtenue  sera  plus  petit  que  le  terme 
correspondant  de  la  série  : 

A'i,       A"«,       .  .  .  ,       A„,        .... 

Cela  posé,  supposons  que  notre  solide  soit  un  polyèdre  limité  par  des  faces 
qui  soient  toutes  parallèles  à  l'un  des  trois  plans  de  coordonnées. 

Nous  pourrons  décomposer  notre  polyèdre  en  n  —  i  paralli'dépipèdes  rec- 
tangles. Soient 

(9)  A-|2,     k-.-,,     ...,     A-„_,.i 

les  valeurs  de  A2  correspondant  à  ces  n  —  1  parallélépipèdes  ;  d'après  ce  que 
nous  venons  de  voir,  la  valeur  de  kn  correspondant  au  polyèdre  total,  sera  plus 
grande  que  la  plus  petite  des  quantités  (9). 

Si  les  trois  dimensions  d'un  parallélépipède  sont  2a,  26,  2c  de  telle  sorte 
que  o  >  6  >■  c  ;  nous  avons  vu  qu'on  a,  pour  ce  parallélépipède  : 

Si  donc  aucune  des  trois  dimensions  d'aucun  de  nos  n  —  1  parallélépipèdes 
partiels  n'excède  a,  on  aura  pour  le  polyèdre  total 

k„>-T-;- 
4  a- 

Quand  n  croît  indédniinenl,  on  peut  faire  tendre  a  vers  o;  donc  />,»  croît 
indéfiniment. 

Cela  est  vrai  pour  un  polyèdre  formé  comme  je  \iens  de  le  dire;  et  comme 
on  peut  construire  de  pareils  polyèdres  qui  diffèrent  aussi  peu  qu'on  le  veut 
d'un  solide  quelconque,  on  pourrait  dire  que  cela  doit  être  vrai  aussi  d'un 
solide  quelconque.  Mais  un  semblable  raisonnement  ne  saurait  nous  contenter. 

Pour  démontrer  le  théorème  pour  un  solide  quelconque,  je  dois  d'abord 
chercher  une  limite  inférieure  de  A»  pour  un  solide  convexe  quelconque.  Par 
solide  convexe,  j'entends  un  corps  tel  que  le  segment  de  droite  MM',  qui  joint 
deux  points  M  et  M'  intérieurs  au  corps,  soit  toujours  tout  entier  intérieur  au 
corps;  ou  ce  qui  revient  au  môme  tel  qu'aucune  droite;  ne  rencontre  la  surface 
du  corps  en  plus  de  deux  points. 
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Rappelons  d'abord  la  définilion  de  A^  ;  /«•>  est  le  minimum  du  rapport 


Jy, 


dx 


quand  la  fonction  \  est  assujettie  à  la  condition  : 
(10)  f\'d-  =  o. 

On  peut  Iransforiner  la  (léfinili(ui  de  façon  à  faire  disparaître  cette  dernière 
condition. 


Envisageons  l'intégrale 


Av  — V')«f/Trfx'. 

Dans  cette  intégrale,  dr  et  dz'  sont  deux  éléments  de  volume  quelconques 
du  solide  donné;  a",  y,  s,  et  x',  y',  j'sonl  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
de  chacun  de  ces  deux  éléments  ;  Y  el  V  sont  les  valeurs  de  la  fonction  V  aux 
points  X,  y,  z  elx',y'  :■';  enfin  l'intégrale  est  étendue  à  toutes  les  combinaisons 
de  deux  éléments  de  volume  dr  el  dz'.  (Chaque  combinaison  sera  répétée  deux 
fois  de  la  façon  suivante  :  une  première  fois  le  premier  élément  jouera  le  rôle 
de  dz  et  le  second  celui  de  dz'  et  la  seconde  fois  ce  sera  le  contraire.) 

On  trouve  aisément  en  se  servant  de  la  relation  (lo)  et  en  appelant  W  le 
volume  total  du  corps 

fiV  —  \')-  dz  dz'  =  2  W  Tv-  dz 
de  sorte  que  k.,  sera  le  minimum  de  l'expression 


f' 


(y  —  yy-dzdz- 


Mais  alors  la  condition  (lo)  devient  inutile;  si  en  effet  on  ajoute  à  V  une 
constante  quelconque,  la  condition  (lo)  cesse  d'êti-e  satisfaite  et  l'expression 
(11)  ne  change  pas. 

Nous  pouvons  donc  dire  finalement  que  Ao  est  le  minimum  de  l'expression 
(11),  la  fonction  \  étant  tout  à  fait  quelconque  et  n'étant  assujettie  à  aucune 
condition. 
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C'est   lie   la   Irunslormatidii  do  celle  exj)iession  (ii)  que  nous  allons  inaiu- 
teuaut  nous  occuper. 
Posons  à  cet  elVet  : 

/  :E  =  5  H-  p  cos  ç  sin  0,         a;'  =  Ç  -H  p'  cos  tp  sin  0, 
(12)  /  1'  =  T|  -4-  p  sin  cp  sin  0,  )  '  =  tj  -1-  p'  sin  cp  sin  9, 

(  3  =  p  cos  6,  s'  =  p'  cos  9. 

La  théorie  tle  la  traiisfonnalldu  des  inlégrales  mulliples  nous  donne  : 
/"(  V  —  \-y-  ,1-  d-J  =  l  (\  —  \'  f  dx  dy  dz  d.c'  df  dz' 

=  f  {\  -■\' )-{?  —  ?' y-  sin  ^  cos  &  d^  di\  dp  dp'  dd  d:f. 

Il  \a  sans  dire  que,  bien  que  je  n'emploie  qu'un  seul  signe  /  >  il  s'agil  ici 
d'intégrales  sextuples.  / 

Parlons  inaintenanl  des  limites  d'intégration;  supposons  que  Ç,  rj,  0  et  cp 
soient  considérés  un  instant  comme  des  constantes;  quand  on  fera  varier  p,  le 
point  X,  y,  z  décrira  une  droite;  comme  le  corps  est  convexe,  celle  droite 
rencontrera  la  surlace  du  corps  en  deux  points.  Soient  po  et  pi  les  valeurs  de  p 
qui  correspondent  à  ces  deux  points  d'intersection. 

Pour  obtenir  alors  tous  les  points  {x,  y,  z),  (x',  y',  z-')  intérieurs  au  corps, 

il  faudra  faire  varier  p  et  p'  de  po  à  pi,  0  deo  à  ->  cp  de  o  à  au,  et  donner  à  ^  et 

à  Ti  toutes  les  valeurs  telles  que  po  et  pi  soient  réels. 

Cela  posé,  cherchons  à  transformer  le  numérateur  de  l'expression  (11). 
Nous  avons  d'abord,  en  vertu  des  équations  (la)  : 

dV  .    .dV        .        .       d\  dV 

—r  =  COS  0  sin  0  -; h  sin  0  sin  6  -r-  -+-  cos  6  -r- 1 

dp  ax  dy  dz 

d'où  : 

/T"  /  d\' \-  (T I  d\  dV  dV \ - 

Il    i  -j^  \  sin^  do  do  z=  Il   I  cos o  sin 6  y-  -t-  sin  9  sin 6  -^  +  cos 9  -y;  )  sin 6  dd  cfcp. 

Calculons  cette  intégrale  double  en  intégrant  entre  les  limites  o  et  2  7r  pour  cp  et 
entre  les  limites  o  et  "  pour  0.  Le  coefficient  de  (  -3-  )    sera  : 

//  cos-ç  sin''0  d^  do  =  —  • 
Il  est  aisé  de  voir  que  le  coefficient  de  /  -^  j    a  la  même  valeur. 
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\m  coefficient  de 


s2  6  sin  e  rfe  rfo  =  ~  . 


^A'  </V 


Le  coethcient  de  2  -^  -r-  sera  : 
ax   ay 


S 


eosa  sin  i  sin'8  </6  Jz  =  o. 


^  ,        rfV  d\        ,        dV  dV 

Lieux  (le  2  —, ;-  et  de  2  -;-  -i-  seront  : 

dx  dz  dy  dz 

jj  cosif  sin- 9  cop8  rf6  d-s  =  //  sin  9  sin^O  cos6  d6  d-a  =  o. 
Il  reste  donc  simplement  : 

•  /(f)'-«"-¥[(S)'-(^.)'-(:gn- 

Soit  M  une  fonction  quelconque  de  x,  j'  et  z\  la  théorie  de  la  transformation 
des  intégrales  multiples  donne  : 

Tm  d'  =  /  M  dx  dy  dz  =  fu  cosO  d^  de,  dp. 
Il  vient  donc  : 

/(-)%,„.co..<,„  .„«.,=  ¥/[(-)%(-)•.(-)•],.. 

Posons  maintenant  pour  abréger  : 

[d^J '^•'       ^=J     ^^y    dp'(V-Y)H.?-f'y, 

l'expression  (i  i)  deviendra 

-^    /  B  sin  6  cos  6  rfÇ  f/rj  c?9  t/cp 
/a  sin  e  cos  6  c/Ç  (fr)  ofe  ds 

Les  quantités  sous  les  deux  signes    /  sont  essentiellement  positives  p'uisque  8 


;; 


varie  entre  o  et--  Pour  trouver  une  limite  inférieure  de  l'expression  (11),  il 


nous  suffira  de  connaître  une  limite  inférieure  du  rapport  x'  C'est  de  quoi 
nous  allons  maintenant  nous  occuper. 

H.  P.  —  IX.  10 
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Si  lu  ioiiclion  \  i:sl  choisie  de  U'iif  tucoii  qui;  A  ^^  i ,  il  esl  cluir  que  l'inté- 
grale B  ne  pourra  pas  .s'annuler;  elle  aclniettra  donc  un  certain  minimum. 
Ghercluins  à  déierininer  ce  uiinimuin  par  le  calcul  des  variations. 

Nous  trouvons  : 


I  ^ 

2 


d\  d&\_      _ 


/ 
^-SA=  (Hx  -  \  '  I  (  S\'  —  SV  )  (  f 


o'  V-i  ,h  tl'J  =  o. 


Traiislurinons    ces    deux   expressions,    nous    Irouvoiis,     par    l'intégration    par 
parties, 


-SB 


,h 


SV 


/       -rz  V  «  p  =  o. 


D'autre  part,  si  dans  l'intégrale  douljle 

J  =  /^(V- V')6V('p-p')V('pf/p' 

on  permute  p  et  p',  l'intégrale  ne  doit  pas  changer;  il  vient  ainsi  : 

■I  =  ^(V'-V)SV'(p'-p)=rfpo'p', 


d'où 


et 


-  SA  =  aJ 


Cela  peut  s'écrire  : 


en  posant 


J  =  fT^y  —  \')(p  —  p'y-  s\  dp  do' ^  i 
J  =  /       II5V</p  =  <> 


II  =v  r  *(p-p')'-rfp'- r*  v'(p-p')^f/p'. 

Posons  donc  pour  abréger  : 

r'./p'=p,-p„;      r%',/p'  =  pLz:i^;     f^'r->/?  = 

/Pi         /«pt  /-»p"  /'pi  /»pi 

\'d'/=  Vf/p=a;  /        \"pV/p'=/        \p./p  =  fi;  /       V'p"-</p'  = 


Pï  — Po 


T- 
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Il  viendra  : 

H  =  V  [  p:=(p,-p„)-p(p;-pg)-H  P'~i'"1-apti-H2pp-7. 

Pour  que  B  soil  minimum,   il  faut  d'après  les  règles  du  calcul  des  variations 
que  âB  s'annule  toutes  les  fois  que  J  est  nul  et  pour  cela  il  faut  que  l'on  ail  : 

^'^'       1.11 

-;-—   -h  KIl    =  O, 

K  étant  une  constante  qu'il  reste  à  déterminer. 
Voyons  comment  le  problème  pourra  être  traité. 
Posons  d'abord 

p  =  À  -t-  j,  ?.  =   — — ^)  p,  =  A  -f-  ao,  Pu  =  A  —  '0, 


nos  équations  deviendront 


r/"-V       ,.„ 


II  =  V  ['20210-1- -^1   —  a'cr2+2p'a  — y', 


les  intégrales  étant  prises  entre  les  limites  —  CTo  et  +  <Ja. 
Posons  maintenant 

a=  dot, 


(i3) 


Vrf;,        [3"=/       Vt'/t,        y"=/       v<^</<. 


L'équation  devient  : 

L'équation  (i4)  contient  encore  quatre  indéterminées  a",  (3",  y"  et  K'.  Si  nous 
l'intégrons  nous  trouverons  : 

V  =  a"  V ,  +  p"  Vo  -f-  v"  V.1  -f-  3"  V»  -+-  £"  V5 , 

Vi,   V2,  V:,,  V4  et  V.-,  étant  des  fonctions  entièrement  connues  de  C  et  de  K' 
pendant  que  è"  et  s"  sont  deux  constantes  d'intégration. 

Pour  achever  de  connaître  V  il  nous  restera  à  déterminer  les  six  constantes 
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a",  ,3",  v".  o^',  s"  ol  K'.  l'our  cela  nous  avons  six  écjuations;  à  savoir,  les  trois 
équations  (i3),  l'équation  A  -  i  et  les  cleu\  relations 

dW  d\ 

-j-  =  o     pour  p  =  Pc  -r  =^     P""""  f  =  Pi- 

«p  "P 

Ces  six  équalions  ne  siiffisenl  pas  loulefois  puni-  déteiminer  complètement  ces 
six  constantes  et  en  particulier  K'.  On  trouve  pour  R'  une  infinité  de  valeurs 
positives.  Nous  prendrons  la  plus  petite  de  ces  valeurs  que  j'appellerai  Ko- 

Je  n'ai  pas  besoin  pour  mon  objet  de  calculer  effectivement  K»  ;  il  me  suffit 
de  faire  observer  que  c'est  une  con.stan/e  numérique. 
Il  vient  alors  : 

_  Ko  _      4  Ko 
~  <Jo    ~  (pi  — po)' 

11  nous  reste  à  chercher  le  minimum  de  .-  correspondant  à  cette  valeur  de  K. 


Nous  trouvons  : 


ou 


B  =  K  A/pV  Tv  Ap  — p'jîrfp'—  ^V'(p  — p')'<^p' I 

=  K^V(V-V')(p-p')-^/p'/p'- 

Or  l'intégrale  du  second  membre  ne  doit  pas  changer  quand  on  permute  p  etp'; 
on  a  donc  aussi 


d'où 


B  =-  kJ^V'(V  -  V')(p  -  p')-  dp  dp, 

B  =  I  J{\-  y  7  (P  -  ?'y-  dp  dp'  =  I  A. 


Ainsi  le  minimum  de  -r-  est  égal  à 


K  2  Ko 


2  (pl— Po)' 

Pour  une  fonction  V  quelconque  on  aura  donc  : 

.Soit  >,  la  plus  grande  distance  de  deux  points  de  la  surface  du  corps  solide 
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envisagé  on  aura 

B       2  Ko 

Il   est   à    remarquer   que   si  je  n'avais   pas   voulu  indiquer  sommairement  la 
manière  de  calculer  la  constante  numérique  Ko,  j'aurais  pu  arrivera  la  formule 
(i5)  en  quelques  lignes  par  de  simples  considérations  d'homogénéité. 
11  suit  de  là  que  l'expression  (i  i)  est  toujours  plus  grande  que 


Par  conséquent /»o«</'  un  solide  convexe  quelconque  on  a  : 

,   ^   6h„W 

■KK- 

Ko  désignnnl  une  eons/a/i/e  nuinénque,  W  l<;  volume  du  corps,  et  1  la  /dus 

grande  distance  de  deux  points  de  la  surface  <lu  corps. 

Cela  posé  passons  à  un  solide  quelconque;  on  peut  le  décomposer  en  n  —  i 

solides  partiels  convexes.  On  calculera  pour  chacun  de  ces  solides  le  rapport 

W    .         .  1-  1      ^^       ■      1  1 

^•,  imaginons  que  pour  lous  ces  solides  ;-.-  soit  plus  grand  que  a;  on  aura  pour 

le  solide  total 

,    ^  6K„ 

kn  >  —  a. 

K 

Or  nous  pouvons  prendre  n  assez  grand  et  choisir  nos  n  —  i  solides  partiels 
de  telle  sorte  que  la  quantité  que  nous  venons  d'appeler  a  soit  aussi  grande  que 
l'on  veut. 

Donc  kn  sera  également  aussi  grand  que  l'on  voudra. 

Donc  pour  un  solide  quelconque  A„  croît  indéfiniment  avec  n. 

Nous  avons  démontré  ce  théorème  dans  le  cas  où  h——o;  cela  doit  suffire, 
car  /,„  est  croissant  avec  /*  ;  le  théorème  peut  donc  être  regardé  comme  démontré 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  h. 

Je  ne  veux  pas  quitter  ce  sujet  sans  avoir  indiqué  un  moyen  de  calculer  une 
limite  supérieure  de  A"„. 

Posons 

F  =  a,  F,  -I-  a2F2  +  .  .  .+  «„F„, 

Fi,  Fa,  .  .  . ,  F„  étant  des  fonctions  données  et  «i,  «j,  .  .  . ,  a,(  des  coefficients 
indéterminés. 
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Les  Joiix  iiilL't;ialos  : 

seront  des  formes  cjuadraliques  dépendaul  dos  11  paramètres  «i,  ata,  .  .  -,  ««. 
Formons  la  forme  quadratique  : 

B  — ).  A, 

où  )i  est  un  nouveau  coefficient  indéterminé. 

Écrivons  f|ue  le  discriminant  de  la  forme  B  —  XA  est  nul;  nous  obtiendrons 
une  équation  algébrique  d'ordre  n  enl;  il  est  aisé  d'établir  que  celte  équation 
a  toutes  ses  racines  réelles  (parce  que  les  deux  formes  B  et  A  sont  définies 
positives;  il  suffirait  d'ailleurs  que  l'une  d'elles  le  fût.  Mais  de  ce  que  les  deux 
formes  sont  toutes  deux  définies  positives,  il  résulte  que  les  racines  sont  non 
seulement  réelles,  mais  jtositives). 

Soient 

).,,     /.,,     ...,     /,„ 

ces  n  racines  rang;ées  par  ordre  de  grandeur  croissante;  je  dis  qu'on  aura  : 
),i>A-],        '>.■•>  k:,        A3      A.;,         ...,        /.„>A-„. 

En  eflet   la   plus  petite  valeur  qiu'  puisse  prendre  le  rapport  -  quand  on  fait 

varier  les  a.  doit  être  plus  grande  que  ki.  Or  celte  plus  petite  valeur  est  \i\  on 
a  donc 

En  vertu  de  la  théorie  des  formes  quadratiques,  la  forme  A  peut  être  décom- 
posée en  n  carrés  et  s'écrire  : 

A  =  '{j'\  -t-  [il]  -t- .  .  .  -+-  [3;-;, 

p,,  Sj,  .  .  . ,  ^,i  étant  des  fonctions  linéaires  de  «i,  :«i,  .  .  . ,  a,,. 
De  plus  celte  décomposition  peut  être  faite  de  telle  sorte  que 

Introduisons  maintenant  les  conditions  : 


(16) 


TfUi  d-.  =  TfUî  d-=...=  CfVp  d-  =  o. 
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Le  minimum  de  ^j  en  tenanl  compte  des  conditions  {i6),   devra  être  plus 
grand  que  kp+i. 

Cherchons  ce  minimum.  Les  conditions  (i6)  sont  linéaires  par  rapport  aux  (3 
de  sorte  qu'on  peut  les  écrire  : 


(i6  bis) 


H2)  Pl  -t-  !^22  ^«-t-.  .  .-i-  11.2,1  ?n  =  O, 
) 

!^/'l  ?l  ■*-  i^p-i  ?-i  ■+■■■■-+-  [J-pn  ?n  =  O. 


Soit  1  le  minimum  cherché  du   rapport   .  •  On  voit  par  dos  calculs  qu'il  est 

inutile  de  reproduire  ici  que  ce  minimum   nous  est  donné  jiar  l'équation  sui- 
vante, dont  je  vais  expliquer  la  signification  : 

(17)  S  n-^n(). ->.,•)  =  o. 

n(X  —  /,)  sera  le  produit  de  n — p  binômes  tels  que  À  —  },,.  Supprimons  dans 
les  équations  (  16  bis)  tous  les  |3,-  qui  ont  môme  indice  que  les  X,  qui  entrent 
dans  le  produit  11(1 — /.,);  nous  appellerons  H  le  déterminant  des  équations 
linéaires  ainsi  obtenues.  Enfin  la  sommation  indiquée  par  le  signe  2  est  étendue 
à  toutes  les  combinaisons  des  n  quantités  À,,  prises  /;  — p  à  n — p. 
On  voit  qu'en  substituant  dans  l'équation  (17)  successivement 

—  »,       "/.,,       X..,       ...,       /.„,       -H», 

on  obtient  au  moins  y;  changements  de  signe.   Par  conséquent,  la  plus  petite 
racine  de  l'équation  (17)  sera  au  plus  égale  à  /./,,i.  On  a  donc  : 

'>'p+l>  kp+f.  C.    Q.    F.    D. 

Je  termine  ce  paragraphe  en  donnant  une  nouvelle  manière  de  calculer  une 
limite  supérieure  de  Ao  pour  h  =  o. 

Soient/,  jO-,  h  trois  fonctions  quelconques  assujetties  à  la  condition  suivante  : 
A  la  surface  du  corps  on  aura  : 

(18)  a/ -H  [3^  +  7/1  =  0, 

a,  |3,  y  désignant  les  trois  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  cette  surface. 
De  plus  nous  assujettirons  nos  trois  fonctions  à  la  condition 

(19)  K=.  f{f---^g-^+h'-)d-  =  i. 


8o  SUR   LES   ÉQUATIONS  AUX   DÉRIVÉES  PARTIELLES   DE   LA   PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE. 


L'intégrale 


'-fmr-mHm- 


aura  thidenimonl  un  minimum.  Cherchons  ce  minimum.  Posons  : 

0  -  '^       'Il        — 
dx       dy        dz 

Nous  trouverons,  par  le  calcul  des  variations  : 

(i8  bis)  oL  Sy-t-  [i  3^  -t-  Y  SA  =  o    (  ît  la  surface  du  corps) 

el 

-  S  A  =    /  {  f  of  -h  g  Off  -I-  h  o/i  )  dx  =:  o, 

■i''''=J\7n;^-^^'dj) ''-■  =  "■ 

L'intégration  par  parties  donne  : 

'  ~„        /'f.      -^r      r.  -  ^,      ,  ri''^~r       ^'>  -         '^9~,\    , 

-  oB  =  /  f)l  X  of-\-  p  ûff  -+-  V  oh)  dv)        I       -7-  0/  H — r-  "n  -* — 7-  <'''     ""> 
■i  J       ■      •  '  '  ,/     \i/.c    •  dy  dz       I 

ou  en  vertu  de  (^18  bis) 

Pour  que  ôB  soit  nul  toutes  les  fois  que  ôA  est  nul,  il  faut  donc  que  l'on  ail  : 

("")  ^■^-^;zï  =  *''      '^''"^;<^  =  °'      -^-^ -^  ;r.  =  "' 

/iT  étant  une  constante  qu'il  reste  à  déterminer. 

Des  équations  (20)  on  lire  par  différentiation  et  addition  : 

Af)-H  A-0  =  0 

et  l'équation  (18)  devient  : 

cm_  _ 

dn 

Cela  montre  que  0  est  l'une  des  fonctions  U  que  nous  avons  définies  plus  haut  : 
ce  ne  peut  être  que  Ua;  on  a  k  =  k-x-,  et  pour  0  =  Ua  on  trouve  : 
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Pour  des  fonctions/,  g,  h  quelconques  on  aura  donc 

B 


A  >  '-^ 


d'où  la  règle  suivante. 


On  prend  trois  fonctions  quelconques _/",  g^  h  assujetties  à  la  condition  (18). 
(La  condition  (19)  devii^nt  inutile  dès  qu'on  considère  le  rapport  ^  )  •  Le 
rapport 

est  plus  grand  que  A'j. 

3.  —  Lois  du  Refroidissement. 

Soit  V  la  température  d'un  point  du  corps  solide;  V  sera  une  fonction  de 
X,  y,  z  et  de  /.  Cette  température  devra  satisfaire  aux  deux  équations  suivantes  : 

A  l'intérieur  du  corps  : 
(I)  -r-  =  a^-bS. 


dt 
A  la  surface  du  corps  : 

(%)  —, — I-  AV  =  o. 

an 

La  température  est  donnée  arbitrairement  à  l'époque  initiale  t=zo.  11  peut 
donc  se  faire  qu'à  cette  époque  t  ^  o,  l'équation  (2)  ne  soit  pas  satisfaite  ;  mais 
elle  devra  l'être  pour  toute  époque  postérieure  <  >  o.  C'est  là  une  première 
anomalie  qui  vaut  la  peine  d'être  remarquée. 

En  voici  une  seconde  :  V  ne  peut  pas  en  général  être  développée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  t.  Supposons,  en  effet,  que  cela  soit  possible; 
qu'arrivera-t-il  ?  Soit  Vo  la  valeur  de  V  pour  t  =  o.  On  aura  pour  t  =  o: 


OU 


S-...A.V. 


H.  P.  -  IX. 


1^73(.^ 
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eu  convonaiil  île  poser  : 

A"V  =  A(A"-'V). 

On  aura  ainsi  en  général  : 

de  sorte  que  si  le  développement  était  possible,  il  viendrait  : 

\=\'o-h(i--t  AVo-i-  i-i-A=VoH 5A^V„-H.... 

l  .?.  1.2.3 

11  résulterait  de  là  que  la  température  en  un  point  donné  et  à  un  instant  donné 
ne  dépendrai!  plus  que  de  la  valeur  de  Vo  et  de  ses  dérivées  en  ce  point.  La 
forme  du  corps  sol ide  n^ interviendrait  en  aucune  façon.  Cela  est  absurde. 
Pour  mieux  faire  comprendre  ces  anomalies,  nous  allons  envisager  un  cas 
particulier.  Imaginons  que  le  solide  devienne  un  mur  indéfini  compris  entre 

les  deux  plans 

a-  =  di  n. 

Supposons  que  les  deux  plans  .r  =  +  tt  qui  limitent  le  mur  soient  imper- 
méables à  la  chaleur,  ce  qui  revient  à  supposer  h  =  o. 

Supposons  de  plus  (ju'à  l'i'poque  <  ^  o  la  température  initiale  Vo  ne  dépende 
que  de  x  et  ne  change  pas  quand  on  change  a?  en  — x. 

Ces  propriétés  subsisteront  évidemment  à  une  époque  quelconque.  V  sera 
l'onction  de  x  et  de  t  seulement  et  ne  changera  pas  quand  on  changera  x 
en  —  X. 

Dans  ces  conditions  on  peut  poser  : 

V  =  Scp,„(z)  cosma-. 


Nous  aurons  alors 


dx- 
dS 


AV  =  -j— j  =  —  2  m^  ifm  (  ;  ;  cos  inj.\, 


Si  dans  l'équation 


^^   =  S!p'„(<)cosma:. 


'£"•" 


nous  faisons  a^  =:  i  pour  simplifier,  il  vient  : 

d'où 

?m(0=  Ame-'"'' 
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et  enfin 

V  =  S  A„,  e-'"''  cos  mx. 

Donnons-nous  la  température  Vo  à  l'instant  initial  f  =  o.  Vo  pourra  toujours 
être  développée  par  la  série  de  Fourier  sous  la  forme  : 

Vo=  2  A,„  cosmx. 

La  série  du  second  nieinijre  iA,„cosmj;  est    toujours   convergente,    mais  la 
convergence  peut  n'être  pas  absolue. 

En  vertu  d'un  théorème  d'Abel,  si  l'on  prend 

(3)  V  =  £A,„  e-"'"'  cosmx, 

on  aura  quand  t  tendra  vers  o 

liniV  =  V,. 

L'équation  (3)  nous  fournit  donc  la  solution  du  problème. 

Il  semble  que  la  condition  h  :=  o  n'ait  joué  aucun  rôle  dans  ce  calcul;  ce 
n'est  là  qu'une  apparence  à  laquelle  il  ne  faut  pas  se  tromper. 

Nous  pouvons,  il  est  vrai,  dans  tous  les  cas  possibles,  développer  V  par  la 
série  de  Fourier,  et  écrire  : 

\  =  ï;ç,„(<)  cos  mx. 

Mais  pour  que  nous  ayons  le  droit  d'en  conclure 

~TT  =  —  i.ni-^,„(t)i\isnix, 

il  faul  que  la  série  (et  d'ailleurs  il  suffit) 

Sm-9„,  (t)  cosmx 

soit  convergente. 

Pour  cela  il  suffit  que  l'on  puisse  trouver  un  nombre  K  tel  que 

l"'=?m(OI<^, 
ou 

(4)  l?"'('^l<|i- 

D'après  un  théorème  que  j'ai  démontré  dans  le  Tome  III  du  Bulletin  Astro- 
nomique (Sur  un  moyen  d'augmenter  la  convergence  des  séries  trigonomé- 
triques),  la  condition  (4)  équivaut  à  la  suivante;  la  fonction  représentée  par 
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la  série 

f{x)  =  2a>,„  co%inx 

devra  ùlre  continue  uinsl  que  ses  Irois  premières  dérivées.  Or  celte  fonction 
est  égale  à  V  entre  les  limites  — 71  et  +7:;  si  on  est  en  dehors  de  ces  limites 

on  a  : 

f{x)  =  \{x  +  'îpn), 

p  étant   un  entier  positif  ou  négatif  choisi  de  telle    sorte    que  x-\-%pi:  soit 
compris  entre  — tt  et  4-  tt- 

Comme  V  est  continue  ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  il  ne  peut  y  avoir  de 
discontinuité  qu'aux  deux  limites  x=i±t^-  Si  donc  nous  désignons  pour  un 
instant  par  V,  V",  ...  les  dérivées  successives  de  V  par  rapport  à  x,  on  devra 
avoir  : 

(5)  V(;t)=V(-^), 

(6)  V'(x)  =  V'(-7t), 

(7)  V"(^)  =  V'(-;.), 

(8)  V"'(;c)  =  V"'(-;t). 

La  fonction  V  étant  paire,  les  conditions  (5)  et  (7)  sont  remplies  d'elles-mêmes. 
D'autre  part,  V  et  V"  sont  des  fonctions  impaires  de  sorte  qu'on  doit  avoir  : 

V'(  ::  )  =  -  V'(-  ^  ),  V"'(  7C  )  =  -  V"'(  -  ;:  ) 

et  que  les  conditions  (6)  et  (8)  peuvent  s'écrire  : 

V'(;:)  =  V"'('^  )  =  <-',' 

c'est-à-dire  que  pour  x  =7:  on  devra  avoir  : 

Si  A  =  o,  on  doit  avoir  pour  ar  =  tt  : 

rfV  _  rfV  _ 
dn       dx 

Celte  condition  ayant  lieu,  quel  que  soit  t  on  aura  : 


dl  fix         dx^ 


=  o. 


Les   conditions    (9)    sont  donc  remplies,  et  notre  calcul   est  légitime,   mais 
seulement  dans  le  cas  de  h  =:  o. 
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Cela  posé  considérons  la  série 

Vo  =  S  A„,  cosmr. 


En  général  la  série  : 


S/n- A,„  cos  mx 


ne  sera  pas  convergente  de  sorte  qu'on  ne  pourra  pas  écrire  : 

AVo  =  — ; —  = — 1  »(- A,„  COS//IJ;. 

«X- 

11  en  résulte  qu'on  n'aura  pas  en  général  : 

lim  AV  =  AVo     quand  t  tend  vers  o 
et  qu'on  n'aura  pas  non  plus  : 

lim  —j-  =  AVo      quand  t  lend  vers  o. 

C'est  ce  qui  explique  pourquoi  le  développement  suivant  les  puissances  de  (. 
est  généralement  impossible. 

Revenons  maintenant  au  cas  général  : 


On  a  pour  <  >  o 


-; 1-    /(   V    =    O, 

an 


ou  en  différentiant  par  rapport  à  t  : 


/l     —r-     =    Q 


(tt  dn  rit. 


— ; h  h  A\   =  o. 

an 


En  différentiant  jD  fois  on  trouverait  de  même 

d\p\ 


dn 


A  A/'  V  =  o. 


Pour  que  le  développement  suivant  les  puissances  de   t  soit  possible,  il  faut 
évidemment  que  l'on  ait  : 

_-i-/iV„=o,  _^__  +  A  A/' Vo  =  o         (/)  =  i,  2,  ...,  «ûf  ;/(/.). 
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Ces  conditions,  en  nombre  infini,  sont  nécessaires;  j'ignore  si  elles  sont 
suffisantes  quoique  cela  puisse  sembler  probable.  Je  n'insiste  d'ailleurs  sur  tous 
ces  points  que  pour  mieux  montrer  avec  quelles  précautions  il  faut  toucher  aux 
équations  aux  dérivées  partielles. 

Passons  maintenant  à  l'exposé  des  lois  générales  du  refroidissement. 

Considérons  d'abord  l'intégrale  suivante  : 


=./■- 


rft. 


Je  dis  que  celte  intégrale  ira  toujours  en  diminuant  ;  nous  trouvons  en  effet  : 

dl  J       dt  .! 

Il  vient  ensuite  : 

/v.v.=/v-..-/[(-)V(-)V(-)-]. 

ou  en  vertu  de  l'équation  (2) 

fy  W  dT=—h  fv^dw—  j-s,(^ydT=—B  <o 

et,  par  conséquent, 

d\ 

—y-   =  —  2  O-  B  <  O.  C.   Q.    F.  D. 

ai 

Je  dis  maintenant  que  si  h  n'est  pas  nul,    /  V-  dz  lend  vers  o  quand  t  croît 
indéfiniment.  On  a,  en  efiet, 


d'où 

dk 
kdt 


<—-i.a--kt, 


ou  en  appelant  Ao  la  valeur  de  A  pour  l  :=  <o, 

A  <  Ao  e-2«'*.'. 
Si  h  n'est  pas  nul,  A"i  n'est  pas  nul  non  plus,  et  l'on  a  : 

lim  A  =  o         pour     t  =  ao  c.  o-  F-  0. 

n 

Je  dis  maintenant  que  le  rapport  -j-  va  constamment  en  diminuant. 
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Il  Vient,  en  efiel, 

f/  /  B  \       A  dn  —  B  r/A 

de  sorte  qu'il  s'agit  de  démontrer  l'inégalité  suivante  : 

.  rfB       „  n'A 

A    -; B-^    <(1. 

f/t  dt 

,/B 
Nous  devons  donc  d'abord  calculer  -jyi  il  viendra  : 

^=-';  f^^^rd.=-^f'^^yd.^i\'^d.. 

dt  dt  .1  ./     dt  J  lit 

L'équation  (  i  )  nous  permet  donc  d'écrire  : 

Or  si  V  et  U  sont  deux  fonctions  satisfaisant  à  la  surface  du  corps  à  l'équation 
(2),  le  théorème  de  Green  nous  apprend  que 

i\\^\i  —  \]^\)d-  =  0. 

Mais  V  et  AV  satisfont  à  l'équation  (2).  On  a  donc 

l'\  \-^N  d-  =  j\\\y-dz 

et,  par  conséquent, 

f  =-.«-^/(AV)^,/., 


ce  qui  montre  déjà  que  B  est  décroissant. 

Nous  pouvons  écrire  (en  appelant  di:'  un  élément  de  volume  du  corps  autre 
que  oJt  et  désigiiant  par  V  la  valeur  de  V  au  centre  de  l'élément  ch') 


la"-  jV  W  dz'  ;  ~  =  —  2  a'-  H  A  V  )2  d-J 


d^  .  /%,..,„    ,,  dB 

dt 


et,  par  conséquent, 

^f  -  -^ §  =-^"^  [/'"  dzJ\^w'y-dz-fy^ydzf^"^Y  d-j] 

ou 

^dB  _  j^rfA  ^_.,^,  //'[(VAV)-^- VV'AVAV'Jfl'-^^-'- 
dt  dt  ut 
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Comme  rien  iil-  disliujjue  dz  do  dr' ,  nous  pouvons  écrire  également  : 

A^  -  B^  =~-ia'-  f^[(V'^yy--vy'^v^Y]flz^d■z', 

d'où  aidutiiiit  les  deux  valeurs  de  A -^ B  — r-  et  divisant  par  2, 

■'  dt  dt  ^ 


A^-  B^=-«M/  [V'AV-VAV'l'-rfxf/T', 


d"oii 


,  n'B        o  rfA   ^ 

A  — ; B  — r-  <  o.  C.  0-  F-  D. 

dt  dt 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  l'on  a  : 

A  <  Aoe-2"'<V 

cette  inégalité  peut  dans  certains  cas  être  remplacée  par  une  autre.  Supposons 
que  l'on  ait  : 

/"vu,  dx  =  TvUî  dx=...=  fvVn^t  dx  ==  o, 
nous  aurons  d'après  définition  même  des  quantités  A"„  et  U»  : 


il  viendra  donc 


B 

A  >  ""' 


dS. 

—r-  =  —  -i  «2  B  <  2  «2  kn  A 

dt 


et 

A  <  Aoe- -«''"»'. 

Étudions  maintenant  les  variations  de  l'intégrale  : 

j„=yvU„rfT. 
Il  vient  : 

^  =a--  Ç\inti.\dz. 

Le  théorème  de  Green  donne  : 

En  vertu  des  égalités 

d\       ...      dV„       ... 

,  -; H  /t  V  =   — ; 1-  /(  Un  =  O, 

an  dn 
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le  premier  membre  est  nul  ;  on  a  donc  : 

/"u„  AV  dx  =  CxM],,  dx  =  -  k„  f\\}„  d-=-  /.„  J„ 
d'où 

el 

I      —    1  0   „      n''k„t 

.1"  représentant  la  valeur  de  l'intégrale  i,,  pour  t  =  o. 
Etudions  encore  les  variations  de  l'intégrale 


n=J\^\,d-z, 


où  V)  représente  la  température  à  l'instant  f  et  X-.  la  température  à  l'instant 
h  —  t.  Il  vient  : 

dt 


=  a-  AVî  AV,—  V,  AVj)  dx; 


or  en  vertu  du  théorème  de  Green  et  des  équations 

—; i-/jVi=— ; h  h\i=  o 

dn  dn 

le  second  membre  est  nul.  Donc  H  est  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  h. 

Si  nous  faisons 

h 
t  =  h—  t=      , 

2 

il  vient  : 

V,  =  V, 
et 

H  =  f\\  dx  >  o. 

Si  donc  Vi  et  V^  représentent  les  températures  à  deux  instants  quelconques, 
l'intégrale 

Çv.Vidx 

sera  toujours  positive. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  l'intégrale 


j 


V^dx 


considérée  comme  fonction  du  temps  va  toujours  en  décroissant. 
H.  P.  -  IX. 
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Donc  H  (|iil  si  l'on  tail  l  -—       se  n-diiil  à 


j\". 


(/- 


sera  iiiii'  loiulion  dccroissanlo  ilc  li . 
Or  nous  irouvons : 

'^=«y  V,AV.,/.<o. 

Nous  Iroiivous  do  inômc 

j  \,  A\,'/t  =   A,  AVw/t<  o. 


Si  donc  Vi  cl  V  j  représentent  les  lempératures  à  deux  instants  quelconques, 
l'intégrale 

sera  toujours  négative. 

Arrivons  maintenant  au  problème  principal;  étant  donnée  la   lempératurc 
au  temps  <  =  o,  trouver  la  température  à  un  instant  quelconque. 

Soit  Vo  la  température  à  l'instant  t  =  o. 

La  solution  classique  consisterait  en  ceci  : 

Développer  Vo  en  une  série  de  la  l'orme  suivante  : 

V„=  A,U,-^  AoUo-h...    -  A„U„  +  .... 

les  A  étant  des  constantes. 

On  aura  ensuite  à  un  instant  quelconque  : 

V  =  A,  e-'''*.'U,+  Aoe-"'MU„-t-...-H  A  „  e- "''<•'.' U„-t-.  .. . 

(ïette  solution  est  subordonnée  à  la  possibilité  du  développement,  et  c'est  cette 
possibilité  que  nous  ne  sommes  pas  encore  en  mesure  de  démontrer  d'une 
manière  générale. 

Voici  toutefois  ce  que  nous  pouvons  dire  : 

Soient  Al,  Ao,  ....  An  des  coefficients  quelconques;  posons  : 

Vo=  A,U,-h  A2U2-H...-H  A„U„-+-  Ro 

et  proposons-nous  de  déterminer  les  coefficients  A  de  telle  façon  que  l'erreur 
moyenne  commise  soit  minimum. 
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Nous  prendrons,  à  l'exemple  de  M.  Tchebichefl',  pour  mesure  de  l'erreur 
moyenne  commise  l'intégrale  suivante  : 

Cherchons  donc  le  minimum  de  l'intégrale 

AVo- A,U,- A,U2-...— A„U„)=«fx. 

Cette  intégrale  sera  minimum  quand  on  aura  : 

ou  (puisque  nous  avons  par  définition 

J\]ldx  =  i,        J  V„U;,a'x  =  J«) 
quand  on  aura  : 

Nous  sommes  donc  conduit  à  écrire  : 

V„=  JÏU,-<- JSl)2-i-...-l-J»U„-H  Ra. 

Il  résulte  de  là  que  l'erreur  moyenne  commise  So  va  en  diminuant  quand  n 
augmente,  mais  non  que  celte  erreur  moyenne  tende  vers  o  quand  «  croît  au 
delà  de  toute  limite.  D'ailleurs  So  pourrait  tendre  vers  o  sans  que  Ro  tendît 
vers  o. 

Remplaçons  toutefois  Vo  par  sa  valeur  approchée 

pzzin 

p=i 

Nous  en  déduirons 

p-zzn 

y^^Ke-''%'\}p  =  ^}p\}p, 
p=i 

nous  rappelons  que  nous  avons  posé 

Posons  donc  : 

V  =  J,Ui -4- JaU. -+-... +  J„U„+R, 
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Cl  prenons  pour  mesure  de  l'erreur  luojenae  commise  : 


=/" 


je  me  propose  île  (léniontrer  ipie  l'on  peut  prendre  /*  assez  grand  pour  (juc 
Torn'ur  iiio\enne  S  commise  sur  la  température  à  un  instant  donné  soit  aussi 
petite  (juon  le  veut. 

En  effet  R  satisfait  aux  équations 

—r-  =  a-  AK,  -; i    /iR  =  o. 

at  an 

Si  donc  la  température  initiale  était  Ro,  la  température  à  un  instant  ultérieur 
serait  représentée  par  R. 

De  plus  on  a,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier  : 

ClWt  fh  =  ÇwV,-.  d-=...=  fRUn  d-c  =  o. 
Donc  d'après  un  lemme  que  nous  avons  démontré  plus  haut,  on  aura  : 

S  <  Sj  6-"'*-.+''. 

Or  quand  n  croît  au  delà  de  toute  limite,  So  décroît  (sans  que  nous  sachions 
s'il  tend  vers  o),  A" ,1+1  croît  au  delà  de  toute  limite  et  l'exponentielle  e""'*"*-'' tend 
vers  o.  Donc  S  tend  vers  o.  c.  g.  i'.  1». 

Nous  avons  donc  démontré  que  l'erreur  moyenne  S  tend  vers  o,  mais  non 
que  R  tend  vers  o.  Cela  peut  toutefois  nous  suffire  pour  le  moment.  En  effet, 
comment  pourrait-il  arriver  que  S  tendît  vers  o  sans  qu'il  en  fût  de  môme  de  R? 
Il  faudrait  pour  cela  que  la  valeur  de  R  subît  des  oscillations  d'autant  plus 
rapides  que  n  serait  plus  grand,  de  telle  façon  que  pour  n  très  grand,  R 
prendrait  en  des  points  très  rapprochés  des  valeurs  très  différentes.  Aucun 
physicien  ne  doutera  que  si  un  pareil  étal  de  choses  existait  à  l'instant  initial, 
il  ne  saurait  subsister.  C'est  ce  qui  m'engage  à  me  contenter  pour  le  moment 
des  considérations  qui  précèdent. 

Je  terminerai  ce  paragraphe  par  la  remarque  suivante  : 

Si  Vo  est  partout  positif,  V  sera  aussi  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et 

V 
pour  tous  les  points  du  corps.  Or  quand  t  croît  indéfiniment,  le  rapport  j-rj-  tend 

vers  l'unité. 

Donc  Ui  doit  être  une  fonction  qui  est  positive  en  tous  les  points  du  corps. 
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L'égalil« 


/  UiU„  ih  =  o         I  n  >  1 


montre  que  la  fonction   hi   est  la  seule  des  fonctions  U«  qui  jouisse  de  cette 
propriété. 

4.  —  Propriétés  des  fonctions  U„. 

Reprenons  la  fonction  IJ„  définie  par  les  équations  : 

AU„-t- A:„U„  =  o,  — 7-^ -(- /(  U„  =  o,  /U,irfT  =  i. 

an  J 

Ou  en  supprimant  les  indices  qui  nous  sont  inutiles  pour  le  momeni  : 
AU-t-A:U=o,  ^+/iU  =  o,  Ç\i--,l-  =  \. 

Soit  X  une  fonction  satisfaisant  comme  Li  à  l'équation  : 

AT-)-ÂT  =  o. 


Si  T  est  finie  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  à  l'intérieur  du  corps,  on  :nir;i 


—, 1    — ;—        <ZU)   =  O 

an  an  I 


JV  l  ^  +hr]do)  =  (., 


/dT 
\d/I 


les  intégrales  étant  étendues  à  la  surface  ilu  corps. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  T  ne  soit  plus  finie  à  l'inlérieur  du 
corps  qu'elle  devienne  infinie  au  point  (jCu,  j'o,  z»)  situé  à  l'intérieur  du  corps; 

mais  de  telle  façon  que  la  diflerence  T (où  /■  désigne  la  distance  des  deux 

points  X,  y,  z  et  Xo,  _}'o,  ^o)  reste  finie;  ainsi  que  ses  dérivées. 
On  aura  alors  : 


f{^S-^"I)'—^^^^' 


V  désignant  la  valeur  de  U  au  point  Xo,  y»,  Zq.  C'est  ce  que  j'ai  déjà  exposé  à 
propos  de  la  Diffraction  dans  ma  Théorie  mathématique  de  la  Lumière. 
II  vient  donc  : 


/K£-^''r)'^'"=--^"- 
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Soil  maintenant  : 


a=  ^k 


et 


T  = 


;•  désignant  encore  In  distance  du  point  mobile  x,  y,  z  au  point  fixe  x»,  fo,  So- 
(  )n  aura  alors  : 


/VT 


,/L'(^-'^T)rfo.  =  o 


ou     —  4nU", 


selon  que  le  point  x»,  j'o,  ^o  est  extérieur  ou  intérieur  au  corps. 
On  a  d'ailleurs  dans  ce  cas  : 

,/T 


'/l  ,  c;'«'  /  .  I  \ 


■l  étant  l'angle  de  la  normale  à  la  surface  du  corps  au  point  x,  y,  :■  avec  la  droite 
([ui  joint  ce  point  au  point  fixe  Xo,  yo,  :■»■ 
Nous  poserons  pour  abréger 

H  =  '-^  +  AT 

fin 

cl  nous  l'egarderons  H  soit  connue  lonclion  de  7'  et  de 

/■  cos  J'  =  I 

soit  comme  fonction  de  x,  y,  z  et  de  x»,  yo,  Za- 
(  )n  aura  alors  : 

rcos'J;  =  k{x„—  x)  -V-  n(j„  — /)  +  'j{z„—  z), 

>.,  ,M,  -j  désignant  les  trois  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  du  corps. 
On  en  déduit  : 

rfH        dH  xo~x       dH 


d-z 


l. 


dxtj         dr         r 
Un  a  ensuite  si  le  point  Xa,  yo,  Zo  est  intérieur  au  corps  : 

4  -  J  dxa  4  "  J     aXa 

Cela  va  nous  permettre  de  trouver  une  limite  supérieure  de  Uo  et  de  ses  dérivées. 
.Soit,  en  effet,  A  la  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre  |  U  |  à  la  surface 
du  corps,  on  aura  évidemment: 


4"^ 


d\S„ 

dXa 


A  ri— I 

\-Kj      dx„ 


./<■). 
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Les  deux  intégrales  qui  entrent  dans  ces  deux  inégalités 


ii"|^'"  ^'  Jk 


se  calculent  aisément  quand  on  connaît  la  forme  de  la  surface  du  corps  et  le 
nombre  positif  k.  Elles  ne  dépendent  que  de  Xo,  jKo,  ^o- 

Quant  au  coefficient  A,  nous  n'avons  jusqu'à  présent  aucun  moyen  de  le 
déterminer. 

Commençons  par  éludier  les  variations  de  la  première  intégrale    /  1  H  1  c?w. 

Cette  intégrale  est  évidemment  finie  tant  que  le  point  Xo,  j'o,  -^o  reste  inté- 
rieur au  corps.  On  a  en  efTel  : 

h 


I'  I  <  -  +  ;^  + 


de  sorte  qu'il  viendra  : 


/iHKco<s(j+l-^J'), 


S  désignant  la  surface  totale  du  corps  et  p  la  plus  courte  distance  du  point 
Xo,  jo,  ^0  à  celte  surface.  Je  dis  maintenant  que  notre  intégrale  tendra  encore 
vers  une  limite  finie  quand  le  point  Xo,  Jo,  -o  se  rapprochera  indéfiniment  de 
cette  surface. 
Posons  en  effet  : 

,■       ,■■• 

Hi  sera  une  foncliou  qui  ne  deviendra  pas  iulinic  iiiêine  quand   /■  s'annulera. 
Nous  trouvons  eu  eli'et  : 

,,         costt  r  •  ,        A 

H,  =  — -^  [j2/-e'0"'  —  e'»"-  +  i]  H (t;'»'— i), 


ar 

e'^'  —  i 

■> 

sin  — 

2 

r 

/■ 

<    OL- 


elar —  o<ar_ 


<  4  a- 


et  enfin  : 
d'où  : 


Hi  I  <  Aa  -H  4  a-, 


J'  I  II  i  f/w  <  Aa  S  +  4«^  S  -H  /<  r^'  -h   r  '^.|  costp  |. 

Il  est  aisé  de  voir  que  quand  le  point  x»,  j»,  So  se  rapproche  indéfiniment  de 
la  surface  du  corps,  les  intégrales  /  "  ^  ^"^  "^  ^  et  l'intégrale  f^  tendent  vers 
des  limites  finies. 
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Si  (Inluinl  lo  corps  osl  convexe,  de  telle  façon  (ju'unc  droite  ne  puisse  couper 
>a  siulacc  en  plus  do  deux  points,  cos^'  est  positif  et  l'on  a  : 


/'  l'^Q^'i^i  ,/„_,  =  rços± 


Hm  = 


Si  le  corps  n'est  pas  convexe,  et  qu'une  droite  puisse  rencontrer  sa  surface  en// 
points  on  aura  : 

/  '    I  COS  '\l\      , 

car  l'intégrale  s'obtient  en  décrivant  du  point  Xa,  y^,  -0  comme  centre  une 
sphère  de  rayon  1  et  en  faisant  la  perspective  de  la  surface  du  corps  sur  la 
surface  de  cette  sphère,  le  centre  de  la  dite  sphère  étant  pris  comme  centre  de 
la  perspective.  Un  point  de  la  sphère  sera  alors  au  plus  la  perspective  de  « —  i 
points  de  la  surface  du  corps;  de  sorte  que  la  somme  arithmétique  des  aires 
des  perspectives  des  divers  éléments  de  cette  surface  sera  au  plus  égale  à  n  —  1 
fois  la  surface  de  la  sphère.   Or  cette  somme  arithmétique  est  précisément 

l'intégrale    /  - — 7^  o?w.  La  somme  algébrique  serait  l'intégrale    /  — r^  <^w. 
Ainsi    /   - — ~-dri)  tend  vers  une  limite  finie;  il  reste  à  démontrer  qu'il  en 

est  de  même  de   j   '—^-  Or  cette  intégrale  représente  le  potentiel  d'une  couche 

uniforme  de  matière  répandue  à  la  surface  du  corps,  et  l'on  sait  que  ce  potentiel 
est  fini. 

Si  nous  passons  maintenant  à  l'inégalité  : 

dVo   ^  .    r\dH 


r/x„ 


< 


J      dxu 


elle  nous  permet  de  démontrer  qu'à  l'intérieur  du  corps  les  dérivées  premières 
(et  on  le  démontrerait  de  la  même  façon  pour  les  dérivées  d'ordre  supérieur) 
de  la  fonction  Uo  restent  finies;  mais  elle  ne  nous  permet  pas  de  voir  si  ces 
dérivées  tendent  vers  une  limite  finie  quand  le  point  Xa,  y  s,,  Zo  se  rapproche 
indéfiniment  de  la  surface  du  corps. 

Nous  allons  maintenant  cliei'cher  à  obt(;nir  une  limite  supérieure  du  coeffi- 
cient A. 

Pour  cela  il  nous  faut  démontrer  que  D  est  une  fonction  continue. 

Cela  est  évident  pour  les  points  situés  à  l'intérieur  du  corps  puisque  nous 
venons  de  voir  qu'en  ces  points  on  peut  trouv(îr  une  limite  supérieure  des 
dérivées  de  U. 
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Il  reste  à  démontrer  que  U  est  encore  une  fonction  continue  sur  la  surface 
du  corps,  et  pour  cela  il  nous  faut  une  expression  de  Uo  quand  le  point  Xo,  ya, 
:■„  est  sur  cette  surface. 

Nous  avons  trouvé  plus  liaul 


rV[i,it.,  =  o    ou     —  i-U„ 


selon  que  le  point  JCt,,  y'u,  z-u  est  extérieur  ou  intérieur  au  corps. 
En  vertu  des  mômes  principes,  on  aura 


Çvmch>  =— 2-U„ 


si  le  point  x»,  j'o,  :■{)  est  sur  la  surface  même  du  corps. 

Si  x\,  j''„,  z\  est  un  autre  point  situé  égalemeni  sur  la  surface  du  corps  el  si 
H'  et  U„  sont  deux  fonctions  formées  avec  le  point  .z'„,  >'„,  ;;'„  coininc  H  el  IJu  le 
sont  avec  le  point  Xa,  J'a,  Za]  il  viendra  : 

/\l(II-H')rt'..,  =  .,7c(U'„-U„), 
d  "  1  j  l'i 

1  IJ'u—  Ll„|  C  A  Tl  II  —  II'  I^Ao. 

Il  ndus  l'esté  à  établir  que  : 

f    \n-  H'  I  (à; 

l(nid   vers  o  quand   le   point   x'„,  j'„,   ;'„   se  rapproche   indéfinimciil   du  poini 

Xu,  J'u,  Z». 

Remarquons  d'ahord  que  nous  pouvons  poser  : 

II  = . — ^  +  11,, 

IIi  a  même  signification  que  plus  liant;  H,   est  formé  avec  le  pointa^,,,  r'„,  z'„ 
comme  II]  avec  le  point  Xo,  in,  ;u;  /''  désigne  la  distance  du  point  a?'„,  _>'„,  ;'„  au 
point  X,  y,  z  el  l'angle  t];'  est  défini  avec  le  point  a?„,  )„,  z\,  comme  l'angle  i/ 
avec  le  point  Xo,  )o,  Zo. 
On  a  donc  : 

/■  Ti         il'  1    /      ^  ;    /'  I  '           '   I    /            rï  '^OS'f'         COS'i-'       .  f     ,,  ,,,    ,    , 

I  II  —  Il  j  </(.j  <  /'  /    r:  —    .■    ''"'  +  /     — 7-^ TT-  ''"'  ~^  I    I  "1  —  "il  ''"'• 

11.  P.  —  IX.  i3 
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(1  suffit  donc  de  démontrer  que  les  trois  intégrales 


/Il  I       ,  /'■    cos 

r        r  J         r- 


''  I  COSlj/  COSl}'' 


t/to, 


/|H,-H', 


dM 


tondent  vers  o  quand  les  deux  points  se  rapprochent  indéfiniment.  Cela  est 
évident  pour  la  iroisiènie;  car  IIi  est  une  fonction  continue  et  finie  de  Xo,  _)'o 
et  ;„. 

Démontrons-le  maintenant  pour  la  première. 

Décomposons  la  surface  S  du  corps  en  deux  régions  tr  et  a';  et  supposons 
que  les  deux  points  Xo,  yo,  :-o  et  x'„,  j''„,  ;'„  appartiennent  à  la  région  a. 

Je  dis  que  je  pourrai  prendre  ces  deux  points  assez  rapprochés  pour  que 

ri'     •!/     ri'     'j      ri'     '^^ 

Js  I  '■        '•  I  J^\  '■       '■  J„.  \  >■       '■ 

Tout  d'abord  nous  savons  que  les  deux  intégrales 

/(/lo         r  dM 
-y    J  -V 

sont  finies  et  déterminées.  Il  en  résulte  que  nous  pourrons  prendre  la  région  u 
assez  petite  pour  que  : 

Jr  do. 


'  do>        £ 


r  dix 


do)        £ 
^  3 


quelle  que  soil  la  position  dn  point  x'„,  y'^,  :■'„  dans  cette  région  a,  d'of 

■>£ 


./: 


dio  < 


La  région  ct  doit  désormais  être  regardée  comme  entièrement  déterminée, 
mais  nous  pouvons  encore  faire  varier  dans  cette  région  le  point  x'„,  y'„,  :•'„. 
.Si  maintenant  ;'  désigne  la  distance  du  point  x'^^,  }'„,  .:\,  à  un  point  x,  }■,  ;; 

quelconque  de  la  région  a-',  -,  sera  une  fonction  finie  et  continue  de  x'„,y'„,  ;'„  el 

cette  fonction  tendra   uniformi'inenl  vers  -   quand  x\,  ->'„,  z\  tendront  vers 

Xii,  j'o,   ^u-   Cela  sera  vrai  tant  que  le  point  j",  )',  ;  restera  sur  la  région  ct', 
puisque  les  points  Xo,  j'o,  •=«  et  a?',,  y\,  ;',  n'appartiennent  pas  à  cette  région. 
On  pomr.i  (li)iii;  prendre  le  point  x„^  JK„,  ;'„  assez  voisin  du  point  Xo,  ya,  Zn 
pour  que 


B~ 


do>  < 
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et  par  conséquent 

±\r        r 


do>  <  £.  C.  Q.  F.   D. 


On  élablirait  de  la  môme  manière  que 

cos'i' 


/      cos'i         cos'J' 
lim  /       '■ r-^ 


rfu)  <  o. 


On  a  donc 


lira  r  ;  H  —  II'  I  rf(o  =  o,         lim  1  U„—  U„  1  =  o, 


ce  qui  signifie  que  la  fonction  U  est  continue  à  la  surface  du  corps. 

Cette  démonstration  ne  montre  toutefois  qu'une  cliose,  c'est  que  U'^  tend 
vers  Uo,  quand  le  point  Xo,  Jo.  ~-o  appartient  à  la  surface  du  corps  et  que  le 
point  a;'„,  jk„,  ;'„  s'en  rapproche  en  restant  lui-môme  sur  la  surface  du  corps. 
Elle  ne  nous  apprend  rien  sur  ce  qui  arrive  quand  le  point  x'„,  _}■'„,  j„  est 
intérieur  au  corps  et  se  rapproche  de  ^"0,  j'o,  ^o  soit  normalement,  soit  oblique- 
ment à  la  surface  du  corps.  On  pourrait  observer  toutef(jis  que 

an 

étant  fini,  U'„  doit  lendre  vers  Uo  quand  la  droite  qui  joint  les  deux  points  est 
normale  à  la  surface  et  il  serait  aisé  d'en  conclure,  par  un  petit  raisonnement 
très  simple,  qu'il  en  est  encore  de  même  quand  cette  droite  est  oblique. 

Mais  cela  ne  saurait  nous  suffire,  parce  que  nous  avons  besoin  pour  notre 
objet  d'assigner  une  limite  supérieure  de  |  \J'„  —  Uo  |. 

Si  comme  nous  le  supposons  le  point  Xo,  j'o,  ^o  est  sur  la  surface  du  corps 
et  le  point  x„,  r„,  :■',,  à  l'intérieur,  on  aura  : 


/' 


Il  U  c/m  --  2  ::  Uo  =  —  i  "  LI„, 

rH'Uf/uj=— 4::U'„, 
d'où 

Ah  -  H') U  di,>  -  2::Uo  =  -  4-(U„-  u; ). 

Nous  avons  donc  : 

—  4':(Uo—  U;,0  =  h  f  (-  —  V)  U  di,> 
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11   nous   l'aiit   tli'iuonlrer  que  les   irois   intégrales  du   second    membre  lendenl 
respectivement  vers  o,  o  cl  aTtU,,  quand  le  point  x\,  /'„,  z\  se  rapproche  indéfi- 
niment du  point  Xa.  y,^,  -3o- 
Or  (PU  a  : 

I    /"(H,- H',)U</(o    <A  /    |H,-     H',  I^Ao 

et  on  verrait  comme  plus  haut  que 

lim  /    I  H,—  ir,  \ch>  =  o. 

Il  n'y  aurait  rien  à  changer  à  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  dans  le 
cas  qui  précède. 
De  même  on  a  : 


|/(l-i)u,/..j<A/[;:-l 


(/(O 


el 


lini 


ri'-' 


(A.)     =L    I 


Ici  encore  il  n'y  a  rien  à  changer  à  la  démonstration  que  nous  avons  donnée 
dans  le  cas  précédent. 
Il  reste  à  établir  que  : 


1 1  m   /    1  — Y^ —  I  U  «(0  =  2  ;c  U I] . 


Décomposons  la  surface  S  du  corps  en  deux  régions  a  et  a'  et  supposons  encoie 
que  le  point  x„,  y„,  Zq  soit  situé  dans  la  région  a;  il  viendra  : 

r/COSlL'  COSl]/\,,,  .,    .      .  r  (  Clii'Y  CO*'l'\   II  J 

-X  \-7t-  -  ^)(U-  U„)./,.-^j^  {^-^^ ^j  U</co. 

Je  dis  que  je  puis  jirendre  le  point  x'„,  j'„,  z\  assez  voisin  de  y,,,  J'o,  ^u  pour 
que  la  différence  de  2  7rU„  et  du  premier  membre  de  l'identité  (2)  soit  plus 
petite  en  valeur  absolue  que  t. 

En  premier  lieu,  la  fonction  U  étant  continue  à  la  surface  du  corps,   nous 
pourrons  prendre  la  région  a  assez  petite  pour  que  sur  celle  région  on  ait  : 


lU-UoKÇ, 
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Ç  étant  une  quantité  aussi  petite  que  l'on  veut.  Il  vient  alors  : 


Or  nous  venons  de  trouver 


COSt}''         cos<(< 


do>. 


y''  I  COSlJ 
I    '■- 


cfio  <  4(^«  —  i)''., 


ri  étant  le  nombre  maximum  des  intersections  d'une  droite  avec  la  surface  du 


corps. 

Il  vient  donc  : 


Car,  Ç  étant  aussi  petit  que  je  veux,  je  puis  loujours  prendre 

■'      24(«  — I)- 

La  région  a  doit  être  regardée  maintenant  comme  entièrement  déterminée,  mais 
je  puis  encore  faire  varier  le  point  x\,,  y'„,  z'„. 

Nous  voyons  d'abord  que  le  point  x„,  y„,  z„  ne  faisant  pas  partie  de  la  région 
ff',  on  a  : 

[  COS'\l'  COSlj/ 


Mm 


Cl 


ddl  =  o, 


de  sorte  qu'on  peut  prendre  le  point  ,r'„,  j''„,  z',,  assez  voisin  du  poini  x„,  y„, 
pour  que  : 

r  I  costl''       cosdi  I   , 


3Â 


et  par  conséquent  pour  que 


I    /■  /  cos 


D'autre  part,  l'intégrale 


1}        cos  9 


/'■  cos  il'   , 
I    — r^du 


du) 


< 


représente  l'angle  solide  sous  lequel  on  voit  le  contour  de  la  région  o-  du  point 
^'01  j'o.  -0'  et  l'intégrale 


X 


COSl)/ 


dui 


représente  l'angle  solide  sous  lequel  on  voit  le  môme  contour  du  point  a;„,y(|,  5„ 
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Il  en  résulte  que  : 

,.       /■'cos'i'    ,  f  cosii    , 

Iim  /    — ;-^  (/(■>  =   ;    -dM-i-2r.. 

J„  '-         X   '- 

On  |)i'ul  iloiic  |)i(MuliL'  k-  (loiiil  a"'„,  j '„,  ;'„  tissez  voisin  do  jTj,  y^.,  z„  pour  que 

I     r  I  cos  iL'         COS  ll^  \     , 


£ 
3A 


ou  : 


IX 


«jatH,.A,-,.U. 


vient  alors 


<!• 


<  £.  C.   Q.  F.   D. 


Voici  le  résumé  de  cette  longue  discussion. 

Soient  a^Q,  _}'„,  z^;  ■î'o,  J'„,  J„  deux  points  situés  soit  à  l'intérieur  du  corps,  soil 
à  sa  surface.  Soient  Uo  et  U„  les  valeurs  de  U  en  ces  deux  points;  on  aura  : 

|Uo-U'„|<A6, 

A  étant  la  plus  grande  valeur  de  |  U  |  à  la  surface  du  corps;  quant  à  0  ce  sera 
une  fonction  de  a"„,  )'„,  z^,  ,r'„,  y„,  z„  que  l'on  pourra  déterminer  complètement 
à  l'aide  des  considérations  qui  précèdent  quand  on  connaîtra  la  forme  du  corps. 
Ces  considérations  nous  fournissent  en  effet  une  limite  supérieure  de  |  U„ —  U',,  | 
puisqu'elles  nous  montrent  comment  on  doit  ciioisir  les  deux  points  ,7„.  )„,  ;„, 
^'o>  /'il'  -^ii  pour  que  |  Uo —  U,,  |  soit  plus  petit  que  e. 

Je  n'attirerai  l'attention  que  sur  deux  des  propriétés  de  la  fonction  0.  Elle 
est  essentiellement  positive  et  elle  tend  uniformément  vers  o  quand  le  point 
r„.  _}■„,  r'„  se  rapproche  indéfiniment  du  point  a"„,  j„,  ;„. 

Regardons  d'abord  le  point  x^^  y„,  j,,  comme  fixe  et  situé  sur  la  surface  du 
corps  et  faisons  varier  le  point  x'„,  y'„,  z\.  Nous  pourrons  diviser  le  volume  du 
corps  en  deux  régions  que  nous  appellerons  R  et  R'  et  que  nous  définirons 
comme  il  suit  : 

Quand  le  point  a;'„,  _i '„,  z„  sera  dans  la  région  R  on  aura  : 

6<i. 
Quand  ce  point  sera  dans  la  région  R'  on  aura  : 

û>i. 
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La  région  R  existe  certainemenl  et  son  volume  ne  peut  être  nul,  puisque  G 
est  très  voisin  de  o  quand  le  point  x\,  >'„,  z'^  est  très  voisin  de  x„,  y^,  z„. 

Si  nous  supposons  en  particulier  que  le  point  x„.  )„,  z„  soit  celui  des  points 
de  la  surface  du  corps  où  |  U  |  atteint  sa  valeur  maximum  A,  on  aura  : 

|U'„|>A(i-0) 

tant  que  le  point  t'„,  y\,  ;'„  restera  à  l'intérieur  de  la  région  R. 

Soit  d-:'  l'élément  de  volume  du  corps  dont  le  centre  de  gravité  est  .r'„,^''„,  z\. 
On  aura  : 


/ 


l'intégrale  étant  étendue  au  corps  tout  entier;  et  par  conséquent 


i' 


'R 

l'intégrale  élanl  étendue  seulement  à  la  région  R.  On  en  déduit 


Celte  inégalité  est  vraie  pourvu  que  l'on  ait  choisi  pour  le  point  Xo,yo,  Zo  celui 
des  points  de  la  surface  du  corps  pour  lequel 

|U|  =  A. 

Malheureusement  nous  ne  savons  pas  quel  est  celui  des  points  de  la  surface 
pour  lequel  cela  a  lieu.  Mais  nous  pouvons  tourner  la  difficulté  de  la  façon 
suivante.  L'intégrale 

'  (i  —  iiy-dx' 


/' 


peut  être  calculée  dès  que  l'on  connaît  la  forme  du  corps  et  le  point  Xo,  j'o,  ^o- 
C'est  donc  une  fonction  de  Xo,  y»,  zg.  Cette  fonction  ne  peut  jamais  s'annuler. 
Elle  aura  donc  un  minimum  M  que  l'on  pourra  déterminer  dès  qu'on  connaîtrai 
la  forme  du  corps.  11  vient  ainsi 

A^M  <  1,        d'où        A  <  — L- 

Ainsi  nous  pouvons  déterminer  une  limite  supérieure  du  coefficient  A  et,  par 
conséquent,  une  limite  supérieure  des  dérivées  d'ordre  quelconque  de  U  en  un 
point  quelconque  de  l'intérieur  du  corps.  v 
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5.  —  Retour  à  l'hypothèse  moléculaire. 

Dans  les  raisonncMiicnts  qui  l'emjilissenl  les  trois  paragraphes  pi-i'eiMlcnts,  il 
V  a  un  point  faible  (ju(!  j'ai  diijà  signalé  plus  iiaul. 

Après  avoir  montré  qu'une  certaine  intégrale  ne  pouvait  pas  s'annuler  nous 
en  avons  conclu  que  cette  intégrale  devait  avoir  un  minimum,  et  nous  avons 
délermine  la  tonelion  [I  qui  correspond  à  ce  ininiiniiiii  par  le  calcul  des  varia- 
tions. Or  cette  application  n'eût  été  légitime  que  si  nous  avions  démontré 
d'avance  la  continuité  de  cette  fonction  U.  C'est  d'aillcuirs  la  même  objection 
(|ui  empêche  de  regarder  comme  rigoureuse  la  démonstration  du  principe  de 
Diriciilct  par  Riemann. 

il  esl  vrai  cpie  dans  le  paragraphe  précédent,  nous  avcuis  Iroiivi'  une  limite 
siipi'rieurc*  de  la  (h'rivée  de  cette  lonction  U;  mais,  si  l'on  vt)ulait  s'en  servir 
pour  jll^ll^(■^  remploi  du  calcul  des  variations,  on  coninietlrait  une  pétition  de 
priii(i|)e;  loiil  au  plus  ce  résultai  peiil-il  luellre  sur  la  voie  dans  la  recherche 
d'une  démonstration  satisfaisante. 

Il  faudrait  donc,  pour  obtenir  une  théorie  analjtiquemeni  rigoureuse, 
employer  des  procédés  analogues  à  ceux  qui  permettent  d'établir  le  principe  de 
Dirichlei  el  peul-ètre  des  procédés  plus  compliqués  encore. 

Je  ne  lai  pas  fait  ;  mais  j'ai  pensi'  qu'il  ('lail  possible  d'obtenir  une  démons- 
tration rigoureuse  au  point  de  vue  physique  de  la  iaçon  suivante.  Au  lieu  de 
considérer  l'équation  difl'érentielle  de  Fourier  en  elle-même,  rappelons-nous 
(pi'elle  esl  sa  signification  physique  et  comment  on  l'a  obtenue. 

On  considère  un  corps  solide  formé  d'un  très  grand  nombre  de  molécules. 

Soient 

M,,     M:,     ...,     M„ 

ces  molécules,  n  est  un  très  grand  nombre.  Soient 

V,,    v.„    ...,    v„ 

les  lenqx-raliires  de  ces  molécules. 

F>a  moh'cule  M,-  enverra  à  la  molécule  M/,  une  quantité  de  chaleur  égale  à 

Qx-(V,-V,), 

C/A  étant  lin  coefliriciii  indépendant  des  températures,  ne  dépendant  que  de  la 
distance  des  deux  molécules;  ce  coefficient  est  1res  petit  dès  que  cette  dislance 
devient  sensible. 
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Eu  milrc,  celle  molécule  M,  rayonnera  au  dehors  une  quantité  de  ciialeur 


égale  à  : 


C,V,-, 


C,  étant  un  coefficienl  qui  n'es!  sensible  que  pour  les  molécules  superficielles. 
Si  nous  choisissons  l'unité  de  chaleur  de  façon  que  chacune  de  nos  molécules, 
que  nous  supposons   toutes   pareilles   entre  elles  ail    pour  chaleur  spécifique 
l'unité,  nous  pourrons  écrire  : 

11)  V  -+-  y,  '-'<  (  ^''-  -  ^''i  '  -+-  c,  V, = o 

al        m^ 


cl  nous  aurons  n  équations  pareilles  en  faisant  i-=  i,  ...,/>. 

('.'(■si  on  Iransf'orniant  le  système  (i)  que  Fourier  est  arrivé  aux  équations 
(1111  nmis  ont  occupés  dans  les  paragraphes  précédents.  Pour  cela  il  passe  à  la 
limite,  de  façon  à  |)asser  des  équations  aux  difTérenccs  finies  aux  équations 
diflérentiellês  et  en  lenant  compte  de  l'isotropie  du  corps.  Mais  si  l'étude  de 
ces  équations  diflérentiellês  nous  conduit  à  une  de  ces  difficultés  qui  lienneiil 
à  la  considération  de  l'infini,  nous  ne  devons  pas  oublier  que  celle  difficulté 
est  factici^',  puisque  au  point  de  vue  purement  physique,  ces  équations  diflé- 
rentiellês ne  sont  là  que  pour  remplacer  des  équations  aux  différences  finies 
qui  en  diflèreni  très  peu  et  pour  lesquelles  celte  difficulté  n'existe  pas.  Il  y  a 
donc  iiiti'rèl  à  éludier  le  système  (  i  )  en  lui-nK'ine. 

("iellc  éluflc  ii(^  présente  aucune  difflculli;  puis(|iril  s'agil  d'un  sysièiiie 
d'équations  linéaires  à  coefficients  constants. 

Posons  donc  : 

V,=  Uie-y-', 

les  U,  et  a  étant  des  constantes  ;  les  équations  (  i  )  deviendront  : 

(2)  '  aU(=S*C,i(U,-Ui)  +  G,-U,-. 

En  éliminant  les  n  constantes  U,  entre  ces  n  équations  (a),  on  arrive  à  une 
équation  de  degré  n  en  a  que  j'écrirai  : 

(3;  F(a;  =  o. 

Soient  «i,  «a,  ...,«„  les  n  racines  de  l'équation  (3);  considérons  une  de  ces 
racines  que  j'appelle  «p.  Quand  dans  les  équations  (a)  on  fera  a  =  (z^,  ces 
équations  deviendront  compatibles  et  on  en  tirera  : 

U,=  U/,„        V,=  l]p^,         ...,        U„=U/,„. 
H.  p.  —  ix.  ,4 
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L'iulégralo  j;i!UL'rale  des  équations  (  i  )  sera  alors  : 

V,  =  A,e-».'U,,H- A2e-°'='LI.;,-+-...+ A„e-«"'U„,, 
V,=  A,  e-».'U,.,-4-  A-,  e-^^'U-î-t-.  - .-  A„  e-<«'.'U„2, 


V„=  A,e-«.'U,„+  Aoe-«='Uo„-^-.  .  .+  A„  e-«"'U„,„ 

A|,  Ao,  ....  A„  étant  ii  constantes  arbitraires  d'intégration. 

On  voit  déjà  par  là  que  la  véritable  solution  est  bien  de  la  forme  à  laquelle 
nous  avions  élé  conduits  dans  les  paragraphes  2  et  3.  Mais  la  forme  symétrique 
des  équations  (2)  va  nous  en  apprendre  davantage.  La  quantité  de  chaleur 
envoyée  par  M,  à  M/.-  doit  être  égale  à  celle  que  reçoit  M/,  de  M,-,  on  a  donc  : 

Cm-  =  -H  Gkt. 

Envisageons  donc  la  forme  quadratique  positive  : 

1>(U„  U,,  ...,  U„)=2C,-<(V,— VO^-t-SC/Vr 

les  équations  (2)  pourront  s'écrire  : 

(-.bis)  «U'=5  5ÎJ^ 

Si  nous  regardons  IJi,   LU,   .  .  .,  U„  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans 
l'espace  à  n  dimensions,  l'équation 

<I>  =  i 

représente  un  ellipsoïde  puisque  la  forme  O  est  positive. 

Coinmenl  devrait-on  procéder  pour  trouver  les  axes  de  cet  ellipsoïde.  11 
faudrait  précisément  résoudre  les  équations  (2  bis),  éliminer  les  U,-  entre  ces 
équations,  ce  qui  donnerait  l'équation  (3). 

11  résulte  de  là  que  l'équation  (3)  a  toutes  ses  racines  réelles  et  positives. 
Ce  résultat  est  connu  de  tous  sous  cette  forme  pour  les  ellipsoïdes  dans  l'espace 
ordinaire  à  3  dimensions.  11  est  vrai  encore  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  comme 
nous  l'apprend  la  théorie  des  formes  quadratiques. 

En  effet  la  forme  ^  peut  être  décomposée  en  une  somme  de  /(  carrés  et  nous 
écrirons  cette  décomposition  sous  la  forme  suivante  : 

<1>  =  »!  œ;  -t-  a;  o.j  -+-.  .  .-+-  a„  ç/,, 
OÙ 

Ç/,=  (J/„U,-i-U/,2U»  +  ...-4-U,,„U„, 
U/ii,  U;,2,  . . .,  étant  des  constantes. 
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Soil  inainlenant  : 

e  =  Uî-f-Ui-i-...+  u^ 

La  théorie  des  formes  quadratiques  nous  apprend  que  l'on  peut  choisir  la  décom- 
position de  $  de  telle  sorte  que  : 

ce  qui  entraîne  les  conditions  : 

(4)  u;,,      -+-VI,      -i-...+  u,%      =1, 

(5)  U^,Li,^,-i- Up2U,»-^...-l- U^„Uy„  =  o        (p<q)- 
Si  donc  on  écrit  les  n  équations  simultanées  : 

(6)  ?/.=  !,      ?7='>      (P'-q)' 

ces  équations  admettront  pour  solution  : 

(7)  U,=  U,,,,  11.3=  Up.>,  ...,  U„=U;,„. 

Or  ces  équations  (6)  entraînent  les  suivantes  : 

I    rf<î>  _  d^/,  _       dop  ri  _  '    '^^   _       '^9p  _  "'?/' 


d'où 


I  rf*       ,, 


Nous  retrouvons  les  équations  (2  bis).  Les  valeurs  (7)  des  U  et  la  valeur  a,,  de 
y.  nous  représentent  donc  une  solution  de  ces  équations  (3  his). 

Quelle  est  maintenant  la  signification  de  ces  nombres  «i,  Xt,  ...,  «„. 
Supposons  que  ces  nombres  qui  sont  tous  réels  et  positifs  soient  rangés  par 
ordre  de  grandeur  croissante. 

Il  est  clair  que  «i  sera  le  minimum  du  rapport  : 

6  tpf  -H  o|  +  .  .  .  -f-  tp^, 

Si  maintenant  on  suppose  que  les  /i  variables  U  ne  soient  plus  arbitraires, 
mais  soient  liées  par  la  relation 

(8)  ri  =  o, 

on  verra  que  ao  sera  le  minimum  du  rapport: 

*I)  _    a-2  9  5  -H  .  .  .  +  a„  9  ;, 
6  ~         95+. .  .-(-  oi; 
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Si  le>  l'  sont  lii'os  piir  les  deux  ii'liiiimis 

(8  bis)  9i  =  92  =  o, 

«3  sera  le  iiiininniin  du  rapport  : 

•1'  _  «nçâ-t-..  •+  g,,  9;, 
8  ~       9H  -+-. .  .-I-  97, 

et  ainsi  de  suite. 

L'analo<;ie    avec    l'analjst'    du    parai;iap]ie    !2    est    (ividcuLe;    il    suffit    pour 
relrouver  cette  analyse  de  passer  à  la  limite  comme  l'a  fait  Fourier. 

Le.s  équations  (  i  )  sont  analoj;ues  aux  ('qualions  de  Fourier  : 

'^'         ,  .  »  «^V 

dt  an 

Les  équations  (2)  et  (2  his)  sont  analoj;ues  aux  ('qualions  qui  définissent  les 
fonctions  U  et  qui  s'écrivent  : 

^V-i-kU=o,  ^-4-/,lJ=n. 

an 

Les  noiiiljres  a  sont  analoj^ues  aux  nombres  k. 

La   forme  <1>  est  analogue  à  l'intégrale  que  nous  avons  appelée  B  dans  le 
paragraphe  2  el  la  forme  0  à  l'intégrale  que  nous  avons  appelée  A. 

L'équation  (4)  est  analogue  à  l'équalion  : 


j'^" 


d-  =  i 


et  l'équalion  (5)  (qui  exprime  que  les  axes  de  notre  ellipsoïde  sont  rectangu- 
laires) à  l'équation  : 


CVnVpdz  -o         (n^p) 


11  est  inutile  de  pousser  plus  loin  cette  comparaison,  on  comprend  suffisam- 
ment la  parfaite  identité  des  raisonnements,  bien  que  ceux-ci  soient  parfaite- 
ment rigoureux  dans  le  cas  du  présent  paragraphe,  où  l'infini  n'intervient  pas. 
et  qu'ils  soient  au  contraire  sujets  à  de  grav(!s  objections  dans  le  cas  du 
paragraphe  2. 

Ce  n'est  pas  seulement  dans  l'étude  du  problème  de  Fourier  qu'on  est  con- 
duit à  ces  considérations;  on  obtiendrait  des  résultats  tout  à  fait  analogues  eu 


SUR    LES    ÉQUATIONS    AUX    DERIVEES    PARTIELLES    DE    LA    PHYSIQUE    MATHÉMATIQUE.         I09 

envisageant  au  même  point  de  vue  les  autres  problèmes  de  Physique  malhé- 
inatique. 

Dans  tous  ces  problèmes  on  a  à  intégrer  des  équations  linéaires  aux  dérivées 
|iiirli('lles.  Ces  équations  oui  partout  la  même  origine.  Les  lois  du  phénomène 
vt':ritable  sont  exprimées  par  des  é(|ualions  linéaires  aux  différentielles  ordinaires, 
où  la  seule  \ariable  indépendante  est  le  temps  et  où  les  inconnues  sont  en  très 
grand  nombre;  chacune  de  ces  inconnues  en  effet,  représenle  la  valeur  d'une 
cerlalue  (|iiaiililc  rclalixe  à  l'une  des  molécules  du  corps.  Le  nombre  de  ces 
inconnues  est  donc  k/i,  n  étant  le  nombre  des  molécules  du  corps,  el  /.■  le 
nombre  des  (luantilés  relatives  à  chaque  molécule,  (j'esl  par  un  véritable  passage 
de  la  limite  qu'on  passe  ensuite  de  l'Iiypolhèse  moléculaire  à  celle  de  la  matière! 
continue  et  des  équations  différentielles  ordinaires  aux  équations  aux  dérivées 
partielles. 

Si  donc  on  revient  iiuimcntaniMueiil  à  l'iivpollièse  moléculaire,  on  n'a  plus 
afiaire  c[u'à  des  l'quations  linéaires  ordinaires  à  roetficients  constants,  et  la  seule 
difficulté  provient  du  très  grand  nombre  de  ces  é(jualions.  Mais  il  y  a  plus;  ces 
('■(juations  présenteront  presque  tiuijours  la  svuiélrie  que  nous  avons  oiiservée 
dans  les  é(|uatious  (i)  el  on  sera  encore  ('ou<biit  à  envisager  une  foi'uie  (lua- 
dratiquc  el  tout  sera  ramené  à  la  di'-composilion  de  cette  forme  en  carrés. 

Je  n'en  donnerai  (pi'un  exemple;  j'envisagerai  les  équations  tle  l'élaslicilé. 

Soient  j",j',  r  les  coordonnées  d'une  molécule  quelconque,  dans  l'état  d'équilibre 

lorsque  les  forces  extérieures  appliquées  au  corps  sont  nulles;   soient  x  +  u, 

y  +  <%  J  +  IV  les  coordonnées  de  cette  même  molécule  lorsque  le  corps  élastique 

est   déforuié  sous  l'action  de  forces  extérieures;  soit  •!>  la  fonction  des  forces 

lelalise  aux  forces  elasticpies;  soient  X,  ^',  Z  les  trois  composantes  de  la  force 

(îxlc'i'ieure    appliquée     a     l;i     iiiolccuh'    cousuI(''rée.    Les    ('(pialions    d'écniililjre 

s'écriront  alors  : 

,    .  d^  d^  d(b 

du  dv  dw 

tiomnu'  (/,  c,  KV  sont  très  petits,  nous  pouvons  d('velopper  •!•  suivant  les  puis- 
sances de  ces  quantités  et  négliger  les  puissances  d'ordre  supérieur  à  2.  Les 
termes  du  i'''  degré  doivent  être  nuls,  puisque  l'équiiiljre  normal  est  atteint  pour  : 

îf  =  p  ^  w  =  o. 

Je  puis  supposer  que  le  terme  tout  connu  est  également  mil;  puiscjue  4>  n'est 
déterminé  qu'à  une  constante  près. 
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Eli  ivsunu'  «P  soiM  nue  ioniie  (iiKuli'ali(]iu'  [inr  rapport  aux  u,  r,  u',  el  celle 
t'oniie  sera  positive  parce  que  l'équilibre  normal  doit  êlre  stable. 

Les  équations  (9)  seront  donc  linéaires  en  î<,  ç,  w.  Le  nombre  de  ces  équa- 
tions est  le  môme  que  celui  des  inconnues  u,  c,  (v;  il  est  égal  à  ;t,  si  le  nombre 

lies  molécules  est  -,•  Afin  de  reprendre  les  mômes  noialions  que  tout  à  l'heure, 

nous  appellerons  les  n  variables,  Uj,  U2,  .  .  . ,  U,,;  alors  si  les  trois  coordonnées 
d'une  molécule  que  nous  appelions  tout  à  l'heure  u,  c,  iv,  s'appellent  mainte- 
nant U/;,  U/,+1,  U/,+2,  nous  appellerons  de  même  X,,,  Xy^+i  et  X^j+o  les  com- 
posantes de  la  force  extérieure  appliquée  à  cette  molécule,  composantes  que 
uDus  ap|ieliiiiis  imil  à  l'heure  X,  Y,  Z  et  les  équations  (9)  deviendroni  : 

Nous  décomposerons  la  forme  O  en  carrés  comme  nous  l'avons  fait  tout  à  l'heure 
iM  MOUS  reliouverons  les  formules  : 

'l>  =  Xicp;       -l-a»S5      -(-.  .  .-I- a„  ç^,, 
e  =  s;  -1-1)5  -4-... -H  97,, 

e  =  u.i      +u:i      -h...-hU?,. 

Les  équations  (y  bis)  deviennent  alors  : 

Cj  l'fr)  \  «t-iAll/,,  =  X,,         (/)  =  I,  ■?,...,  «). 

X=l 

.Multiplions  la  première  de  ces  érpiations  par  U/i,  la  seconde  par  U/a,  .  .  . ,  la 
rt"^ par  U/,,  et  ajoutons.  En  tenant  compte  des  (-quations  (4)  et  (5)  il  viendra  : 

(10)  x,-5,  =  U/iX,-i- n,-.x.j-i-. .  .-1- U/„x„,      (j'  =  I,  •),...,  «) 

Multiplions  maintenant  la  première  des  équations  (10)  par  -'  j  la  seconde  par 
— ^,  •  •  • ,  la  rt'''""'  par  -^;  en  vertu  des  équations  d'ortiiogonalité  (4)  et  (5)  ou 
plniôi  des  équations 

vi,,    -HUi,,     -t-...+  u^„     =1, 
Ui,,u,,/-i-  \i-.,,yi«q+..  .-H  u„,,u„,^  =  o, 

rpii  comme  on  h;  siiil  leur  sont  équivalentes;  il  viendra  : 

U,t  =   0,  H 60  -l-  ...  H 0„ 

«1  a»  =<n 
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OÙ  l'on  a  posé  pour  abréger  : 

6;=  U,-,X,-t-U,-,X» +  ...-+-  U,„X„. 

Les  équations  (g)  sont  donc  ainsi  résolues. 

Il  est  clair  qu'une  pareille  solution  ne  peut  être  que  théorique,  comme  l'était 
déjà  la  solution  du  problème  de  Fourier  par  l'intégration  des  équations  (i). 
I>e  nombre  immense  des  équations  (i)  comme  celui  des  équations  (9)  s'oppose- 
rait absolument  aux  calculs.  Mais  celte  solution  purement  théorique  peut  mettre 
sur  la  voie  de  la  solution  véritable. 

Passons  à  la  limite  et  abandonnons  l'iijpothèse  moléculaire  pour  celle  de  la 
matière  continue.  Nos  équations  (  i  )  ou  (9)  deviendront  des  équations  aux 
dérivées  partielles;  nos  formes  quadratiques  4>  et  0  deviendront  des  intégrales 
analogues  à  celles  que  nous  avons  appelées  A  et  B  dans  le  paragraphe  2. 

Notre  procédé  pourra  s'appliquer  sans  autre  changement;  au  lieu  de  décom- 
poser les  formes  $  et  0  en  carrés,  nous  aurons  à  chercher  les  minima  successifs 
de  leur  rapport  ou  plutôt  ceux  du  rapport  des  intégrales  A  et  B  qui  les  rempla- 
cent. On  passera  ainsi  d'une  analyse  analogue  à  celle  de  ce  paragrapiie  à  une 
analyse  tout  à  fait  semblable  à  celle  du  paragraphe  2. 

6.   —  Existence  des  fonctions    U„. 

L'existence  des  fonctions  U„  peut  être  maintenant  regardée  comme  démon- 
trée au  moins  au  point  de  vue  physique.  La  fonction  Ui  sera  une  fonction  qui 
devra  prendre  les  valeurs 

Un,      Ij  1 2 ,       •  ■  ■ ,      U I  ;, 

aux  dill'érents  points  occupés  par  les  molécules 

Ml,     M.,     ...,     M„. 

La  fonction  U2  de\ra  prendre  en  ces  mêmes  points  les  valeurs 

U.,„     Uo,,     ...,     Uo„ 

et  ainsi  de  suite. 

Nous  savons  de  plus  que  les  valeurs  de  la  fonction  Ui  par  exemple  devront 
satisfaire  aux  équations  (2  bis)  du  paragraphe  précédent  que  j'écrirai 
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l.;i  loiiclion  l  I  n\'>l  ilcliiiic  ;iiiisi,  il  est  vr;ii  (|iic  [Knir  it  puiiils  de  l'espiicu, 
à  savoir  les  //  points  occupi's  par  nus  //  molécules;  mais  comme  ces  molécules 
sont  très  nombreuses  et  très  rapprochées  les  unes  des  autres,  on  pourra  calculer 
par  inlerpolalion  la  t'onclion  Ui  pour  tous  les  autres  points  intérieurs  au  corps. 

On  pourra  à  la  vérité  trouver  ainsi  deux  valeurs  différentes  pour  la  fonction 
L'i  si  l'on  adopte  deux  rt'iJ.les  d'interpolation  différentes;  mais  les  diflérences 
seioiil  (lu  uièmc  oi-drc  de  i;iaudeur  (pie  la  dislance  qui  sépaie  deux  ihoIimmIo 
el,  par  ciinséipicnt ,  néi;ligeables  au  point  de  vue  |)lijsicpie. 

I  .a  touclicm  l  ,  ainsi  définie  satisfera  approximalivenienl  aux  ('■cjualions  de 
l''cMii'ier  : 

(pie  l'on  obtient  en  parlant  des  équations  (2  bis)  el  en  passant  à  la  limite. 
L'erreur  <dmmise  en  remplaçant  les  équations  (1)  par  les  équations  (a)  sera 
(lu  même  ordre  de  grandeur  que  la  dislance  qui  sépare  deux  molécules. 

II  V  a  à  cela  toutefois  une  condition,  c'est  que  les  dérivées  de  la  fonction  Ui 
Sfjieni  fini(!s;  on  n'aurait  plus  le  droit  de  passer  des  équations  (  1  )  aux  é(juati(ins 
(a)  si  ces  dériv('es  iHaient  du  même  ordre  de  grandeur  que  l'inverse  de  la 
distance  (jui  sépare  deux  molécules. 

11  nous  resterait  donc  à  établir  que  ces  dérivées  sont  bien  finies;  c'est-à-dire  : 

1"  Que  la  différence  U|, —  U]/,  est  du  même  ordre  de  grandeur  ipic  la 
distance  des  molécules  M,-  et  M/,; 

2"  Plus  généralement,  soit  M^j  une  moli'cnle  (|uelcon(jue  (1(^  coordonnées 
/.  )  ,  ;,  soient  Mr,  M.,,  .  .  .,  M/,  un  certain  nombre  de  iiKjli'cules  très  viusines 
de  Mj  el  dont  les  coordonnées  soient  respectivement, 

X  -^  Çp,     y  -h  T|,^,     3  -H  i;p  ;         x-\-  Ç.^,     y  -h  •/!.,,     .;-)-?.,;  ...  ; 

^-*-?x>    7-^-V    --^'V 

Soit  P(H,,  "/■;,  Ç)  un  polynôme  quelconque  de  degré  inférieur  à  m  en  ^,  rj,  t. 
.Soieni  enfin  a,  ,5,  y,  ...,  /.  un  certain  nombre  de  coeflicienls  relalils  aux 
diverses  molécules  M»,  Mfj,  ...,  M>  ;  et  supposons  (pie  ces  coefficients  satis- 
fassent à  la  condition  suivante  : 

i'X  cela  (piid  (lui;  soil   le   polynôme   I'   pourvu   ipie  sou   degré'  S(ut  iiileriem   à  /// 
[j'écris  par  symétrie  !*(;«,  "la,  Ç^)  au  lieu  de  l'(o,  o,  oj\. 
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Si  CCS  conditions  siml  remplies,  nous  aurions  à  élablir  que  : 

est  du  même  ordre  de  grandeur  que  les  puissances  /«'■*"""  des  quanlllés  ^,  y),  Ç. 

Cela  ne  sérail  sans  doule  pas  impossible;  je  n'aurais  en  efl'el  pour  établir  ces 
divers  points  qu'à  traduire  dans  le  lani;age  de  l'hypothèse  moléculaire  ranalyse 
du  paragraphe  4. 

C'est  ce  que  je  me  réserve  de  taire  dans  un  Mémoire  ultérieur  qui  pourra 
(Hre  regardé  comme  la  suite  de  celui-ci. 

Je  pourrai  dire  alors  que  les  conclusions  des  paragraphes  2,  3  et  4  sonl 
démontrées  d'une  façon  rigoureuse  au  point  de  vue  ])hysique.  Peul-êlre  même 
est-il  permis  d'espérer  que,  par  une  sorte  de  passage  à  la  limite,  on  [lourra 
fonder  sur  ces  principes  une  démonstration  rigoureuse  même  au  poiiil  de  vue 
analytique. 

Paris,  le  ifi  mars   i8Sj. 


H.  P.  —  IX. 


SUR 

CERTAINS  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES 

QUE    L'ON    RENCONTRE 


DA.NS    I.A 


THÉORIE  DE  LA  PROPAGATION  DE  LA  CHALEUR 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sn'ences,  t.  118,  p.  38'>-387  (19  février  i>>il). 


(  )ii  <.<i\\  i|iii'  II'  prolilt'iiii!  du  relroidisseiiicnl  il'iiii  corps  solide  de  forme  tiiiel- 
ct)iic|nc  piMil  iMi'c  considéré  comme  résolu  <niiuid  on  sail  : 

1"   l'Ormcr    les    l'onclions    fondamentales    U,,    qui    satisfoni    ;hix    condition-; 

>Mi\;uili's    : 

AU,,  -t-  X„  U„  =  o     à  f  intériiur  du  coi|is. 

^/U„ 

— ; —  +/(|i„=()     a  la  suiface. 

r/fl 

Les  lellres  />„  et  //  désignent  des  constantes;  la  seconde  constante  h  est  la 
même  jninr  toutes  les  fonctions  fondamentales  et  dépend  du  pouvoir  émissif  du 
cor|)s.    I''nfiu,  /In   représente  une   longuiMir  infiniment  petite  comptée  sur  la 

jiiirniMlc  ;i  \,i  siiriinc  du  roi'p>. 

■a"  DiMnouli'cr  (|u'uiu!  funclioii  iirhitraire  \  p(Mil  étrt^  développée  en  série 
procédaul  mii\;uiI  I(!s  fonctions  loudainenlales,  miiis  la  forme 

\' =  A,U|+ A,U2-H...+ A„LI„  +  ..., 
les  cr>ef(icienls  A/  étant  des  constantes. 
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J'ai  eu  moL-mèiiio  roccasion  d'insister  sur  ces  points  dans  iliverses  Coinuiu- 
nications  que  j'ai  eu  l'honneur  de  faire  à  l'Académie,  et  dans  un  Mémoire 
inséré  au  tome  XII  de  V Aineiican  Journal  of  Mal licnui lies  { '  ). 

Dans  le  cas  du  cylindre  de  révolution,  Fourier  a  uionlré  (|ue  les  lV)nclions 
fondamentales  se  ramènent  aux  fonctions  de  Besselel  il  en  est  encore  de  iiièine 
dans  le  cas  de  la  sphère,  à  la  condition  d'introduire  le^  lonctions  de  Bessel 
d'indice  fractionnaire. 

Considérons  donc  la  fonction  co  définie  de  la  manière  suivante  : 


Cette  fonction  n'est  autre  chose  que  la  fonctitju  de  Bessel  .1,,  (j-j  multipliée 

par  \      )      •  t^llé  satisfait  à  l'équation  dillérenlielle 

d-  a        1 1l  -+-  1   da 
dx-  X        dx 

Consid(h'(Ui^  d'ahorci  le  cas  d'ini  rvliiidre  de  n'volulion,  liiiiilé  par  la  surlaïc 

cylindrique 

j;-  -t-  _)'-  =  I , 
et  par  les  deux  plans 

Posons 

X  =  /'COSto,         y  =  r  siii  oj. 

On    verrait    que     chaque    foiiclion     foiidamentalc    est    le    produit    de    trois 
facteurs  : 

i"   Le  premier  facteur  est  /"cos/zoï,  ou  /■"  sin/;oj,  //  étaiil  un  entier,  le  uièiiie 
qui  ligure  dans  l'équation  [i). 

2"   Le  second  facteur  est  égal  à 

sin  À  ;     ou     cosÀ'z, 

/  et  /'  étant  définis  par  les  équations  transcendantes 

h  Ig'/.  a  -h  X  =  o,  h  eut  g  À' «  =  >.'. 

3"  Le  troisième  facteur  est  la  fonction  'J>(fJt/),  jJ-  étant   une  des  racines  de 
l'équation  transrendiiutc 

(•'■)  H-î'd-"-)  +  Htpl  ;j.  )  =  o, 

où 

11  =  ,l-^-  /,. 

(  '  ;  Cl-  tome,  p.  3S. 
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Considérons  niaiuk'iianl  le  cas  d'iiiK'  splièrc  liinllôe  par  la  surface 

x--hy--^  z'-  =  \, 

cl     posons 

^•--1-  V--I-  :'-  =  /•-. 

Ici  le  ncinihrc  II  qui  figure  dans  l'équalion  (i)  ne  sera  plus  un  entier,  iiitiù  %n 
sriii  un  iiilicr  impair;  je  rappelle  que  dans  ce  cas  l'équation  (i)  s'intègre 
alséiiienl  eu  leiiiics  finis. 

\\\K'  louctiua  t'ondainenlale  quelconque  sera  alors  le  produit  de  r  ',  d'une 
ionclioii  splieri(|ue  d'ordre  /(  —  -  et  de  la  lonctioii  o(iJ.i-). 

Le  coellicieul  ;^  sera  une  des  racines  de  l'équation  transcendante  (2)  mais 

en  prenant 

Il  =  «  —  -i-  -)-/(. 
2 

Les  fonctions  fondamentales  sont  donc  faciles  à  former  dans  le  cas  de  lu 
s|)hère  et  du  cylindre.  Comme,  d'autre  part,  Caucliy  a  démontré  qu'une  fonc- 
tion arliiliaire  de  ;  peut  élre  d('veloppée  en  série  procédant  suivant  les  siu/,^ 
et  It's  cosÀ':;,  le  problème  du  relroidisscnu'ul  de  la  sphère  ou  du  C3dindre 
pourra  êlie  regardé  comme  résolu  si  l'on  |)arvient  à  développer  une  fonction 
arl)ilraire  \    <le  r  pour 

o  <  r  <  i , 

en  série  procédant  suivant  les  lonrtiims  o(p./'). 
C'est  là  l'olijet  de  la  présente  Noie. 

Je  cliercherai  pour  cela  à  généraliser  la  méthode  de  Caucli}'. 
Les  fonctions  'f  (;J^/')  sont  définies  par  les  équations 

(/-  i       ■>.  Il  -+- 1  (/? 


(//■■-  /■         r/r 

TFr 


■+-  jj.-  9  =  0         (  pour  /•  <  11, 
-H  II  9  =  o         (  pour  r  =  i). 


Je  chercherai  a  foriuer  une  fonction  S  restant  linie  pour  ;■  ^  o,  et  salislaisant 
.lux  coiidilious  suixantes  : 

«■/-S       -xn-^-i  dS       ... 0       \/  ,                ^    \ 

-j-   -+-Ç2S  =  V  (pour7-<i). 


dr-  r        dr 


dS        ,,^ 

-; 1- 115=0  (p()urr  =  i). 

dr 


\y,i  lellri-  i  i-eprésent(^  une  constante  rrcl/r  on  iii/iii;iiii 
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La  l'oncLioii  S  esl  facile  à  former;   l'é([iialion  (i)  étanl  du  deuxième  ordre 
admet  une  seconde  intégrale  'J^  que  je  supposerai  choisie  de  telle  sorte  que 

(3)  <f(a:ry(x)-f'{j;)'!^{x)=.^^^- 

Posons  alors 

'J  =  ??'(?)+ "9(Ç), 
9,  =  ç.f(Ç)  +  H'i;(?), 
^B  =  Vo(/-|)Ç"r2"+'  r/r, 


S  =  ?(/■=; 


f   dC  +  'h{rl)    f  r/lî-9(/-?)'^'    f  'm. 


L'équation  (.'^)  ne  suffit  pas  pour  d('leriniuer  l'inléyrali'  -l.  et  elle  ne  cesse 
pas  d'être  satisfaite  quand  on  change  4'  on  '|  +  A9.  Mais  alors,  la  fonclion  S  ne 
change  pas;  cette  fonction  S  reste  donc  la  luôme  quelle  qu(!  soil  l'inlégrale  'li 
que  l'on  choisisse  pariui  loules  celles  qui  remplissent  la  condili(ui  (o). 

On  voit  aisément  que  S  est  une  fonclion  méroiuorphc  de  ;  dans  loulc 
l'étendue  du  plan. 

Il  faut  ensuite  déterminer  la  valeur  asjmptotique  de  .S  pour  ^  irès  grand;  je 

dis  que  quand   lo    module   de  ;  esl  très  grand,  celle  viilciir  asvmplolifpie  i^st 

,   V 
égale  à  --,  (pii'l  que  soil  l'argument  de  ;,  pourvu  (pie  ;  ne  s(jil  pas  ri'ei.  .le  veux 

dire  par  là  que  le  rapport  de  S  à  -  tend  vers  l'unilé,  (piiiiid  Ir  inudulc  ih'  ;  croil 

indéfiniuient  avec   un  argument   constant,    h^s  arguuieiits  n   el    t.   élaul   seuls 
exceptés. 

Pour  le  démonirer,  on  s'appuiera  sur  les  valeurs  asyinptoliques  lucn  cmiiiues 
des  fonctions  de  Bessel;  en  choisissant  l'intégrale  d"  de  telle  façon  que  la  valeur 
asjniplotique  du  produil  9(''ç) '!(''£)  soit  égal  à 


•M>5)-" 


ce  choix  esl  toujours  possible,  mais  11  y  a  lieu  d'observer  qu'on  ne  devra  pas 
faire  le  même  choix  si  la  partie  imaginaire  de  ^  est  positive,  ou  si  elle  est 
négative. 

L'équation  (2)  a  toutes  ses  racines  réelles  et  deux  à  deux,  égales  el  de  signe 
contraire.  Soient  fjti,  jx-.,  .  .  . ,  les  racines  positives  rangées  par  ordre  de  gran- 
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di'iii'.  Soii'ul  Cl.  (■■<.    .  .  .   (lus  cercles  av;iul  [toiir-  ceiiire  l'onj^iue  cl  pour  rayons 

;j.|  -^  [Ij  11-,  -H  ljl:i 

1 )        ■ ^ 1        .  ■  .  . 

V 

(  )ii  |icul  iliMiKiiiIrrr  i|iie,  sur  ces  cercles,  le  ia[>|)orl  de  S  à  ^,  i-eslc  liniiU'.  1  .n 

démonsiralioii  exii;e  des  calculs  loiii;s  mais  sans  (JinicMlu''. 
Il  en  rt'sulle  (|ue.  si  je  d('sij;ne  |)ar  .l^,  rinl(''i;ralc 


/= 


[irise  1(^  loni;  du  cercK'  (  Jy,.  on  aura 

lim.l;,  =  ■>  i-\  [  pour  /<  =»  ). 

Cela  uu)nlre  <|ue  \   est  égal  à  la  somme  des  résidus  de  la  Ibnclion  S?. 

Or.  les  pôles  de  la  tonclion  S  sont  les  racines  de  l'équalion  'J  :=  o,  c'est-à- 
dire  i|ur.  pour  un  pôle,  ;  =  jji,  [J.  étant  défini  par  l'équalion  (2). 

Le  résidu  correspondant  de  S^  est  égal  à 


s  (  /■  |X 


'^T- 


Dans  B  bien  entendu,  c,  est  remplacé  par  p..  Ce  résidu  est  donc  égal  à  çp(fjt/) 
multiplié  par  une  constante  indépendante  de  /■. 

I.a  fonction  V  se  trouve  ainsi  développée  sous  la  forme  voulue. 

Une  dernière  remarque.  Le  raisonnement  précédent  pourrait  se  trouver  en 
défaut  si  V  devenait  infini  pour  r  =  o.  Or  voyons  comment  nous  formons  la 
fonction  V  dans  le  cas  du  ref'roidissciucnt  de  la  sphère  par  exemple.  Soit  W  la 
température  initiale,  qui  sera  une  fonction  arbitraire  de  x.,yelz,  ou,  ce  qui 
revient  au  môme,  de  r,  0  et  01  en  posant 

37  =  r  sin  0  cnsoj,         r  = /•  sin  0  siii  o),         s  =  rcosfJ, 
\\   p<jurra  se  développer  par  la  formule  de  Laplace  en  une  série  de  la  forme 

W  =  ï;Vr""'X, 

\  étant  uni'  fonction  sphérique  d'ordre  n •  On  pourrait  craindre  que  V  ne 

devienne  infini  pour  /■  =  o,  mais  cela  ne  se  présentera  pas  si  je  suppose  que  W 
est  liolomoi'plie  en  x,  y,  z  dans  le  voisinage  immédiat  du  centre  de  la  sphère, 
celte  (onction  demeurant  d'ailleurs  arbitraire  dans  le  reste  de  la  sphère. 
La  même  observation  s'applique  au  cas  du  cylindre. 
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Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  118,  p.  !{!\--!\r>\  (26  février  i8g4^ 


On  sait  quelle  csl  riiiiportance  de  l'équation 

\u  -I-  kii  =  (1 

(où  A  esL  une  constante)  dans  un  grand  nombre  de  questions  de  l'hysiquc 
mathématique.  l-,e  pas  le  plus  important  qui  ait  été  fait  dans  l'étude  de  cette 
équation  est  dû  à  M.  Schwarz  { Festschrift  zi/in  Jubelgeburtstage  des  Herrn 
Weierstrass).  Ses  résultats  ont  été  complétés  par  notre  Confrère,  M.  Picard, 
dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus  du  16  octobre  1893.  J'eii  eu  moi- 
même  l'occasion  do  m'en  occuper  dans  un  Mémoire  publié  dans  le  tome  XII  de 
V American  Jotirncd  of  Mathematics  (*).  Il  me  semble  qu'une  lumière  nouvelle 
peut  sortir  du  rapprochement  des  résultats  obtenus  ainsi  dans  des  voies  difle- 
rentes  :  c'est  ce  que  je  vais  chercher  à  expliquer  brièvement. 

Soit,  dans  l'espace,  un  domaine  quelconque  D  dont  la  frontière  sera  consti- 
tuée par  une  certaine  surface  2.  Soit  dz  un  élément  de  volume  de  ce  domaine. 
Soieniy  une  fonction  quelconque  définie  à  l'intérieur  de  ce  domaine  et  E  une 
constante  arbitraire.  Cherchons  à  former  une  fonction  v  satisfaisant  à  l'équation 

(1)  Al' -^?r -(-./■  =0 

à  l'intérieur  de  S  et  s'annulant  à  la  frontière. 

Cherchons,  à  l'exemple  de  M.  Schwarz,  à  développer  v  suivant  les  puissances 
de  c  et  posons 

(2)  !■  =  (■„-)- r,Ç -H  i'î?--l- 

(  '  )  le  tome,  p.  2X- 
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i\(>ii>  iiuiDiis,  piiiir  (lélt'iiiiiiicr  lo  i-,  (411I  doivcul  siinnulor  à  lii  Ironlièro),  la 
siiito  d'i-qualious 

(3)  Ac(,-l-/=o,         Ac,+i -I- (',  =  <). 

KoriMoiis  lo  iiilc^rnlcs  île  IM.  Scliuarz, 

...  /■  ,,  ,,  r(dv,„  dv„        dv,n  dv„         dv„,   dv„\ 

(•tt'mliu's  à  tous  les  éléments  r/r  du  domaine  D. 

Bien  (jno  les  fonctions  v„  ne  soient  pas  toujours  positiv(^s,  les  propriétés  de 
ces  inlé!;rales  subsistent,  el  l'on  a 

*»  fn./i  ^    »  rn-h\  .n  ^^  V\  i),/ii-i~fi  =  W  rn-i-in 

en  écrivant,  pour  abréger,  W„n-«  au  lieu  de  Wo.m+n. 
De  plus,  ces  intégrales  sont  toutes  positives,  et  l'on  a 

W,        W,        W:, 

l'jifiu.  on  peu!  trouver  un  noudire  Q  ne  dépendant  cpie  du  domaine  I)  et  tel 
(pie  l'on  ail 

Il  résulte  dr  là  fpie,  si 

lim  —=- —  =  -5 

W„  g- 

la  série  (2)  convergera  unifitvinriiieiU  pour 

et  satisfera  M  la  (pi(;stion. 

Pour  aller  plus   loin,   j'invoquerai    un    théorème    que  j'ai    démontré    dans 
V American  Journal  of  Malhcmatics  (l.  XII,  p.  253-259)  ('). 

Soit 

9  =  a,  a,  -(-  aoÇî-l-.  .  .+  Z/,Y^, 

-/-"•  -iT(â)'-(iy-(S)i"- 

On  |)eiit  toujours  (quelles  que  soient  les  fonctions  9,)  choisir  les  coefficients  a 
de  telle  façon  (pK-  le  rapport  r  soit  plus  grand  qu'un  nombre  positif /^p  qui  ne 
dépend  (jiie  du  domaine  D  et  du  nombre  entier/)  et  qui  croît  définitivement 
avec  p. 

(')  Ce  tome,  p.  71-77. 
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F;iis(ins  alors 
d'où 

l'n  =    5:il'/;.l  -I-  ^■•iV„,1  +  .  .  .+  y.pVn.,,- 

Nous  pDiirrons  alors  clioisir  les  a  de  Iclle  façon  que 

V  w» 


W,,„  'W2„ 


>/„. 


Considérons  k's  coclliclcnts  y.  comiiicles  coordonnées  homogènes  d'un  |>oinl 
dans  l'espace  k p  —  1  dimensions;  nous  pouvons  choisir  ce  poinl  de  lelle  sorle 
que 

Wo  "^ 'W,  "^  •  ■  •  ^ -Wo^-i  ■^  // 

Si  ce  point  satisfait  à  celte  condition,  il  appartiendra  à  un  certain  domaine  S„; 
le  domaine  S„+i  sera  intérieur  à  S„  ;  donc  tons  les  domaines  S„  auront  au 
moins  un  point  commun;  on  pourra  donc  clioisir  les  a  de  telle  façon  que 

et,  par  conséquent,  pour  (jue  la  série  (2)  converge  uniformément  pour 

\'i\<lp- 
Nous  allons  supposer  maintenant  que 

et  que  fi  ait  été  choisi  de  telle  sorte  que  f\,  f-i,   .  .  ■,//,_!  s'annulent  à  la 
frontière. 

Soit  ensuite  Ui  une  fonction  s'annulant  à  la  frontière  et  telle  que 

A»,  -H  \Ui-\-  J\  =  o. 
On  aura  alors 

ce  (pii  donne,  pour  déterminer  les  ui,  les  équations  linéaires 

(Zj  M|  -I-  2-2  Mo  +  .  .  .  -I-  2/,  K/,  =   (', 

U-2-h^U,      =— /l, 
(^)  ■  <;  «:,+  Ç«:     =-A, 

) 

«/.-+-?"/>-!  =  — //.-!■ 

H.  P.  —  IX.  16 
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On  fU   lui' 

P,  l'taiil  iiiH'  lonclion  de  £  qui  es!  Iiolomorplu'  coiiuik'  c  pour  15|  <  //,  cl  II  un 
polynoiiif  l'ii  ç  il  coelficienis  conslaiils.  La  fonction  Ui  esl  donc  ni6rouior[)lic 
pour  U  I  <  /,,. 

La  lonclion  /i  l'sl  somiiisc  à  imc  loiidil  loii  icslriclivc  ('crilc  plus  liniil  en 
itolitjufs;  mais  la  lonclion  /y,  csl  ipielconquc. 

Il  en  rcsullc  (pic  la  lonclion  «y,  sera  encore  inéromorphe  pour  |Ç|<//<- 
(pioi(pie_/^,  soil  <lioisi  arhilrairemeni  ;  el  comme  le  nombre  //,  croit  indéflnimenl 
avec/>,  elle  sera  niéromorpiie  dans  loule  l'élendue  du  plan. 

Nous  voyons  d'abord  que  (pour  |t!  <  //<)  P/  et  AP,-  sont  développables  sui- 
\ant  les  puissances  de  ?  en  séries  uniformément  convergentes  et  que  l'on  a 

AI',+  |P,-hll/,=  o. 

D'ailleurs  P,  s'annule  à  la  frontière.  Soit  /,  un  pôle  de  m,,  c'est-à-dire  un 
zéro  du  polynôme  II.  Si  nous  faisons  >  =  k,  il  restera 

AI';-!-  k\' i  =  o. 

L'existence  de  fonctions  satisfaisant  à  l'équation 

\u  -1-  ku  =  o 

se  trouve  donc  démontrée. 

Ces  résultats  s'appliquent  évidemment  au  cas  d'un  domaine  à  deux  dimen- 
sions, c'est-à-dire  au  problème  des  vibrations  d'une  membrane.  On  peut,  en  ce 
qui  concerne  ce  problème,  les  énoncer  ainsi;  M.  Schwarz  a  démontré  l'exis- 
tence du  son  fondamental  d'une  membrane;  M.  Picard  celle  de  la  première 
harmonique;  je  démontre  celle  des  harmoniques  supérieures. 

Ces  n'siiltats  s'éleiidraienl  ciicdic  au  cas  oTi  la  condition  à  la  limite  n'est  pas 
la  même  cl  ou.  au  lieu  de  s'écrire 


L'Ile  s'(''crirail 

du 


hu  =  o. 
In 


c'est-à-dire  au  problème  du  lefroidissemeni  d'un  corps  solide. 
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Introduction. 

On  coiiiiail  l\'<|ualiun  des  vilirnlious  Iransversales  d'une  menilirane  tendue. 

.Si  f/o»  dt^signe  un  élément  de  surface  de  la  membrane .  />  sa  lension,  p  sa 
densité  superficielle,  tv  la  quantité  dont  le  point  x,  y  s'écarte  de  sa  position 
(ré(juilibre  (dans  le  sens  transversal,  c'est-à-dire  perpendiculairement  à  la 
membrane  ou  parallôlemcnl  à  l'axe  des  s),  si  T  représente  l'énergie  cinétique 
el  \   l'énergie  potentielle,  on  aura  : 

dOii  Viin  lire  l'équation  : 

P    it'-n>  r/'iv         i/'l\' 

p    dt-  (Ix-  il)  - 

Si  le  iiiDuvemeiil  est  périodique,  on  aura  : 


IV  =  Il  sin  ■ 


tn  el  7  élanl  des  conslanlcs  el  ii   une   lonclioii  de  x  el  <le  j'  seuleiiieni  ;  et  il 
viendra  : 

(i)  Ak  h — ^  Il  =  o. 

D'autre  part,  sur  le  contour  de  la  membrane  on  devra  avoir  ii  =o. 

La  même  équation  se  rencontre  dans  l'élude  des  petites  vibrations  d'une 
niasse  gazeuse  enfermée  dans  un  vase  solide.  Si  4»  est  le  polenliel  des 
vitesses,  on  devra  avoir  : 


dt^  L  '^^^'      '^h  '      dz-  \ 


\a  condition  à  la  limite  n'est  pas  alors  ^r=o,  mais 


dn 


On  rencontre  encore  la  môme  équation  avec  d'autres  conditions  aux  limites 
dans  les  problèmes  relatifs  à  l'élasticité  des  corps  solides  et  dans  beaucoup 
d'autres  problèmes  de  Physique  mathématique. 
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J'inslsler:ii  soiileinuiil  ici  sur  les  problèmes  relatifs  à  la  théorie  de  la  chaleur. 
Si  V  désigne  la  lempéraLure,  on  aura  : 

K  étant  le  coefficient  de  conductibilité;  et  à  la  surface  du  corps  : 

- — h  /iV  =  o, 
an 

Il  étant  une  constante  positive  proportionnelle  au  pouvoir  émissif.  Si  on  veut 
(jue  l'on  ail  : 

V  =  ue-^', 

u  ne  dépendant  que  de  x  et  de  j',  il  viendra  : 

(3)  Am  -+-       K  =  o. 

Cela  suppose  qu'il  n'y  ail  à  l'intérieur  du  corps  aucune  source  de  chaleur. 
Supposons  que  dans  l'élément  de  volume  dz  du  corps  il  y  ait  une  source  de 
chaleur  qui  produise,  dans  le  temps  <■//,  une  quantité  de  chaleur  qdtdz. 

Soil  p  la  densiié  du  corps,  [x  sa  chaleur  spécifique;  l'équation  (2)  deviemlra  : 


et  l'équation  (a)  : 
En  posant  enfin  : 


-T-  =  i\  AV  -I-  — 

dt  PU 


\u  -h  r-.  u  -h  - — —  =  o. 


K  p,uK 


on  trouvera  : 

(4)  Au  -H  |h  -^  J  =  O- 

Pour  que  u  soil  indépendant  de  t,  il  faut  supposer  qu'il  en  est  de  même  de/ 
et,  par  conséquenl,  que  q  varie  proporlionnellemenl  à  l'exponenlielle  e~=".  Je 
regarderai/ comme  donnée. 

Le  cas  le  plus  intéressant  est  celui  où  a  et  ^  sont  nuls  et  où  V  et  q  sont  indé- 
pendants tlii  temps.  L'équation  (4)  devient  alors  : 

Am  +,/  =  o. 
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avec  la  coudilioii  aux  limilos  : 

iht        , 

-—  -h  /m  =  u. 

t/n 

(î'cst  \c  iirol)l(''nu'  di's  Icmprinlui'rs  slal tiiiinnii'cs. 

Si  K'  uoinoir  fiiii>Ml  ileviciil  nul,  la  cuiulilion  se  r('iliiil  à 

ilu 

-  -  =  o, 

(In 

Si  //  est  infini,  elle  so  rétluil  à 

a  =  o. 

Nous  nous  |)os('rons  tlonc  le  problème  snivaul  : 

Soii  1)  un  ilouiaine  situé  dans  le  plan  ou  dans  l'espace  à  Irois  dimensions; 
soil  K  sa  frontière  qui  sera  une  ligne  dans  le  premier  cas  ou  une  surface  dans 
le  second.  Je  supposerai  que  F  se  compose  d'un  nombre  lini  de  portions  de 
surfaces  ou  d'ai-cs  de  courbes  analytiques. 

.le  désignerai  par  c/r  un  élément  de  I)  et  par  d'^i  un  élément  de  F;  si  Da  trois 
dimensions,  fh  sera  un  volume  el  diti  une  surface;  si  D  n'a  que  deux  dimen- 
sions, d-  sera  une  surface  el  c/w  une  longueur.  Je  désignerai  par  -j-  le  rappori 

à  du  de  raccroissement  du  que  subit  la  fonction  u  quand  on  parcourt  une  lon- 
gueur intiaiment  petite  dn  sur  la  normale  à  F  en  allant  vers  l'extérieur  de  D. 

J'aurai  trois  coordonnées  .r,  v,  ;  ou  deux  seulement  oc,  y  selon  le  nombre 
des  dimensions  de  D. 

Je  me  propose  de  déterminer  une  fonction  r  satisfaisant,  à  l'inlérieur  de  1), 
a  la  condition  : 

Ac  -)-  Çl-'  -!-/  =  o, 

et  sur  la  frontière  F  à  la  condition  : 

— h  hi>  =  o, 

an 

cl  (|ui  de  plus  à  l'intérieur  de  D  est  continue  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux 
premiers  ordres. 

Les  constantes  P  et  /i  sont  données  ainsi  ijuc  la  fonction  y'. 

Dans  certains  cas  je  supposerai  /'=  o,  u  ^  o,  el  je  ne  supposerai  plus  (jue  i 
soil  donné. 

Les  cas  de  1  =  0,  /"=  o,  //  .^:  o,  // =  x  mérileul  d'allircr  parliculièremenl 
l'attention. 
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l'oiir  des  raisons  qu'on  couiprendra  plus  lard,  je  nie  réserve  de  donner  à  '■, 
des  valeurs  positives,  négatives,  ou  même  imaginaires. 

Le  problème  ainsi  posé  a  déjà  lait  l'objel  de  travaux  nombreux. 

Le  plus  iinportani  est  celui  de  M.  Scliwarz  (  h'csisclirij'l  ziiin  .lul)rl  L;chinls- 
liii;f  (les  llci m  II  r/rrs/ias.'! ),  dont  les  résullats  ont  été  compléli's  par  une 
INole  de  M.  Picard  insérée  aux  ("niii files  icii/liis  du  i6  octobre  1890. 

D'autre  part,  AI.  Picard  a  traité,  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  VI, 
4"  série,  du  .loiniuil  di'  Liomillc,  des  questions  qui  se  rapportent  à  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  dans  lesquelles  celle  qui  nous  occupe  rentre 
comme  cas  particulier. 

On  pourra  consuller  avec  (ruit  de  nomijreuses  Notes  du  môme  auleur  dans 
divers  volumes  des  Ci)itipU;s  vcitdus  dt'puis  1889. 

Jai  eu  moi-même  l'occasion  de  m'occuper  de  ces  équations  dans  un  Mémoire 
que  j'ai  publié  dans  le  tome  XII  de  \ American  Journal  of  MalliPinatirs  ('  ). 

Je  ferai  à  tous  ces  ouvrages  de  nombreux  emprunts,  ainsi  que  je  l'explitpierai 
dans  la  suite. 

I.  —   Fonctions    de    Green. 

L'étude  de  l'équation  qui  nous  occupe  se  rattache  directement  à  celle   de 

l'équation  de  Laplace  : 

\u  =  o. 

qui  est,  cumine  on  sait,  ijeaucoup  plus  avancée. 

Le  problème  dit  de  Dlriclilel  consiste  à  trouver  une  fonction  ;/  (pii.  à  l'inté- 
rieur du  domaine  D  satisfasse  à  l'équaiion  de  Laplace  et  qui  prennent  des 
valeurs  données  sur  la  frontière  de  ce  domaine.  Grâce  aux  travaux  de  Scliwarz 
et  de  Neumann,  on  sait  résoudre  ce  problème  dans  un  très  grand  nomlire 
de  cas. 

On  pourra  aussi  ti'ouver  une  fonction  u  qui  satisfera  aux  conditions  sui- 
vantes. A  l'intérieur  de  D  on  aura  : 

Au  =/ 
et  sur  la  frontière 

u  =  i, 

y  et  <p  étant  deux  fonctions  données. 

Une  fonction,  connue  sous  le  nom  de  Green,  joue  dans  la  solulion  de  ces 

(  '  J  Ce  tome,  p.  .>8. 
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divers  |)ri)l)lL'iiius  un  rùle  liés  iiiij>cirUuil.  Je  \:iis  rappeler  sa  iléliiillioii  el  celles 
de  ses  propriétés  qui  me  seront  utiles  dans  la  suite. 

.Soii  ///  MU  ])(iiiil  riiiihile  dciut  l(!s  coordonnées  seroiil  Kîs  coordonnées  cou- 
rauti's  ./•.  )•,  :■;  jx  un  |)uiMl  lixe  doiii  les  coordonnées  seront  Ç,  r/,  Ç;  /•  la  dis- 
tance iiin;  ces  deux  points  sont  supposés  intérieurs  à  I). 

I.a  fonction  de  Green  G  satisfera  aux  (-(uiditions  suivantes  : 

i"  A  l'intérieur  de  D,  on  aura  : 

AG  =  u. 

2"  A  la  frontière,  on  aura  : 

0=0. 

3"  \  rinlerieur  <li'  I),  G  sera  linie  et  continue  ainsi  f|ue  ses  dérivées,  sauf 
|i(]ur /•;=(),  c'esl-à-<lire  (iiiaiid  le  point  m  viendra  eu  p.. 

4"   Si  D  a  trois  dimensions,  la  dillerence 

G--i- 

/(Tt /■ 

resleiii  lime  el  cnnlinue  pour  /' -^  o.   .Si  I)  a  d(uix  dimensions,  la  diflérence 

G-i-  ;-^  logr 

restera  finie  (M  conliniie  pour  /•  =  o. 

Ces  conditions  siilliseiil  pour  d(''leriiiiiier  la  lonclioii  (  !  ;  il  n'\  a  (piiine  Icjuc- 
lion  (le  (  ireeii  ipii  corresponde  à  un  domaine  I)  (loiim'^  (!t  à  un  point  ;j.  donné. 
I  )e  plus,  il  y  eu  a  loujoiirs  une  et  ou  sait  la  loriuer  (piaud  le  domaine  I)  est 
limile,  comme  nous  le  siipixisons,  par  un  luuulire  fini  de  lit;nes  ou  de  siirlaces 
analjtirpies. 

Si  une  foncti(jii  u  satisfait  à  l'intérieur  de  \)  à  l'cicpiation 

Am=/ 
et  s'annule  à  la  Ironlière,  ou  aura 
(I)  u{x,  y,:)  =  -j  G/(  Ç,  -ri,  'Ç  )  il\  '/r,  ilX,  ; 

G  dépend,  en  effet,  à  la  fois  de  x^  y,  z  et  de  ï,  rj,  Ç.  Il  va  sans  dire;  cpie  si  le 
domaine  \)  n'avait  que  deux  dimensions,  11  dépendrait  seiiliunent  de  ./•  et  y,  _/" 
de  ^  et /j,  G  de  a?,  y,  ^  et  rj  ;  et  l'inléjjrale  triple  poilaiil  sur  les  diflérentielles 
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di,,  dn,  dZ,  devrait  élre  remplacée  par  une  intégrale  double  portant  sur  les  diffé- 
rentielles dï^,  dn- 

Il  est  aisé  de  trouver  des  inégalités  auxquelles  doit  satisfaire  la  l'onction  de 
Green.  Si  le  domaine  D  a  trois  dimensions,  on  aura  : 

o<G<^. 

D'autre  part,  si  To  et  i\   sont  la  plus  petite  et  la  plus  grande  distance   du 
point  p.  à  la  frontière  de  D,  on  aura  : 


4-r        4j;ro  i'r        4-ri 

Cela  tient  à  ce  que  la  fonction  G  ne  peut  avoir  de  minimum  à  l'intérieur  de  D 

et  qu'elle  s'annule  à  la  frontière.  D'autre  pari,  la  dill'érence  G — — —  ne  peut 

avoir  à  l'intérieur  de  D  ni  maximum,  ni  minimum,  et  sur  la  frontière  de  D  elle 
varie  entre  les  limites 

I 


et     — 


4~'"o  4"'"i 

.Si  le  domaine  D  n'a  (|ue  deux  dimensions,  ces  inégalités  doivent  être  rem- 
placées par  les  suivantes  ; 

(j>o,  log —  <anO<lng 


r 


De  tout  cela  on  déduit  immédiatement,  si  D  a  trois  dimensions  : 

/  étant  la  plus  gi-ande  dimension  de  D,  c'esl-à-dire  la  plus  grande  dislance  de 
deux  points  de  la  frontière  de  D. 

Si  D  n'a  que  deux  dimensions,  ces  inégalités  doivent  être  remplacées  par  les 
suivantes  : 

On  peut  également  assigner  une  limite  supérieure  N  à 

On   peut   déduire   de   là  des  conséquences  importantes    comme  l'a  montré 
M.  Picard  dans  son  Mémoire  cité  plus  haut  du  Journal  de  Liouville. 

H.  P.  -  IX.  ,T 


i3o 
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Revenons  à  lu  relation  (  i  ).  Soit  F  le  maximum   de   | /'|,  M  =  ;    ou  ->   une 


limite  supérieure  de    /  Gdz.  On  aui 


u|<MF, 


du 
dx 


<NF,         |^|<NF. 


Si  niainlenanl  la  fonction  y  a  ses  dérivées  du  premier  ordre  finies,  et  que  Fi 
soit  une  limite  supérieure  du  module  de  ces  dérivées,  les  dérivées  secondes 
de  u  seront  plus  petites  en  valeur  absolue  que 

PF-hP.F,, 

P  et  Pi  étant  deux  constantes  positives  ne  dépendant  comme  M  et  N  que  du 
domaine  D. 


II.  —  Intégrales   de   Schwarz. 

Soit  y"  une  fonction  donnée  et  ^  une  constante  donnée  et  proposons-nous  de 
trouver  une  fonction  c  qui  à  l'intérieur  de  D  satisfasse  à  l'éq\iation  : 


(I) 


Ap  -t-  Çp  +/=  o 


et  qui  s'annule  sur  la  frontière.  Je  désignerai  cette  fonction,  si  elle  existe,  par 
la  notation  : 

"  =  [/,?]■ 

A  l'exemple  de  M.  Schwarz,  je  me  propose  de  développer  v  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  ^  en  écrivant  : 

(2)  p=  Po-l- Pi  Ç -I- PîÇ- -H.  .  .. 

Je  suis  ainsi  conduit  à  la  suite  d'équations  : 


Apo  -h/        =  o 
Api  -t-  Po      =  o. 


(3) 


Ap,i-t-  p„-i=  o 


qui  déterminent  complètement  les  fonctions  p„  si  l'on  adjoint  la  condition,  à 
laquelle  ces  fonctions  sont  astreintes,  de  s'annuler  sur  la  frontière  de  D.  Si 
nous  désignons  par  dz'  le  produit  des  trois  différentielles  c?^,  dn,  6?Ç,  par  /' 
et  v'^  ce  que  deviennent  /  et  f„  quand  on  j  remplace  x,  y,  z  par  E,  t),  Ç, 
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nous  trouverons  : 

•   ^0=      Gf  d-',         Vi=      Gv'odz,         Vn=  {  Gv'„_id-',         

Si  /est  toujours  positif,  il  en  est  de  même  de  toutes  les  fonctions  c,,.  C'est 
ce  qui  arrive  dans  l'hypothèse  de  /=  i  envisagée  particulièrement  par 
M.  Schwarz.  Mais,  si  comme  je  le  suppose,  /  peut  avoir  un  signe  quelconque, 
il  en  est  de  même  de  t^„,  mais  cela  ne  changera  rien  aux  résultats  essentiels. 

Formons  maintenant  les  intégrales  considérées  par  M.  Schv^arz  dans  son 
Mémoire  cité  : 

,,,  /"  ,  ,,  C  (dv^  dv„        dv,n  dv„        dv„  dv„\ 

W„.„  =  j  .„,  .'„  d.,        V  „, „  =J^^-  —  -^——  +  ——jd-.. 

M.  Schwarz  a  démontré  les  théorèmes  suivants  : 

i"   On  a 

de  sorte  que  nous  pouvons  simplifier  la  notation  et  écrire  W^^-n  au  Lieu 
deWm.n. 

2°  Les  intégrales  W,„.„  et  Y  m.,,  sont  toujours  positives. 

3°  Enfin  on  a  : 

Wj       Wj        VV3 

w;  ^  \Vi  "^  W»  ^■"■" 

Ces  résultats  subsistent  quelle  que  soit  la  fonction /et  je  n'ai  rien  à  changer 
à  la  démonstration  de  M.  Schwarz;  le  seul  point,  en  effet,  où  le  fait  que  p„  est 
positif  semble  jouer  un  rôle  est  le  suivant  : 

«  Weil  dass  Doppelintegral  Wo.n_i,  dit  M.  Schwarz,  nur  positive  Elemente 

enthalt  so  hat  jedes  Doppelintegral  j  Voi>n-idx  bei  welchem   die  Intégration 

iiber  ein  Theil  des  Gebietes  D  erstreckl  wird  einen  endlichen  W  erlli,  welcher 
kleiner  als  Wo.n-i  ist.  » 

Il  est  clair  que  si  t'„_i  n'est  pas  toujours  positif,  on  pourra  encore  assigner  à 
celte  intégrale  double  une  limite  supérieure  qui  ne  sera  plus  Wo.«_i,  mais  : 


/i 


I  Co^n-l  I  dx. 

Le  reste  de  la  démonstration  n'en  serait  pas  changé. 
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tii  louant  couipto  de  la  relation 

p„=  /Gi-;,.,  d-z', 

ou  trouve  ensuite,  comme  dans  le  Mémoire  de  M.  Scliwarz  : 

vl<f{V„_,y'dx'  jG'-d-J 

uu 

Vf,  <  Q2  W.„_,,        k„  |<  Q  \/W2„_.>, 

l  lï       . 

O'-*  étant  égal  à  -r-  ou  à  -—  suivant  que  D  a  trois  ou  deux  dimensions. 

Il  en  résulte  que,  si  T  désigne  le  volume  ou  la  surface  de  D,  il  vient  : 

W,„<Q-iTW2„_,. 

Cette  formule  est  toujours  homogène;  Q'^Test  en  effet  toujours  la  quatrièmt 
puissance  d'une  longueur,  que  D  ait  trois  ou  deux  dimensions. 
Il  en  résulte  encore  que  : 

uu  bien  que  : 


<Qv/T; 


w„<w,  <w;^-  •<'^^^- 

W 
Donc  le  rapport       "'^'  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée,   positive  et 


\V„ 


plus  petite  que  Qv'T.  Il  en  est  de  même  du  rapport  4/       ""*"  • 
Donc  la  série  : 

(4)  Q  v/Wo  +  Ç Q  v/Wî  +  ?2 Q  v'W^  + . . .  -H  ç"  Q  v/Wo„  + . , , 
converge  absolument,  pourvu  que 

Or  les  termes  de  la  série  (4)  sont  indépendants  de  x,  y,  z  et  plus  grands  en 
valeur  absolue  que  ccmjx  de  la  série  : 

(5)  t-'i-+-Çl'2+Ç''»'3-H.... 

Donc  la  série  (5)  converge  absolument  et  uniformément  (par  rapport  à  x,  y 
et  z),  pourvu  que 

//  en  est  donc  de  même  de  la  série  (a). 
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.le  dis  maintenant  que  la  série  (2)  satisfait  à  l'équation  (i). 
En  effet,  la  série 

(6)  ç  =/-!-  Ç(;o -H  ?■-(••,-+- l'i^o-H-  •  ■ 

converge  aussi  absolument  et  uniformément,  et  on  aura  : 

D'autre  pari,  chacun  des  termes  delà  série  uniformément  convergente  (2) 
s'annulant  à  la  frontière,  il  en  est  de  même  de  v.  Je  dis  maintenant  que 

9  =  —  àv. 

Il  est  évident  d'abord  que  la  série  : 

dvo         dvi  dvï 

dx  dx       ^    dx 

converge  aussi  absolument  et  uniformément.  On  a,  en  effet, 

dv 


^j^|<Np»_,<QNv/W,„_„ 

N  étant  la  quantité  positive  définie  au  paragraphe  précédent  et  ('"_,  la  plus 
grande  valeur  de  |  i'„_i  |. 

On  a  donc 

dij  _  df       Çf/po       ,.., '^''i       fi '^''2 

dx  ~  dx         dx  dx       '    dx  "^  '  '  '  ' 

I  ■    u  •  1  ■      ■  ,    •  .    df 

de  sorte  que,  si  1  on  peut  assigner  une  limite  supérieure  a  --|-)  ce  que  je  sup- 
pose, on  pourra  en  assigner  une  à    ;y-  •  H  en  est  de  môme  en  ce  qui  concerne 

d-a      .  d-a 
dy        dz 

La  série  (6)  étant  uniformément  convergente,  je  puis  écrire  : 
Tg  ?'  rfx'  =  Tg/'  d-z  ^  \  Cg  v'o  dx  -hr-  I  G  <■',  dz'-+-    .. 
ou  bien  : 

(7)  /   Gç'a;-'=  t'o-^  çi'i-t- ?^C2-i-.  .  .=  c. 

Comme  on  peut  assigner  à  cp  et  à  ses  dérivées  une  limite  supérieure,  la  rela- 
tion (7)  prouve,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  précédent, 
que  v  a  dos  dérivées  secondes  et  que 

Ap  =  —  <f.  C.   Q.    F.    D. 
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i.e  problème  est  donc  résolu  quelle  que  soit  la  fonction/,  pourvu  que 

I 


ISK 


Qv/T 


Pour  aller  plus  loin,  il  faut  que  j'aie  recours  à  un  théorème  que  j'ai  démontré 
dans  le  tome  XII  de  1'  «  American  Journal  »  et  dont  je  vais  reproduire  ici  la 
démonstration  afin  d'y  introduire  certaines  simplifications. 

III.  —  Lemtne  préliminaire. 

Soit  V  une  fonction  quelconque  de  x^  y^  z;  posons  : 

J'écrirai,  pour  abréger 

-/SCS)'-    ■ 

Je  suppose  d'abord  que  V  satisfasse  à  la  condition  : 

et  je  me  propose  d'évaluer  une  limite  inférieure  du  rapport  -^  • 

Soient  ch  et  dz'  deux  éléments  de  volume  du  corps,  ajant  respectivement 
pour  coordonnées  x,  y,  z  et  x' ,  y',  z'  ;  et  soient  V  et  V  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion V  au  centre  de  ces  deux  éléments.  On  aura  : 

AT  =   /  V2  dxdx'  =   /  V'2  dz  d-z', 

0=  Ç\  d-z  Ç\'  d-J  =  Ç\'\'  rfx  dz  ; 

d'où  enfin  : 

2AT=  Ç{\  —  \'y-d-zdz'. 

Les  intégrations  doivent  être  étendues  à  tous  les  couples  dz,  dz'  d'éléments 
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de  volume  du  corps.  Un  couple  formé  de  deux  éléments  de  volume  £  et  Zi  figu- 
rera deux  fois;  la  première  fois  de  telle  façon  que  s  joue  le  rôle  de  dz elEi  celui 
de  dz';  la  seconde  fois  de  telle  façon  que  ei  joue  le  rôle  de  dz  et  s  celui  de  dz'. 
Changeons  maintenant  de  coordonnées  en  posant  : 

a:  =  Ç  -t-  p  sin  6  cos  cp,  a;'  =  |  -4-  p'  sin  9  cos®, 
y  =  •'1  -I-  p  sin  6  sin  ç,  j-'  =  t)  -1-  p'  sin  6  sin  cp, 
2  =  pcos6,  3'=  p' cos  6. 

Pour  transformer  une  intégrale  sextuple   /  F  dz  dz',  il  faut  appliquer  la  règle 
de  transformation  des  intégrales  multiples.  On  trouve  ainsi  : 

JF  d-c  dz'  =  JFip  —  p')2  sin  6  cosO  dp  dp'  d\  di\  rfO  rfç. 

J'écrirai  pour  abréger  : 

/  F  dz  dz'=  Çv{p  —  p'y-  dp  dp  dQ, 

en  posant  : 

dQ  =  sin  6  cos  9  d^  dr\  rf9  rfç. 

Nous  trouvons  donc  : 

i/rfV 


BT  =f  2  (  ^')'(P  -  P'r-  d?  dp'  dQ 
2kT  =  r{\—W'y(p  —  p'y-dpdp', 


et 

'  dQ. 


Voici  quelles  doivent  être  les  limites  d'intégration.  Soit  M  le  point  x,  y,  z; 
M' le  point  x',  y',  z'  ;  la  droite  MM'  est  définie  par  les  quatre  variables  Ç,  r),  0, 
et  cp;  les  deux  autres  variables  p  et  p'  définissent  la  position  des  points  M  et  M 
sur  cette  droite. 

Supposons  que  le  domaine  D  soit  convexe  ;  la  droite  MM'  rencontrera  la 
frontière  en  deux  points  que  j'appellerai  Mo  et  Mi  et  qui  correspondront  aux 
valeurs  po  et  pj  de  la  variable  p;  les  points  M  et  M'  étant  situés  alors  entre  les 
points  Mo  et  Mi,  on  aura  : 

po<p<pi;        po<p'<pi- 

Par  conséquent,  regardant  d'abord  ^,  rj,  6,  tp  comme  des  constantes,  nous  inté- 
grerons par  rapport  à  p  et  par  rapport  à  p'  entre  les  limites  po  et  pi- 


nfi 
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Regardant  ousiiilc  0  et  9  comme  des  constantes,  nous  intégrerons  par  rapport 
à  ^  et  Y)  en  donnant  à  ces  variables  toutes  les  valeurs  telles  que  la  droite  MM' 
rencontre  D. 

Nous  intégrerons  enfin  par  rappori  à  0  depuis  zéro  jusqu'à  -  el  par  rapport 
à  ep  depuis  zéro  jusqu'à  27:. 

Si  donc  nous  posons  : 


2c=J(\'-Yy(p-p'ydpdp\ 


il  viendra  : 


=./ 


BT=  /  bdQ,         AT 


=/" 


dQ. 


Il  importe  de  remarquer  que  tous  les  éléments  de  toutes  ces  intégrales  sont 
positifs. 

Nous  avons  maintenant  : 


-y<2(£y' 


d'où 
(I) 


''>y  (-^)  (.P  —  p'Y-dpdp. 


Pour  aller  plus  loin  je  vais  employer  une  inégalité  dont  M.  Schwarz  a  fait 
aussi  un  fréquent  usage;  on  a,  quelles  que  soient  les  fonctions  cp  et  '\i, 


I  ^'l/dx]'  <  I  ^'-dx  j'y-  dx. 


Si  donc  p'>  p,  on  aura  : 


fV'—  V)2  = 


^^'  d\ 


Les  éléments  de  l'intégrale  2a  peuvent  se  répartir  en  deux  groupes,  ceux 
pour  lesquels  p'>p  el  ceux  pour  lesquels  p  >  p' ;  comme  la  quantité  sous  le 

signe  /  ne  change  pas  quand  on  pernnile  p  el  p',  l'intégrale  étendue  aux  élé- 
ments du  prtimier  groupe  est  égale  à  l'intégrale  étendue  aux  éléments  du 
second  groupe,  de  sorte  qu'on  aura  : 

<i=f(\-V')Hp-p'r-dpdp' 
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en  bornant  l'inlégraliou  aux  éléments  du  premier  groupe,  c'esl-à-dire  que  les 
inégalités  qui  définissent  les  limites  d'intégration  s'écriront  : 

Po<  ?<p'<  pi- 
Il  vient  alors,  en  vertu  de  l'inégalité  (2)  : 


(3) 


"  <  i  i'^)  (  p'  —?)■■'  rfp  «'p'  f/ê, 


les  limites  de  l'intégral  ion  étant  définies  par  les  inégalités  : 

( i)  Po<  p  <  ê  <  p'<  Pi- 

Nous  allons  maintenant  transformer  l'intégrale  du  second  membre  de  (1). 
Considérons  d'abord  l'intégrale  étendue  à  tous  les  éléments  du  premier  groupe  ; 
j'aurai  alors  : 

?o<  P  <  p'<  Pi 

et  si  je  change  p  en  ê,  l'intégrale  s'écrira  : 

/    (^  V(p'-g)î«?p'rfê  (po<S<p'<p,)- 

Envisageons  maintenant  l'intégrale  étendue  à  tons  les  éléments  du  second 
groupe  ;  on  a 

?o<  p'<  p  <  pi- 

Si  on  change  p'  en  p,  et  p  en  6,  l'intégrale  devient  : 

j  (--^y(s-pY-dp(f^   (■po<?<6<p,). 

Ainsi  l'inégalité  (i)  devient  : 

6 >y(-^)"(p'-ê)^r/p'rf6+j  (^_y(.s_p)2rfprfg    (po<p<s<p'<p,). 

Si  alors  nous  posons  : 

"■  =      (?'  —  P)'«'p«'p', 

i'^  =  /  (  p' —  S )"- ^p' -I-   /   ( ê  —  p  )2  rfp, 

il  viendra  : 

H.  P.  —  IX.  iS 
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Les  limites  de  l'intégration  sont  définies  par  les  inégalités  (4)- 
On  trouve  aisément  : 

(pi  — Po)*—  (pi—  ê)»— (6  —  po)* 

a  ^  ) 

20 

r,        (p.-6)^+(g-po? 


Quand  6  varie  de  po  à  pi,  on  voit  aisément  que  <x  atteint  son  maximum  et  p 
son  minimum  pour 

"  _  P'  "*"  ?" 


On  a  donc 


d'c 


3 


p       i6  I  2i 

a  >    9    (p,-p„)2  -^  9^-' 


t  désignant  comme  plus  haut  la  plus  grande  dimension  du  domaine  D. 
Il  en  résulte  : 


et 


P 


C'est  la  limite  cherchée. 

Dans  le  mémoire  de  V American  Journal,  j'avais  trouvé  une  limite  différente  : 

B        3T 
A  -^  -îl^' 

Celle  que  j'adopte  ici  est  plus  maniable. 

Si  D  n'a  que  deux  dimensions,  le  môme  calcul  donnerait  : 

B       ^ 
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Je  suppose  maintenant  que  l'on  ait  : 

V  =  a,  9 1  -1-  02  9-1 -H  .  .  . -t-  a^  !p^, 

94,  93,  .  .  . ,  cpp  étant/)  fonctions  données  de  x^  y,  z,  et  les  a  étant/»  coefficients 
arbitraires,  et  je  me  propose  de  chercher  si  l'on  peut  choisir  les  a  de  façon  que 
le  rapport  B  :  A  soit  plus  grand  qu'un  nombre  donné  convenablement  choisi. 
Je  dis  d'abord  que  si  l'on  peut  décomposer  le  domaine  D  en  p  —  i  solides 
partiels  convexes  de  telle  façon  que  la  plus  grande  dimension  de  chacun  de  ces 
solides  soit  plus  petite  que  /,  on  pourra  choisir  les  a  de  telle  façon  que  le 

rapport  B  :  A  soit  plus  grand  que  — rj- 

Soient,  en  effet,  Ri,  R2,  .  . .,  Rp-i  ces  p  —  1  solides  partiels  dont  l'ensemble 
forme  le  domaine  D. 

étendue  au  solide  R,;  soit  A,  l'intégrale 


Soit  B/  l'intégrale 


/ 


Elï)-" 


/ 


V^rfT 


étendue  au  solide  R,-;  soit  enfin  C,-  l'intégrale 


/' 


étendue  au  solide  R/.  On  aura 


B  =  B, -H  B2 -(-... -f- B^_,, 

A    =    A,  -I-    A2  -H  .    .    .  -I-   A;,_l. 

B,,  A,-  et  G,  dépendront  des  coefficients  a;  B,-  et  A,-  seront  des  polynômes 
homogènes  du  second  degré  par  rapport  à  ces  coefficients,  pendant  que  les  G,- 
seront  des  polynômes  homogènes  du  premier  degré.  Je  pourrai  donc  clioisir 
les />  coefficients  a  de  façon  à  satisfaire  aux/?  —  i  relations  linéaires  : 

Cl  =  C2  = . . .  =  Cp-i  =  o. 

On  aura  alors,  puisque  G,  est  nul  et  que  la  plus  grande  dimension  de  R,-  est 
plus  petite  que  /  : 

A,  ^9/'-' 
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ol,  par  conséquenl. 

c.    Q.    F.    n. 

Si  le  doinaiiio  D  esl  convexe  et  conleiiu  tout  entier  dans  un  cube  dont  le  côté 
soit  égal  à  A,  nous  pourrons  partager  ce  cube  en  ^■'  cubes  égaux  dont  le  côté 

sera  ésal  à  -  ■  Le  solide  commun  à  l'un  de  ces  petits  cubes  et  à  D  sera  convexe 
P         y  I 

...  .  ,  .  Ai/S 

et  sa  plus  grande  dimension  sera  plus  petite  que  — - — 

Si  p  esl  égal  au  nombre  de  ces  solides  plus  un,  on  pourra  choisir  les  a  de 
façon  que 

A  -^  27  A2 

On  le  pourra  encore  a  fortiori  si />  est  plus  grand  que  ce  nombre. 
Or  le  nombre  de  ces  solides  est  au  plus  égal  à  y-'  ;  il  suffît  donc  que 

Nous  pourrons  donc  choisir  les  a  de  telle  façon  que 

B       , 

si  nous  posons  : 

I    _  1^9' 

'^      27A2 

rj'  étant  le  plus  grand  cube  parfait  contenu  dans  p  —  i . 

Si  le  domaine  D  n'est  pas  convexe,  on  pourra  toujours  le  décomposer  en 
///  solides  convexes;  si  chacun  de  ces  solides  convexes  esl  contenu  à  l'intérieur 
d'un  cube  de  côté  égal  à  A,  nous  pourrons  décomposer  chacun  de  ces  cubes 

en  y  '  cubes  de  côté  égal  à  -  ;  les  plans  des  faces  de  ces  petits  cubes  partageront 

chacun  de  nos  m  solides  convexes  en  solides  partiels  dont  le  nombre  sera  au 
plus  égal  à  çf  '  ;  nous  devrons  donc  choisir  ij  de  lelle  façon  que 

p  ^  mq^-¥- 1  ; 
el  nous  aurons  encore  : 


q^  étant  le  plus  grand  cube  parfait  contenu  dans 
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Si  D  n'avait  que  deux  dimensions  et  se  décomposait  en  ni  domaines  convexes, 
contenus  chacun  dans  un  carré  de  côté  A,  on  trouverait  : 


q^  étant  le  plus  grand  carré  pariait  contenu  dans 


p-i 


Dans  tous  les  cas  on  peut  rltoisir  les  a  de  telle  faron  (fin 

B 


A 


>L/., 


Lp  étant  un  nombre  qui  ne  dépend  que  du  domaine  D  et  du  nond>re  p  et  qui 
croît  indéfiniment  avec  p. 

Le  nombre  L^j  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  p' ,  si  D  a  trois  dimen- 
sions; et  du  même  ordre  de  grandeur  que  p,  si  D  n'a  que  deux  dimensions. 

IV.  —  Théorème  fondamental. 

Soient  y'i,  J-i,  .  .  .,  y^,  p   l'onctions  quelconques   de  x,  y  liV  z\  soient,  en 
reprenant  les  notations  du  paragraphe  II  : 


Soient  maintenant  oti,  a.,  .  .  . ,  a^,  p  coefficienls  arbitraires;  posons  : 
et 

^'  =  2i  iVi  -+-  «2  it'a  -(- .  .  .  -I-  ap  Wf,  ; 
d'où  : 

Nous    pourrons,    à    l'aide    des    i'onctions    c,,    construire    les    intégrales    de 

Schvvarz  W„.  D'après  ce  que  nous  avons  vu,  le  rapport      ""^'  sera  constamment 

croissant;  mais  comme  il  ne  pourra  pas  croître  au  delà  de  toute  limite,  il  tendra 
vers  une  certaine  limite  X  quand  n  croîtra  indéfiniment. 

Je  dis  qu'on  peut  toujours,  quelles  que  soient  les  fonctions  J\,  J'-i,  .  .  . ,  fp, 
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choisir  les  coefficients  arbitraires  a  de  telle  façon  que  : 


En  effet,  d'après  le  lemnie  qui  précède,  on  pourra  toujours  choisir  les  a  de 

telle  façon  que  : 

V 

•  ri  ,n 


OU 


L, 


W.,„  I 

< 


W«„_,  ^  hp 
ou,  enfin, 

Je  considère  un  instant  aj,  a^,  .  .  .,  a^  comme  les  coordonnées  homogènes 
d'un  point  M  dans  l'espace  k  p  —  i  dimensions;  on  peut  choisir  ce  point  M  de 
façon  à  satisfaire  aux  inégalités  (2).  Il  y  aura  donc  dans  l'espace  à  />  dimensions 
un  domaine  ô„  tel  que,  quand  le  point  M  est  dans  ce  domaine,  les  inégalités  (2) 
soient  satisfaites. 

En  changeant  n  en  «  +  i ,  je  vois  qu'il  existe  un  domaine  5„+,  tel  que, 
quand  M  est  dans  ce  domaine,  les  inégalités 

W,         W»  W2„_i  W2,,  W2„+,         Lp 

soient  satisfaites. 

Mais  les  inégalités  (2  bis)  entraînent  les  inégalités  (2).  Donc  le  domaine  ô„+i 
est  tout  entier  contenu  dans  le  domaine  o„. 

.J'aurai  donc  une  série  de  domaines 


tels  que  chacun  d'eus  soit  tout  entier  contenu  dans  le  précédent.   Tous  ces 
domaines  auront  donc  une  partie  commune  â  qui  pourra  se  réduire  à  un  point. 
Si  alors  les  coefficients  a  sont  choisis  de  telle  sorte  que  le  point  M  appar- 
tienne à  d,  on  aura,  quelque  grand  que  soit  n  : 

W,    ^  hp 
et,  par  conséquent, 
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Il  en  résulte,  en  raisonnant  comme  au  paragraphe  II,  que  la  série 

v/Wo-l-Ç  s/Wî-i-Ç^^/Wi-i-... 

converge,  pourvu  que 

I  ?  1<  L;> 

et,  par  conséquent,  que  la   série  (i)  converge  absolument  et  uniformément 
toutes  les  lois  que 

l?l<L/,. 

Le  rayon  de  convergence  de  la  série  (i)  n'est  donc  plus  égal  à  — —  comme 

P  V  T 
dans  le  paragraphe  II,  mais  à  hp. 

Soit  maintenant/,  une  fonction  quelconque  et 

"  =  [/i  5]  =  ^'o-+-Ç^'l-^-Ç-^'2-l-■■■• 
Soil 

Ui  =[Vo,   Ç  ]  =  ('1  -H  ?  fî  -*-  r  f:.  -4-  ■  .  . , 


Up  =  [  Vp-,,  $  ]  =  i7,_,  +  Ç  t> -I-  Ç=  Vp+i  -4- 

Soient 

a,,      ï«,      ....      ap 

p  coefficients  arbitraires,  et 

IV  =   a,  p   -H   Ko  !<■;  -H  «3  «;,  -H  .   .  .  -t-  IXp  Up  ; 

je  puis  écrire  aussi  : 

w  =  [aif^  ctn>o-h  asVi-h.  ..-+-  <^pi-p-«,  |]; 

OU  bien,  en  développant  w  suivant  les  puissances  de  Ç  : 

(  3  )  tv  =  «-0  -H  IV,  Ç  H-  wo  Ç'  -(- .  . . , 

avec 

iv„=  a,  f„-i-  a-,  i^,^_,  -t-  î^Vn+i-^-  ■  .-t-  apV„+p^,. 

On  aura  donc  les  p  équations  linéaires  : 

a  I  p  -h  a2  M2  +  aj  Ma  -+- .  .  .  +  «^  «^  =  (V, 
V  —  MoÇ  =  ()(,, 
(4)  \  Un —  usl  =  Vi, 


•^p-i  —Up^  =  Vp 
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D'apri^'s   re  que  uous  venons  de  voir,   nous  pourrons  clioisir  les  a  de  telle 
façon  que  le  ravon  de  convergence  de  la  série  (3)  soil  plus  grand  que  L^,. 
Des  équations  linéaires  (4)  nous  pourrons  tirer  i>  et  nous  trouverons  : 


ou 


»!  a-;  a^ 

I  -Ç       o 

o         I  -Ç 

o        o  o 


"=5' 


o  I) 

o  o 


=   ^p—  ?«/.-!  •+-  5'«/I-2- 


.(-?)/— a, 


Ainsi  D  est  un  polynôme  entier  en  ^  à  coefficients  constants.  D'autre  part 


P  = 


t'o       —  I       o 

V,  I  —  ? 

t'„_2  O  O 


O  o 


Pour  rendre  cela  plus  clair,  j'écris  l'expression  complète  des  déterminants  D 
et  P  en  supposant  /_>  =  4  : 


«1  Cto  «3  «4 

I  —  ?  O              O 

o  1  —  Ç       " 

II  o  I  —  E 


Po      —  Ç        <J  o 

l'i         1         —  Ç        u 
V-l         o  I  —  Ç 


Gomme  (^oi  k'i, 
en  ^  pour 


,  ^P- 


.2  ne  dépendent  pas  de  ^;  et  que  w  est  holomorphe 


l?|<L^, 


il  en  sera  de  même  de  P. 
Donc  la  fonction 


sera  méromorphe  en  ?  pour 


I  S  l<  L^. 


et  comme  je  puis  prendre/;  aussi  grand  que  je  veux,  la  fonclion  c  sera  méro- 
inorjjhe  dans  tout  le  plan. 

Étudions  les  propriétés  de  la  fonclion  P;  je  vois  d'abord,  en  développant  w 
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i4-i 


par  la  formule  (3),  que  P  peul  se  développer  en  série  procédant  suivant  les 
puissances  croissantes  de  t 

(•j)  r>  =  p„+p,ç-Hi",?^H-... 

el  f|ue  celle  série  converge  absoluinenl  el  uniforniénienl,  pourvu  que 

I  Ç  l<  i^,.- 

A  la  trontière  iv,  Co,  r, iV,_>  s'annulent,   il  en  est  donc  de  même  du 

déterminant  P. 

On  a  d'ailleurs,  en  supposant  encore  y»  =  4  : 


dx 

di-g 

dx 
dx 

dVj_ 

dx 


'M  3^3  stl 


-%  O  O 


Cl  I  —  c 


et  comme  les  dérivées  des  deux  premiers  ordres  de  n%  l'o,  ei,  .  .  .,  e,,-..  sont 
finies,  on  en  conclut  qu'il  en  est  de  même  de  celles  de  P. 
Enfin  on  a 

Au'  -t-  ÇU'  -I-  «1   /   -t-  a.jl'o+  OCjC,  -)-.  .  .+  2/,  l',,_2  =  (I, 

Ai'ii -»-/'=  Ai'i  -I-  ru  =  .  .  .  =  Ar/,_2  -f-  i',,_i  =  o, 


il'dù,  en  supposani  loiijours  y*  ^  4  ■ 


AI'-+-ÇI' 


?i'u  — ./'  —  ?        i>  o 

çi'i — l'u  I         —  ;        o 

ico—  l'i  o  1  —\ 


AI'  -HÎl'  = 


-ai/  a-)  ïj         »! 

-^/  -?        o          o 

o  I  —  ?» 

Il  o             I          —  \ 


ce  (jui  donne  enfin  l'équalion  : 


(«) 


AI'-i-ÇP+/D  =u. 


H.  P.  -  IX. 


>9 
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La  série  (5)  est  iinitoriiu'inoiil  convergente  pour 

I  ?  I<  L/. 
el  il  est  aisé  de  vérifier  qu'il  en  est  de  môme  de  la  série  : 

AI-  =  AF„  -h  Ç  AP,  -+-  Çî  AP,  +  .  .  . . 

Si  je  désigne  par  P',  P",  ...  ;  D',  D",  ...  les  dérivées  successives  île  P  el  de  D 
par  rapport  à  '?,  il  est  aisé  de  vérifier  que  : 

sont  dévcloppables  en  séries  uniformément  convergentes  : 

AP'  =  AP,  +  ■', f  AP-j -f-  3 1-  AP, -+- . . . , 
-^  =  APi-t-2ÇAPj  +  ... 

el,  par  conséquent,  que 

On  peut  alors  par  diflérentiation  tirer  de  l'équation  (6)  les  suivantes  : 

(      AP'-t-ÇP'+P+/D'  =  o, 
{6ÔIS,  I  AP"-+-?P"-f-2P'  +  /D"=o, 

V.  —  Existence   des   harmoniques. 

Les  pôles  de  la  fonction  méromorplie  v'  dont  le  module  sera  plus  petit  que  L^, 
seront  les  racines  de  l'équation 

D  =  o. 

Soit  k  une  racine  de  cette  équation;  et  soient  P/;,  P'^.,  P'^  ce  que  deviennent  P, 
P',  P"  quand  un  y  fait  ;  =  A". 

Supposons  d'abord  (pie  k  soit  une  racine  simple. 

Si  alors  dans  l'éfjuation  (6)  je  fais  ^:=  k,  D  s'annule  et  on  voit  que  P/, 
satisfait  à  l'équation  : 

<i)  \Pi-hkVt  =  o. 
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De  plus  P/;  s'iuinule  à  la  frontière.  J'appellerai  fonction  liarmoniijui-  louif 
fonction  qui  satisfera  à  ces  deux  conditions.  Le  nombre  /.  sera  le  nanthrc 
caractéristique  de  cette  fonction. 

Il  pourrait  se  faire,  il  est  vrai,  que  P/,  soit  idenliquemenl  nulle;  mais  dans 
ce  cas  la  valeur  ^=A'  serait  un  zéro  |iour  P  et  pour  D,  et  un  zéro  simple 
pour  D;  ce  ne  serait  donc  pas  un  pôle  pour  <•. 

Supposons  niiiintenanl  que  /.  soit  une  racine  multiple,  une  racine  Iriplc  |)ai' 
exemple.  Alors  D,  D'  et  D"  s'annulent  pour  ;  =  /.-.  Si  nous  faisons  ï  =  /.  dans 
les  équations  (6)  et  (6  bis)  elles  deviendront  : 

(i  bU'\  I  AP'a- -+- A-P'yt-^  Vk  =o, 

I  APl  +  A-P'i+2P',  =  o. 

De  plus  P/,,  P'^  et  P'j  s'annulent  à  lii  frontière,  de  sorte  que  le  théorème  de 
Green  nous  donne  :  « 

j{  V\  APx  -  P,  APi-  )'/-.  =  fi  PI  AI"/,  -  P',  AP'x  )  <h  =  ... 
ou,  en  tenant  compte  des  équations  (  i  bis)  : 

ce  qui  montre  que  P/,  et  P'^.  sont  identiquement  nulles. 

Si  P'^.  n'est  pas  identiquement  nulle,  c'est  une  fonction  liannonicpu-  et  £  =  /,■ 
est  un  pôle  simple  pour  v. 

Si  P'^.  est  identiquement  nulle,  4=  /■  n'est  plus  un  pôle  poui-  r. 

Ainsi  la  fonction  nu-roinorphe  r  ii'ridnief  t/iw  des  jxilcs  simples  et  les 
résidus  sont  des  fonctions  harmoniques. 

Voici  pour  quçUe  raison  j'appelle  ces  fonctions  harmoniques. 

Les  divers  sons  simples  que  peut  émettre  une  membrane  sont  caractérisés 
par  des  équations  de  la  forme  : 

\ii  -H  ku  =  o, 

la  fonction  u  étant  assujettie  à  s'annuler  à  la  frontière.  On  sait  que  ces  sons 
simples  ont  reçu  le  nom  d'harmoniques. 

A  chacjue  pôle  de  v  correspond  une  fonction  harmonic[ue.  L'existence  de  ces 
tondions  sera  donc  établie  dès  qu'on  pourra  montrer  c[ue  la  fonction  i'  ne  peut 
être  lioloinorpiie  dans  tout  le  plan.  Or  cela  est  presque  évident. 
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Reprenons,  en  eil'el,  les  inégalités 

w„  "^  w,  '^■••<-  w„   '^•••• 

Soil  /,  la  liniile  du  ra[)[)oil       "'  '  |)Otii'  ii  infini.  Je  dis  que  le  lajun  de  conxer- 
gcnce  de  la  série  : 

(s)  l'  =  l'c.+  l'iÇ  +  l'..|'^-H.  .  . 

esl  égal  à  :r  •  En  elI'el,  nous  avons  vu  déjà  qu'il  est  au  moins  égal  à  r^-  Il  me 

reste  à   montrer  qu'il  ne  peu!  pas  arriver  que  la  série  converge,  quelles  que 

soient  les  valeurs  de  x,   y  el  z,  poui-  une  valeur  de  |Ç|  plus  grande  (pu'  -•  En 
efTet.  la  série 

/   i-„  r„  </t  -H  =    /  !■„  r,  (h  -•-?-/   ''il  i-'ch-h.  .  ., 

c'est-à-dire  ' 

Wo-l-ÇW,-+-E-^W,-4-... 

convergerait  égalemeni ,  ce  <jui  n"a  pas  lieu. 
Or, 

>>      Wi  ■ 

w 

Donc  le  rayon  d(!  convergence  de  la  série  (2)  est  plus  petit  que  t^;  donc  la 

fonction  e  ne  peut  pas  être  liolomorplie  dans  tout  le  plan.  c.    o.    r.    n. 

Il  ne  prnl   pas  y  avoir  plus  de  p — 1   fonctions  liarun)niqucs  linéaireiucni 
indépendaules  dont  le  ucimhre  caractéristique  soil  plus  petit  rpie  L^,. 

Suppdsons,  eu  ellél,  (pi'il  y  en  ail  p,  el  soient 


ces  ]j  fondions. 
On  aura  : 

On  en  déduit 


U„     U„      ...,     \j,, 


AUi-4-X,U,=  o        (/;■,<  L/,). 


t^"^l  =  F^- 


Si  les  fondions  LJ/  étaient  linéairement  indépendantes,  la  fonction  : 


(  Ç  -  X-/ 
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admellralt  au  mains  un  pôle  plus  [lelil  quo  Lp  cl  cela  quels  i/(ic  soicnl  les 
coi'jficicnls  arbiliitircs  a.,  ce  qui  esl  contraire  au  théorème  fondamental. 

Il  résulte  de  là  qu'à  un  même  nombre  caractéristique  ne  peuvent  convenir 
qu'un  nombre  fini  de  fonctions  harmoniques  linéairement  indépendantes. 

Observons  que,  d'après  un  théorème  bien  connu,  le  nombre  caractéristique 
d'une  fonction  harmonique  ne  peut  être  que  réel  positif.  Tous  les  pôles  de  c 
soni  donc  réels  et  positifs. 

.!(!  particulariserai  une  fonction  luiriiionique  U,  en  ajoulanl  aux  conditions 
qui  la  définissent  : 

AU,-H  A,  L,  =  o     11  l'intérieur  de  H, 
L),=  o     à  la  friiiitière, 

la  condition  snivant(!  : 

ce  que  je  puis  faire  sans  restreindre  la  généralité  d'une  manière  essentielle. 
Soit  alors  /./  un  pôle  de  v,  et  R,-  le  résidu  correspondant.  On  aura  alors  : 

R,=  U,A„ 

A,  étant  un  coefficient  constant.  Il  est  aisé  de  vérifier  que  ce  coefficient  est 
égal  à 

On  a  alors  : 

la  sommation  indiquée  par  le  signe  ^  s'étendant  à  tous  les  pôles  A",  de  i^  plus 
petits  que  L^,,  et^'(^)  étant  holomorphe  pour 

I  ?  I  <  1^/- 

VI.   —  Inégalités   diverses. 

Une  fonction  u  peut  atteindre  sa  plus  grande  (ou  sa  plus  petite)  valeur  soit 
à  l'intérieur  de  D,  soit  sur  la  frontière  de  ce  domaine. 

Si  le  maximum  est  atteint  à  l'intérieur  de  D,  Am  devra  être  négatif  au  point 
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OÙ  il  l'st  atleiul  ;  si  le  maximum  est  alloint  sur  la  irontière  de  D,  -r-  devra  être 
positif  au  point  où  il  est  atleinl. 

S"il  s'agi 

Si  li'ii  a 


S'il  sasit  d'ini  miiumnni,  c'est,  le  contraire  :  Su  devra  èlre  nosilil  et  -r    uéiralil. 

'  rlii 


-—  ^  hii  =  0     Mir  lii  tViiiil  iOi'c  itr  II, 
lin 

\u  =  f     à  riiitt-riciir  ric  II. 

/  >  O,  /(   ~  ;    (). 

la  (onclion  u  sera  négative  dans  tout  le  domaine.  Si,  en  effet,  elle  devenait 
positive,  elle  devrait  avoir  un  maximum  positif,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  ni  à 

l'inléneur  de   I)  ])arce  (jue  \ii  est  positil.  m  sur  la  tronlière  de  D  parce  que  -.- 
est  de  signe  contraire  à  //. 
Si  Ton  a  : 

du        ,  ,  ,  , 

— lui  =  (1  Ah  =  zii         I  «  >  o,  c  >  ()  ), 

an 

on  voit  qu'à  l'intérieur  de  U,  \u  el  u  sont  toujours  de  même  signe,  et  qu'à  la 

frontière  -j-  el  u  sont  toujours  de  signe  contraire.  La  fonction  (/  ne  peut  donc 

avoir  m  maximum  positil,  ni  minimum  négatif.  Elle  ne  peut  dcuic  flevenir  ni 
positive,  m  négative;  elle  est  donc  identiquement  nulle. 

C'est  ce  qu'on  savait  déjà  d'autre  part. 

Soit  luaintenant  : 

~i h  hu  =  ^,         \u  -h/  =  o         (  h  >  o,  ?  >  (1,  /  >  (>  ). 

.fe  dis  qu(!  la  fonction  ii  est  toujours  positive. 

.le  dis  en  elfet  qu'elle  ne  peut  avoir  de  minimum  négatif,  l'allé  ne  peut  en 
avoir  à  l'intérieur  de  D  parce  que  A«  est  négatif  et  elle  n'en  peut  avoir  non 
plus  à  la  frontière  parce  qu'on  aurait  : 

du  ,     . 

u  <  o,  -r-  =  ç  —  nu      I). 

an 

l)onc  on  a,  dans  tout  le  domaine  : 

u  >  o. 

c.    o.     1'.     1). 
Supposons  maintenant  (Mie  le  (loiiiaiiie   D  s(jit  contenu  loul  eiiliei' dans  une 
sphère  S  de  centre  O  et  de  rayon  p. 
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Soient  hi  et  h^  deux  nombres  positifs  tels  que 

Al  >  /t2>  o. 

Soient  Ml  et  Wa  deux  fonctions  définies  de  la   manière  suivante;  on  devra 
avoir  : 


A  l'intérieur  de  D 
A  la  frontière  de  I) 

A  l'intérieur  de  S 
A  la  frontière  de  S 

Je  dis  que  : 


A(/i  +  1  =  0; 

— ; h  /;,  M,  =  o; 

an 

Amj-i-  1  =  o; 

an 
«î>  "i>  o. 


Déterminons  d'abord  la  fonction  u^. 

Si  je  désigne  par  /•  la  distance  du  point  x,  y.  z  au  point  O,  iin  ne  dépendra 

que  de  /■  et  il  viendra  : 

d-Ui       ■>  du- 
dr-         r    dr 

d'où  : 

«2  =  —  -TT  -\ -i-B; 

h  ;• 

A  et  B  étant  deux  constantes  d'intégration;  A  doit  être  nulle  pour  que  lu  reste 
finie  au  point  O.  La  condition  à  la  frontière  de  S  déterminera  B. 
On  trouve  : 

D'où  : 

_  p-  —  /•-         p 
6  3  Ao 

Gomme  /■  est  plus  petit  que  p,  on  voit  que  «2  est  positif,  ce  que  le  théorème 
que  nous  venons  de  démontrer  permettait  de  prévoir.  Le  même  théorème 
montre  que  Wi  est  positif. 

Il  reste  à  montrer  que 

f<o  >  Ml. 
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Ivii  cllcl.  OU  a,  jKHir  /■  >  p, 

''"■i  1  ?  —  '■  ;     P"  "~  '■   ^ 


,ir  -    -  3  -        6 

D'aiilrc  i>:iil.  A  riiitérii'iir  ilo  D  on  a  : 

(Il  Al  /'a  —  /(|  )  =  o. 

A  In  snrl'iice  de  D  un  a  : 

(lu-,  (lu-: 

•1/  tlanl   l'aiii;l('  (jiic  l'ail   la   luirmalc  à   celle  surface  avec  le  rajoii  vecluiir  nieué 
an  |>(iiiil  (  ). 

Je  dis  d'aiilre  pari  que  : 

r/{  «2—  (/|  )  , 

{  ■>  \  ; \-  lu{  U-,  —  M  I  )  >  (>. 

an 

Eu  ellel.  <'ii  leaanl  coinpic  des  relalious  : 

r/«i         ,  'lu-i.        (Iiii  . 

dn  an  tir 

celle  inégalilé  devieul  : 

f/ll;  ,  , 

—7-^  COS  '!/  -H  /(  1  lli  >  (). 

ilr 
(  )r,  SI  nous  posons  : 

-dF  =-'■"'-' 

il  \  ieiil  : 


Aol'p- —  /■-)  ■+-  '.'p 

Quand  /•  cruil  de  zéro  à  p,  le  numéraleur  croîl  el  li;  dénouiiualeur  décioii; 

donc  ).  croît  de  zéro  à  h->. 

Donc  : 

o  <  J.  <  hi. 

Or  riii(;j;alil('  à  démontrer  devient  ainsi  : 

(ttd'l  —  À  COS 'il  j  >  o 

ou,  puisque  «2  esl  posilif  : 

/ij  —  À  COS 'Il  >  o. 

Or  il  esl  clair  que  : 

À  COS  ■}/</.<  lu  <  /(  I  • 

L'inégalité  (2)  esl  donc  démontrée. 
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l^es  relalions  (i)  cl  (2)  iiiontrenl  alors  (jue  a-> — «1  doil  êlre  posllif.  Donc  : 

c.    Q.    r.    11. 
Or  on  a  : 

-^6     ■    3A.' 

on  aura  rlonc  a  jnrlinri  : 

/-  / 

6        ^  lu 

(l  élant  la  plus  grande  dimension  du  domaine  D),  cl  comme  h-,  peul  êlrc  pris 

égal  à  A|  : 

f-  I 

t)        J/î, 

Soil  mainlrnaiil  une  foucliou  //  définie  par  les  condilions  : 

dll^ 

— ;—  -H  hu  =  o,         Au  -t-  /  =  o. 

dix 

Supposons  loiiioiiis  //  positif,  cl  soil  g  le  maximum  de  \  f  \-  Introduisons  une 
lonclion  auxiliaire  ii \  définie  par  les  conditions  : 

du 
an 

D'après  ce  cpie  nous  venons  de  voir,  on  aura  : 

o  <  u,  <  X, 

en  posant  : 

l-         i 

II  viendra  alors  : 

li(gUi—u)  =  o,        A(^«i—  ii)  =  f  —  s  <<>; 
dn  -^h(ffu,-h  u)  =  o,        Mffut-i-  u)=—/—g-<,u; 


djffiii—  u  I 
dn 

d(ffUi-h  u) 


et  par  conséquent  : 

gui—  u>o,        giti-h  u>o; 

ou  bien  encore  : 

H.   P.  —  IX. 
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Ull  Clliill   : 

Cl'  (lin  (luiiiic  iiiu'  liinilc  siipcriciiii'  du  iiiodiili'  ilc  //. 
Supposons  une  l'onction  ii  sjilisfaisanl  à  l'équation 

A"   -H  ;H   =  <l 

il  riiilérieur  do  I). 

Nous  avons  toujours  jusqu'ici  regardé  la  constante  ^  coinine  réelle,  il  y  a  lieu 
également  d'examiner  ce  qui  se  passe  quand  celte  constante  est  imaginaire. 

Je  dis  que,  si  la  partie  réelle  de  ?  est.  négative,  le  module  de;  ii  ne  pourra 
pas  avoir  de  maximum  à  l'intérieur  de  D. 

Supposons  en  efl'ct  que  ce  maximum  existe;  soit  m  ce  maxiiniiiii,  ',>  la  valeur 
correspondante  de  l'argument  de  ii .  de  telles  façon  qu'an  point  I'  où  ce 
maximum  est  atteint  on  iiit  : 

Il  ■=  m  /''"'. 

Posons  : 

!■   =    //  l'-'l». 

I^e  iiiudiile  ili^  c  sera  égal  à  celui  de  u,  et  au  jioinl  I*  on  trouvera  : 

(•  =  m. 
.Soit 

(.  =  ..' -f-  H'",  Ç  =  Ç'-|-/S". 

\ii  pDiiil   I'  OU  HUi';i  : 

f'  =  m,         1'"=  o. 

.le  dis  que  l:i  partii!  riMîlle  c'  atteint  son  iiiaxiinniii  ;\\i  |)(iiiil  I'.  En  un  autre 
point ,  en  edet ,  on  aura  : 

D'autre  part,  ?'  est  négatif  par  hypothèse;  d'ailleurs  r  satisfait  comme  //  à 
l'équation  : 

Al'  -4-  Çi'  =  0, 

ce  (|ui  donne,  en  égalant  les  parties  réelles, 

Ai''-l-  Ç'i''—  Ç"i'"=  o. 
On  aura  donc  au  point  P  : 

Af '  =  —  5'  f"'  -I-  5" ''"  =  —  Ç'  "'•  >  "• 
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Cclii  esl  absurde,  car  i'  ne  peut  atteindre  son  maximum  au  point  P  si  Ai'  est. 
positif. 

I^e  module  de  u  ne  peut  donc  avoir  do  maximum.  c.   q.    v.    d. 

Soit  mninlenanl  : 

-r  •    •+-  llU   =   S,  \ll   =  O 

lin 

el 

i  ?  I<  ^^ 

i'  élanl  une  constante  positive. 
On  aura  : 

l'I ,  par  conséquent. 


Si  l'un  connaît   une  limite  supérieure  de  [cp|,  on  aura  donc  aussi  une  limite 
supérieur!^  de  !  u  \  et  cette  limite  sera  d'autant  plus  faible  que  h  sera  plus  grand. 
Soit  une  fonction  u  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

,  ,, ,  fia.        , 

J  )  -y-  -(-  /j«  =  ;, 

an 

(4)  ,  A« -+-,/■  =  (.. 

Soi!    maintenant    une    fonction    r    quelconque,    que   je    suppose    seulement 
continue,  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier  ordre.  On  aura  : 

/("£-"  ^  )  '^'"  =J  (  '■  ^"  -  "  ^''  >  '^-^^ 
d'où 

(  5  )  j   vfd-  ^  1   u  Al'  dz  -H  I    e  ç  du>  z=  1  u  I  /ic  -+-  — -  j  dvi. 

La  condition  (5)  est  donc  une  conséquence  de  la  condition  (.3). 
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lù-cipioi|iioiiiuiU,  si  lu  coiuliliuu  y^)  csl  siilislailc  (|iu'll('  (|iji'  soil  la  Iciiiclioii  r, 
la  condition  {.\)  devra  l'ôlre  également,  poaii'ii  </i/c  a  et  y-  suieni  des  fuiicliuns 
/i/i/c.s.  ilrlcrniinéc.s  et  continues. 

Mais  il  |i(Miria   arri\(>r  dans  certains  cas  (|ne   nons  ne  sachions  jias  si  est 

une  l'onction  délerniinée  et  continue;  nous  ne  pouvons  pas  alors  allirnier  que 
la  condition  (5)  entraîne  la  condition  (3)  et  môme  il  est  possible  cpie  celle 
condition  (3)  n'ait  aucun  sens. 

Supposons  donc  que  la  lonction  it  soit  linie  et  (;ontinue,  mais  (jue  nous  ne 

sachions  rien  de  '— ■  Je  suppose,  de  plus,  ijue  la  condition  ( . j  )  (que  j'appellerai 

pour  ahréger  condition  modifiée.)  soit  remplie  quelle  que  soil  la  fonction  e. 

On  peut  se  demander  si,  quand  la  condition  (3)  a  été  ainsi  remplacée  par  la 
condition  modifiée,  les  conclusions  de  ce  paragraphe  subsisleni  encore. 

Ces  conclusions  reposent,  on  se  le  rappelle,  sur  le  lemme  suivant  : 

Si  cp  est  positif  ainsi  que  J\  u  ne  peut  moif  de  inininunn  négatif. 

JJ'abord  ce  minimum  ne  peut  avoir  lieu  à  l'intérieur  de  D,  puisque  \u  est 
négatif  :  supposons  donc  que  ce  minimum  ait  lieu  en  un  point  M  de  la  frontière. 

Soil  Mo  ce  minimum.  Soient  £,  s',  s",  e!"  qualre  quantités  positives  très  petites 
rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante.  Les  surfaces  : 

Il  z=  11^  -HE,  Il  =  llf,  -f-  c',  U  =  Ui,  -+-  c",  Il  =  "(I  -+-  s'" 

•  s'enveloppent  mutuellement  et  enveloppent  le  point  M,  dont  elles  sont  très 
voisines. 

Nous  partagerons  le  domaine  D  en  cinq  régions  R,  caractérisées  par  les 
inégalités  suivantes  : 

Rt,     u  <  uo-\-  £; 
R,,     «(]-<- E    <M<"o-f-£'; 
Rs,     «0  H- £'<"-<  "0-1- £"; 
Ri,     iio  -!-£"<«<  «0  -+-  £'"  ; 
Rs,     Mo -H  £'"<«■ 

Je  pourrai  choisir  la  fonction  v  de  façon  à  satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 

r  A  l'intérieur  de  D, 

v  ^  o; 
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2"  A  la  fronlière, 


3"  Dans  Ri, 
4"  Dans  Ro, 
5"  Dans  R,, 
6°  Dans  R,, 
']"  Dans  Rj, 


(•  =  i; 
Ai<o; 
Ar  =  o; 
Ac  >  o; 


Il  résulte  de  là  que  l'un  doit  avoir  : 

/  Al'  d-  =  o, 

l'intégrale  étant  étendue  au  domaine  D,  c'est-à-dire  que  l'intégrale  élcndue 
à  R2  est  négative  et  égale  en  valeur  absolue  à  la  même  intégrale  étendue  à  R, 
(jui  est  positive. 

Cela  posé,  reprenons  la  condition  (5)  et  examinons  les  intégrales  du  premier 
membre. 

La  première  est  essentiellement  positive. 

La  seconde  a  tous  ses  éléments  nuls  sauf  ceux  qui  correspondent  aux 
régions  R2  et  R,  ;  car  partout  ailleurs  Ac  s'annule. 

L'intégrale  étendue  à  R^  esl  positive;  car  u  el  At»  sont  négatifs. 

L'intégrale  étendue  à  R,  est  négative;  car  a  et  àv  soni  de  signes  coniraires. 
Mais  je  dis  que 


Nous  avons,  en  effet, 


/  Il  Al'  fh   >      /  Il  Al'  d- 

I  rA.'f/-|  =  I  f  \*  d- 


et  u  est  plus  grand  en  valeur  absolue  dans  la  région  Ro  que  dans  la  région  R ., 
La  seconde  intégrale  étendue  au  domaine  D  tout  entier  est  donc  positive. 
La  troisième  intégrale  est  positive,  puisque  c  et  cp  sont  positifs. 
Passons  au  second  membre. 
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Dans  It's  rL'i;liiii>  Iv,,  H..,,  U;i,  Jl,  i)n  i\  : 

dv 
Il  <  o,         r  >  o,         -;—  =  o, 
an 

l'i  riiilégrali'  csl  négative. 

Dans  In  ic;;ic)n  K.,,  ou  a  r  =  o  et  l'intégrale  est  nulle. 

Ia'  premier  membre  devrait  donc  être  positif  et  le  second  membre  négalif. 

il  est  doue  absurde  de  supposer  que  la  fonction  u  ait  un  minimum  négatil. 

Il  résulte  de  là  que  toutes  les  conclusions  du  présent  paragraphe  subsistent 
encore  (piand  on  remplace  la  condition  (3)  par  la  condilion  modifiée. 

VII.  —     Généralisation   de   la  fonction   de   Green. 

Soient  h  et  c,  deux  constantes. 

J'appellerai  /b«c//'o«  de  Green  génrnilisre  une  fonction  G  qui  satisfera  aux 
conditions  suivantes  : 

i"  Elle  sera  finie  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  à  l'intérieur  du  domaine  1), 
sauf  dans  le  voisinage  d'un  certain  point  fixe  P  qui  aura  pour  coordonnées  x  , 

a"   Dans  le  \oisinage  du  point  1',  la  ddiérence 

G- A 
sera  finie  i-i  continue  ainsi  que  ses  dérivées.  La  (piantilc'' 


/•  =  \J( 3-  —  x  )•- -<-()■—  r'  )-  -r-  (  ;;  —  c'  i- 

'M  la  dislance  du  j)oiiil  x,  )',  c  au  point  P  ; 

.5"  A  l'intérieur  de  I),  on  aura  : 

AG  -f-  =  G  =  o  : 


'("    \  la  Iroulit'Ti'  de  D.  un  anri 


{   : 

dO        ,  ,, 

— \-  h(j  =  o. 

d/i 

En  général,  la  constante  //  sera  supposée  positive;  si  l'on  suppose  /i  ^  oo ,  la 
4"  condition  se  réduit  à 

G  =  o. 


SUR    LES    EQUATIONS    DE    LA    PHYSIQUE    MATHEMATIQUE.  I  ig 

Si  l'on  suppose  de  plus  c  =  o,  on  retombe  sur  lu  fonclioii  de  Green  ordi- 
naire. 

Il  importe  de  remarquer  qu'on  ne  peut  pas  avoir  à  la  lois  ï  =  A  :r=  o  ;  si  en 
effet  on  suppose 


AG  =  o. 


et  que  G  —  - —  soit  fini,  l'inléKrale 


J 


-r-  ai!) 
an 


étendue  à  la  frontière  de  D  devra  être  égale  à  i ,  de  sorte  que  --7-  ne  peut  pas 
(''tre  nulle. 

Je  désignerai  la  fonction  G  ainsi  définie  avec  des  constantes  ^  et  Ii  quel- 
conques sous  le  nom  de  fonction  de  Green  généralisée.  La  fonction  de  Green 
ordinaire  sera  celle  dont  j'ai  parlé  au  paragraphe  I.  Mais  je  supprimerai  ces 
qualifications  de  généralisée  et  d'ordinaire  quand  je  pourrai  le  faire  sans 
obscurité.  C'est  ainsi  que  dans  tout  ce  paragraphe,  quand  je  parlerai  de  la 
fonction  de  Green,  il  faudra  entendre  la  fonction  généralisée. 

La  propriété  fondamentale  de  la  fonction  de  Green  est  la  suivante. 

Soit  u  une  fonction  continue  dans  tout  le  domaine  D  et  satisfaisant  à  l'iuié- 
rieur  de  ce  domaine  à  la  condition 

el  sur  la  frontière  à  la  condition 

du        , 

h  hii  =  3, 

an 

/et  o  étant  des  fonctions  données  de  x,  y  et  z. 
Soit  u'  la  valeur  de  u  au  point  x' ,  y' ,  z'  ;  on  aura  : 


(/  '  =  /  G  ç  dio  —  I  Gf  d-  ; 


G  est  la  fonction  de  Green;  la  première  intégrale  est  étendue  à  tous  les  élé- 
ments du  de  la  frontière,  et  la  seconde  à  tous  les  éléments  de  volume  dr  d^i 
domaine. 

Cherchons  des  limites  entre  lesquelles  la  fonction  G  doit  être  comprise. 

Supposons  d'abord  que  ^  soit  négatif  et  réel,  et  soit 


c  =— a^ 


«  étant  réel  et  positif;  je  supposerai  //  positif. 
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Je  dis  d'aliortl  (iiic  la  l'ouclioii  (i  ost  ossenliellement  positive.  En  efl'el,  elle 
tic\i('iil  |i(Ksili\c  t'I  li-ès  grande  |Hinr  /•  =  o,  c'esl-à-dire  an  point  ■'/■',  y',  z' .  Elle 
a  donc  en  ce  point  un  maximum  (pii  est  infini;  mais  en  dehors  de  ce  point  elle 
ne  peu!  a\oir  ni  maximum  posilil,  ni  minimum  négatil.  à  cause  de  l'équation 

AG  =  0L--  G 

el  iVww  lliéorème  dénioutré  dans  le  paragraphe  précédent.  Elle  ne  peut  avoir 
non  plus  sur  la  frontière  de  I)  ni  maximum  positif,  ni  minimum  négatif,  à 
cause  de  lécjualion 

-I—   -H  ZiG  =  o 
nn 

(qui  se  réduit  à  (  i  -  u  p(Uir  h  =  co).  Elle  ne  peut  doue  devenir  négative,  sans 
quoi  elle  aurait  uu  minimum  négatif. 

La  fonction  - —  satisfait  à  l'intérieur  de  D  à  la  même  étiuation  que  (j,  c  est- 
!,r.r  11 

■e  q. 


e—xi- 
T 
à-dire  que  l'on  a  : 


De  plus,  lii  dilhirencc 


e— ="  .,  e— "' 


e-a'-  I 


ne  devient  pas  iidinie  pour  /■  =  o. 
ISi  donc  je  pose  : 

G  = «, 

la  louclion  il  restera  linie  el  continue  pour  /■  :=  n  el  elle  satisfera  à  l'équation  : 

\ii  =  a-  II. 

Il  en  résulte  que  (/  ne  ]M'uI   avoir  à  l'intérieur  de  I)  iii   maximum  posilif,  ni 
minimum  négatif. 

\  oyons  ce  qui  se  passe  à  la  frontière  île  D. 
On  a  alors  : 

c/u        ,  d    e-^<-        ,  e-"-'- 

)-  lui  =  -p- h  h 

<lii  lin  l\nr  \Tzr 

.Soient  A  A  el  A  15  Ir  maximum  el  le  minimum  du  second  meiulue 

d    «-«'■       ,  e-=" 

-j- h  h 

an   [\T.r  '\-  r 
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Ce  inaxliniiui  el  ce  iiiiiiiimiin  ne  peuveni  l'Ire  infinis  el  peuvent  (^Ire  i'iicilenienl 
calculés,  car,  qunnd  le  point  x,  j',  ;  est  sui'  la  IVoiilière  de  D,  la  dislance  r  est 
comprise  entre  /'u  el  7i,  si  l'on  appidle,  coiuiiie  au  paragraphe  I,  ;'o  el  /'i,  la 
plus  pclile  el  la  plus  grande  dislance  du  poini  .v' ,  )',  ;'  à  la  surlace  (pii 
limite  D. 

Si  //  t'sl  iulini,  on  a  tout  simplement  : 

4 -'il'  l"'-, 

A  et  B  sont  aior>  positiis. 

De  irii"'ine,  si  le  domaine  D  est  convexe,  on  a  : 

d    e-»''  ,    (/    e-^''        —  cns  J>  /   i  \ 

an    'i  ;t  /•  fin  l\  -  r  \  r  \  r-  j 

.le  désigne  par  cos'];  le  cosinus  de  l'angle  cpie  tait  la  normale  à  la  Ironlirre 
de  I)  avec  le  lavon  vecteur:  ce  cosinus  est  positif  si  D  est  convexe. 
K^w  a  donc  : 

4;i/-o 

Si  ;/  a  sur  La  lionlière  un  maximum  iiosilif,  -r-  sera  nosilil'.  et  l'on  aur.i  : 

'  <ln  ' 

(<  <  A . 

c  •  le  ■ ,  ■     ■  '  •  i-     '^"  .  ■  (•  1  ' 

Si  II  a  sur  la  Ironlieie  un  ininimuin  nciialit.  -,-  >era  netiatil.  et  I  on  aura  : 

lin 

u  >  B. 

(  )n  dc\  la  diiuc  avoir  à  l'intérieur  de  I)  : 

«  <  A  si  A  >  o, 

Il  <  o  si  A  <  o, 

H  >  B  si  B  <  o, 

it  ^  n  si  B  >  o. 

Ces  inégalitt's  nous  donnent   une  limite  supérieure  cl  une  limite   inférieure 
de  (1. 

Ces  résultats  peuvent  s'étendre  au  cas  où  £  est   imaginaire,    piiur\n  que  sa 
partie  rétdle  soit  négative. 

Pos(jns  encore  : 

J  =  — 7^         ^  =  ■■!,  +  i-y, 

II.    P.    -    1\.  2, 
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nous  sii|n>oM'iuiis  |j  positil.  Soit  encore  : 

/>— a/' 

G  = -I-  ". 

,'i  -  /■ 

l,:i  liiiu'lioii  u  SMlisfetii  ;'i  l'(''qiiiilioli  : 

A«  -)-  Ç//  =  (). 

Doue  le  module  |«|  ne  |)ourrn,  d'après  le  piU"agi'a[iiie  piéei'deal,  alleindre 
son  maximum  à  l'intérieur  de  D. 
A  lii  Irontièie  de  1)  on  a  encore  : 

— -  -+-  ]ui  =  <t>, 
an 


en  posant 


<!'  =  -p   7 H  /i 


Supposons  que  |  u  |  atteiy;ne  son  maximum  m  en  un  point  Q  de  la  Ironlière. 

On  aura  en  ce  point  : 

/(  =  ni  e'". 

Posons  : 

(■  =  u  e— '"', 

d'où 

d(!  sorte  que  l'on  aura  au  point  ()  : 

r  =  nt. 
Soient  : 

V  =  v'  -\-  Iv" , 
<I>e-"'>=  'I' -t-  /<1>"; 
ou  aura  : 

dv         ,   ,       , , 
(In 

Au  point  1',   i''  est  éi;al  à   di  et   atteint    |iar  consé(pient   son   niaximuiii  ;  donc 

dv'  ■  ... 

-j-  est  posilii  et 

km  <  *'. 
Si  donc  //A  est  le  maxiruMin  du  uu)dide  de  4*,  on  aura  : 

<l)</iA; 
d'où 

|«|<m<  A. 
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On  iiuiii  (loue  encore  l'i  l'inh'rieur  de  D  : 

I  M  |<  A  ; 


d'où 


G< 


4:ir 


A. 


Lu  vnlcnr  de  A  est  liicile  à  cidculer;  elle  ne  penl  ("'Ire  infinie. 


VIII.  —  Application   de   la   méthode   de   Neumann. 
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Li)  méthode  de  Neumann  ne  s'applique  qu'à  un  domaine  I)  cniivcxc. 

Rappelons  snccincteinenl  eu  quoi  elle  consiste. 

Soit  Jw  un  ('lémenl  de  la  surface  frontière  ayant  pour  coordonnées  x\  y',  :■'. 
Soit  \  une  fonction  de  x',  y',  z'  que  j'appellerai  «  densité  de  la  double  couche  ». 
Soit  f/5  l'angle  solide  sous  lequel  on  voit  l'élément  dio  du  point  ./•,  )•,  ;;  cet 
angle  solide  sera  regardé  comme  positif  si  l'élément  c^co  est  \u  par  le  côté 
interne,  et  comiiic  uéiratil  dans  le  cas  contraire. 


L'int(''grale 


!s:W  =  Tv 


d5 


s'appellera  le  «  potentiel  de  la  double  couche  ».  Ce  potentiel  jouit  de  la  pro- 
pri('t('  suivante  :  c'est  une  fonction  continue  de  x,  y,  z  à  l'intérieur  de  D  el  à 
l'cxt('rieur  de  ce  domaine;  mais  elle  présente  une  discontinuité  sur  la  frontière 
même. 

Soit  Mil  un  point  d(^  la  frontière;  Mi  et  M.j  deux  points  inlininicnl  voisins 
de  Mo,  mais  silu(''s,  le  premier  à  l'intérieur  de  D,  le  second  à  l'extérieur. 
.Soient  Wu,  ^V,  et  Wo  les  valeurs  de  W  aux  points  Mo,  Mi  et  Mo;  ces  trois 
valiuirs  ne  seront  pas  infiniment  voisines  l'une  de  l'autre,  mais  on  auia  : 

VV,-W„=W„-W.,=  V„, 

Vo  étant  la  valeur  de  V  au  point  Mq. 

Cela  posé,  j'adopterai  les  notations  suivantes  : 
Soit  \    une  fonction  quelconque;  j'(''crirai 

\\   v^   \',   \' 

piiui-  li's  valeurs  (le  celte  lonclion  aux  points  (x',  y',  z').  Mn.  Mi  et  M.j. 


lG4  SUR    LES   ÉQUATIONS    DE    LA   PHYSIQUE    MATHÉMATIQUE. 

Stiil  iilors  \  „  une  t'oiiclioii  Imil  il  l;ul  ([m'IcoïKiiii'.  .lo  |u)S('i;u 

ce  i|iii  iliiiiiii'  : 

'l  —  'I  —  'l         '1  —  'il- 


.le  piisiTiii  cnSMili' 


v-/'^, 


d'où 

v^  — v;  =  v;;  — V!;=  v;'; 

^•l  ainsi  du  suite.  .laLirai  en  général  : 

doù 

V'  V" \" V'" V" 

Cela  pdsi',  j'appelle  G,,  el  H„  la  plus  i;r:mde  el  la  |)lus  pellle  \aleur  <le  \  ]]. 
Nemiiaiiu  n  moiilri'.  non  seulenu'iit  rpie  : 

t"«-M  <  tj/i,        H„  n  :    II„, 
niai'i,  (le  plus,  (pie  : 

g„h-,-h„+,</.(:g„-ii„), 

/.  elaiil  une  ediislanle  inlerieure  à  i  (pu  ne  depeiiil  (pie  du  d(jiiiaiiie  I),  cl  (pie 
j'appellerai  puur  ahréger  luiistniitr  de  Neiunaïui . 

il  nsiilte  de  là  (jue,  (piand  «  croît  indéfiniinenl,  \  )|  tend  vers  une  liinile 
cuiislaiile  et  (l('leniiin(''e  ('-.  .le  supposerai  (]lie  la  fonction  \  „  ail  ele  clujlsie  de 
lellc  sorte  (pie  celle  coiislaille  m)II   nulle. 

I-a  séi'i(; 

v;,  +  \",  +  v:, -+-... 

esl  alors  uiiiloiiueinenl  ccuiverf^ente;  soit  : 

•''=/^(V'«  +  V',-V', -...), 

d'iji'i 

«1«^=  W-i- VÇ+ VÇ-4-..., 

ciK=  (  v;  —  vi;  )  -I-  (  v;  -  V',')  -I-. . .  =  -  vii. 

La  fonction  <P  satisfait  donc  à  l'équation  A't  =  o  à  l'exlérieur  de  1)  el  elle  se 
réduit  siii-  la  frontière  di;  D  à  une  loncllon  donnée  — \  „. 
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A  l'iiilériL'ur  de  I),  la  fouclioii  <1>  satistMil  à  la  mrnic  ùqiKilioii;  mais  Alo  n'est 
pas  continue  sur  la  lionlièrc  de  I);  de  sorte  qu'on  n'a  pas  : 

on  a,  au  coniraire, 

<I)'  =  \';|  -+-  ■>  v;  +  2  V!j  -(- 

En  revanclie,  et  c'est  là  un  poini  icul   iin|)i)ilanl  pour  l'application  qtu'  j'ai 
en  vue,  on  aura  : 

lin  lin 

Gela   posé,    proposons-nous   de   lr(ju\er    une    ion(  lion    \\     (pji,    à    l'inlérieur 
de  D,  satisfasse  à  l'équation  AW  =  o,  cl  lellc  que  l'on  ail  à   la  IVonlièic  de  I)  : 

—r-  =  "■ 
(In 

Il  <'laiil  une  (onclKUi  donnée.  Ou  sail  (pie  le  proMéine  n Csl  possdile  (|iie  si 

/     (/'  ;/(.)   =  u. 

Voici  coiiiinent  Neiiniann  le  résoiil  : 
l'ornions  le  polenliel  : 

^=/^'' 

/■  l'Iaul  la  dislauce  îles  piiinls  ar,  _)',  c:  et  J"/,  _r',  ;'. 

On  aura  : 

Pi=  p<  =  P>' 

ei 

ilV'  _  dV^ 
lin  (In 

l'oriiions  iiiainlenaul  la  suite  des  lonelions  : 

V,,     V,,     ...,     \,„     ...;     * 

en  prenanl  : 

\  Il p 


La  constante  C  est  nulle  si  la  condition 

/   a'  do>  =  o 


,/\\' 

dn 

d\\' 
~~    dn 

l(i(i  SUR   LES   ÉQUATIONS   DE  LA  PHYSIQUE  MATHEMATIQUE. 

est  rcmplio.  ot  l'on  Iroiivc  : 

Doiu'  \\    rsl  mil  lilriitKiucini'nl  à  rcxU'i'iciir  ilc  0,  cl  l'on  :i 


Ot: 


l.n  liiiRlioii  \\   salisfail  ilonc  l)lon  aux  conditions  chi  problèmo. 

i.a  soliilion  n'est  pas  unique,  puisqu'on  peut  ajouter  une  constante  (piel- 
conque  à  \\  ,  sans  (pie  cette  fonction  cesse  <lc  satisfaire  iiiix  coiuiitions  du  |)ro- 
blènie ;  mais,  parmi  toutes  les  solutions  possibles,  nous  distinguerons,  sous  le 
nom  de  solution  de  Neumann,  la  fonction  W  que  nous  venons  de  définir. 

Soit  alors  [jl  la  plus  grande  valeur  absolue  que  puisse  atteindre  u;  je  me  pro- 
pose de  déterminer  la  plus  grande  valeur  absolue  que  puisse  atteindre  W. 

(  )ii   peut  trouver  d'abord  une  limite  de  la  valeur  iii)solue  de  P.  En  efl'et, 

l'intégrale    (   —  ne  pt'iit  devenir  infinie,  quelle  que  soit  la  position  du  point  x, 
y,  z.  Si  L  est  sa  limite  supérieure,  nous  aurons  : 

et,  par  conséquent, 

iV[;|<L,ji,         G„-II„<2L;x. 

On  en  déduit  : 

|VÎ|<G,-11,<-LX;j:, 


et  comme  /.  est  plus  petit  que  un 


'  '  1  —  /. 

4»  restera  donc  à  i'inh'riciir  de  D  plus  petit  que  celle  (puinlitc',  de  sorte  cpi'il 
nous  reste  (inalcnienl  : 

Il  existe  donc  une  constante  II  telle  que  : 

I  W|  <IIhi. 

Cette  constante  H  ne  dépendra  que  du  domaine  D. 
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Si  A\   Cl  \V  1  sont  deux  valeurs  de  la  fonction  \\   en  deux  points  siliiés  à 
l'intérieur  de  D,  on  aura  : 

I  W-W,  I  <2H,a. 

Si  donc  IJ  est  une  (oiicliiin  satisfaisant  aux  condilions  : 

...  dV 

AU  =  <>,         -j—  =  u, 
an 

et  s'annulanl,  soit  en  un  point  de  D,  soit  sur  sa  Ironlière,  on  devra  avoir  : 

U  =  W  +  K, 

K    ('lanl    une    constante;    cette    constante    devra    donc   être   égale   à   — Wi, 
\\  1  étani  la  valeur  de  ^^   au  point  où  la  fonclion  U  s'annule.  On  aura  dcuic  : 

|U|  =  |W  — w,  !    :-.(ii;jL. 

Si  l'on  a  l'une  des  deux  conditions  : 


/Urf.=0,         / 


\j   f/co   =:  O, 


il  faut  bien  que  U  change  de  signe  et  par  conséquent  qu'il  s'annule,   soit  à 
l'intcrieur  de  I),  soil  sur  sa  frontière.  On  aura  donc  : 

U  peut  y  u\oir  avantage  à  introduire  certaines  fonctions  analogues  à  celle  de 
Greeii. 

Soit  j?',  y\  z'  un  point  intérieur  à  I);  /■  la  distance  tlu  |)oinI  r,  v,  ;  au 
point  ./',  y',  :'. 

Soil  niainleiiaut  (1'  une  fonction  satisfaisant  aux  condilions  suivantes  : 

r  A  l'intérieur  de  D,  AG'  est  nul; 


dG' 
.i"   \jii  dillerence 


2°  A  la  frontière,  —=-  est  nul; 
dn 


dx  .\  r.  r 


est  finie. 

Soit  de  même  G"  une  fonclion  telle  que 

i"  A  l'intérieur  de  D,  IG"  soit  nul; 

ni-'  1       r  •  ,  dCi"  .  , 

2°   Sur  la  trontienv  —r-  soit  iiuf  ; 
(in 
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;>"    1-a  (lilléllMlCO 


G"-  —  -^ 

il.i"-    I  - /■ 


suit  Unie. 


,l\\'  r..,'/W 

flx 


l,'i'\i>li'iu-c  de  eus  fonclidiis  résiillr  ilccc  (|Mi  iuccèilc.  Les  loncliuns  (  i'  ri  (i" 
exlslei'iiiil  cl  leurs  vnleiiis  sur  hi  lioulière  dr  I)  tolcrdiil  limitées,  puurvii  ijiie 
le  iniliil  ,/  .  )',  ;  reste  tliiiis  im  (luriiiiiiie  iiili'iieur  il  D  el  ne  puisse,  par 
conséqiieiil.  se  iap|)ioclier  de  la  Iroiiliri-e  de  I). 

Si  alors  W    est  une  lonelion  (|ui  siilislail  à  l'i'qual  mu  : 

AW  =  o, 

el  (elle  iiiie  -;—  prenne  des  valeurs  donni'es  sur  la  Ironllére  île  D;  si  \N  '  est  la 
'        (In    ' 

\aleui'  de  W    au  piiinl  ■!'',}'',  :' ,  on  aura  : 

dx  ''  J  lin 

l.e>  iuléf^rales  du  second  membre  sonl  ('tendues  aux  éléments  //'.>  de  la  hon- 
lière  de  D. 

IX.  —  Températures   stationnaires. 

l'ropdMius-nous  de  résoudre  le  pruldéine  suivant   : 
Trouver  une  lonelion  e  telle  que  l'on  ail  à  l'intérieur  de  D  : 

Ai'+/=<) 
el  à  la  Ironlière  : 

1-  hv  =  n. 

rin 

I.a  ronetiouy' est  supposée  donnée,  cl  je  supposerai  d'ahm-d  : 

j'  f,l-  =  ». 

C'esl  le  problème  qui  consisle  à  clierclier  la  Uimpéralnre  liuale  d'un  corps 
solide;  qui  perd  de  la  chaleur  par  rayonnemenl  par  sa  surface,  mais  à  l'intérieur 
duquel  cerlaincs  causes  conslanles  produisent  incessammcnl  de  la  ciialcur. 
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l.c  iiniivoir  éiiiissil  est   proportionnt'I  ii // ,  t'I  la  rluiluiir  [Mofliiilc  011  cliaiiiic 
|iiiiiil.  dans  1  iiailé  de  temps,  osl  proporliimnelle  à  y'. 

Cliciclions  à  développer  c  suivant  les  puissances  croissanlcs  do  //.  cl  'soit  : 

r  =  l'ii  -4-  /(  (■  1  -t-  h-i--2-f-.  .  .. 
(  )n  aiifa  successivcnii'ul  : 

A  l'inti-'ricur  ile  D.  A  la  frunliùie. 

Ar„  -H  /  =  O  -—  =  o 

A('|  =  o  — h  i'u=  0 

fin 

Ar-.  =  o  — ;—  -I-  f  I  =  o 

an 


INous  allons  voir  (pie,  si  le  tlniiuillic  D  l'sl  cu/H'c.ri',  la  inélliodc  de  \cniiiaiiu 

pciinel  de  calculer  successnenieni  lo,  l'i,  Co.  .... 

I'>ii  l'ilcl.  nous  pouvons  d  alxud  Iroiiver  une  toiiclion  u  satislaisaiil  à  1  ('■(nia- 

tion  : 

A«+/=c.. 

Il  sullil,  par  exemple,  de  prendre  ii  é!j;al  au  polenlp<'l  d'une  nialière  alliianlc 

liclive,  dont  la  dcnsilé  serait  énale  à  - —  On  a  alois  : 

4" 

r  ,hi 
J    an 

SI  I  (_)n  a,  coiiinic  y  I  ai  supposé, 

/././.=„. 

Xons  délerinineruns  ensnile  la  lonclion  ro — u  |uii'  les  conditions  : 

d{  ('„  —  f<  )  (lu 

tu  1  0 —  «;  =  u,  — 

La  condilion 


'^('■'•-")  =  °'  ./.  -       dn 


J    dn'   ' 


étant    ifiii[ilic.    la    luélliode   de    JNeuinann   nous    lera    conuailie    r,, —  a   et    |)ai' 
C(uiséqiient  v„. 

Nous  pouvons   d'ailleiiis  ajouter  à  la  solution  de   Nenniann   uni'   constanle 

H.    P.  —   IX.  22 


|-,,  SUR   SUR    LES    ÉQUATIONS    DE    LA    PHYSIQUE    MATHÉMATIQUE. 

;irl)itrairc:  nous  clioisirons  (flic  coiisliiulc  ik'  lolk'  l'açou  que  : 

/    r„  iIm  =  o. 

\(Mis  |>()iiir(iiis  alors  (loUTiniiicr  l'i  j)ai'  la  iiU'llioilo  de  iNcuniaïui  à  laide  «les 

comlil loii^  : 

Ai'i  =  i),  -, h  r,,  =  (1. 

(In 

iVoiis  ajuiilcidiis  à  la  .solution  do  Neumaiiu  uiu'  coiislaulc  ail)iliairc,  clioisic 
di'  ti'llo  sorte  (jiie  : 

/   I',  </(.)  =  o  ; 

et  aiii>i  (!<■  Mille. 

Je  dis  iiiaiiiteiiant  ([lie  la  sijrie  : 

(l)  I'  =  (■„ -4-  /il'i -H  /(■-('--)-..  . 

esl  uniformément  convergente  si  //  est  assez  polit. 

Soit  en  effet  [J-  le  maxinium   de  |  t'o  |  ;  nous  aurons,  d'apri^'s  le  llieorènie  du 
paragraphe  précédent  : 

La  série  converge  donc  uniformément,  [)our\u  que  : 

Il   résulte  de   là   que  la  soinine  de  la  série,   c"est-à-dire  la    lonclion  c,   esl 
continue  dans  tout  le  doiiiain(!  D  et  sur  sa  frontière. 
Étudions  mainlenant  les  dérivées 

iIk<         in  V 
rix       dx- 

el  pour  cela  reprenons  les  fonctions  G',  (i",  introduites  à  la  iin  du  paragia|)lie 
précédent.  Nous  trouverons,  en  app(daul  v\  la  valeur  de  lo  au  point  .2',  ■)'',  z'  : 


dv\         r ..,  .  d-^v\  r  ,, 


1  ik<i. 


Comiiie  les  fonctions  G'  et  G"  sont  liiiiilées.  on  voit  (|iie  les  séries 

15 


Sdvo  .    dvx  .  „   rfra 

tlx  dx  dx 

rlx-  dx"-  dx- 
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soul  miiloriiK'iiiciil  coavc'rgçuU's.  II  en  serait  de  uièiiK'  ilailleurs  îles  séries  qui 
procéderaient  suixiinl  d'aulres  dérivées  des  fonctions  t,. 

11  résidle  de.  là  que  les  deux  séries  (2)  représentent  les  tl('rivées 

dv  il'-v 

dx  dx- 

r\  1  on  en  conclut  aisément  léquation  : 

Af  -\-f  =  o. 

Mais  il  y  a  entre  les  séries  (i)  et  (2)  une  difl'érence  essentielle  :  la  série  (  0 
est  uniforiuémcnt  convergente  dans  le  domaine  D;  les  séries  (2)  sont  unitor- 
méiiient  convergentes,  non  pas  dans  le  doiuaine  I),  mais  dans  loul  domnine 
intérieur  à  I)  (ou  plutôt  je  n"ai  pas  démontré  (pi'elles  le  soient  dans  le 
domaine  D). 

Il  résulte  de  là  cjue  les  dérivées  de  c  sont  continues  à  l'intérieur  de  D,  mais 
que  nous  ne  pouvons  pas  affirmer  qu'elles  le  soient  encore  sur  la  l'ronlière. 

Nous  ne  sommes  donc  pas  certains  que  rexpression  -1-  ait  un  sens  el  encore 

moins  que  la  condition  à  la  limite  : 


(3)  ■  :£-'-='' 


soit  remplie. 

En  revaiiclie,   nous  pouNons  affirmer  (pie  11   l'tanl   une  fonction  fpielcoii(|U( 
continue  ainsi  que  ses  dérivées  du  preiiiii'r  ordre,  on  aura  : 


(  4  )  i  iifd-  4-  /   V  \u  dz  =  f  v[  lia  H-  '—  )  dM. 


G  est  ce  (pie  |  ai  appelé  à  la  lin  du  paragraphe  \  I  la  londilinn  lundi firc. 
Elle  est  évidemment  équivalente  à  la  condition  (3)  au  point  de  \  ue  physique. 

Si"  donc  on  remplace  dans  les  donmx's  du  problème  la  condition  (.!)  par  la 
condition  modifiée,  C(!  proijlt'me  peut  (Mre  regardé  comme  résolu,  pourvu  que 


Supposons  main  tenant 


''<ixv 


2H 


Soit  //|i  un  noiiiiue  positif,  plus  petit  que  — rr)  et  soit  : 
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CIkm'cIioiis  à  il(''\('lo|ip('r  i'  smvniil  les  puissances  de  yj  cl  siiil  : 

(j)  c  =  l'i,  +  T,  C|  -t-  r,-  c.  + 

(  )n  (lc\  i;i  :i\ (IIP  : 
(0)  AC(i-i-/'=o,         Ai'i  =  Ac;.  =  .  .  .  =  o 

'  f/c„  ^A'i  f/i'j 

(7)  -j (-/(|iCi,=  0,  — h  /l„C,  -I-  l'„  =  (I,  -H  AoCj-l-  c,  =  o. 


rt«  (in  lin 


Les  comliliuns  (7)   |ionrroiil  clic  i<'iiiphici'cs   piir  les  coiidllioiis   iiiixlilic'cs 
corrcspoiidiinlcs. 

C.oiiiiiic  Ail  csl  plus  pclil  (|uc     ç.i  les  c(Hialii)iis  ((>)  cl  (  ")  dcleiiuiiicroiiL  le? 
fonctions  Co,  Ci,  .... 
Supposons  que 

\vo\<g\ 

(111  aiii';i.  d'jipics  1111  lliccircmc  ilciiioiilrù  ;iu  paiJigrjplic  \  I  : 

Ces  iiiégalilcs  seront  encore  vraies  cjuand  iiii  siil)sliliicr;i  aux  coiidilioiis  (7) 

les  coiidilinii>    1 li(i(''es   corrcspoudiiiiles,   puisque    nous  avons   \u   que  celle 

siihsl  iliilioii  u'eiupcclie  pas   les  llu'oiènies  du   parayraplic  \l   de  s'appliquer. 

La  série  I  .')  )  converge  donc  uiiifornK'iiiciil.  pourvu  que 

r,        //„. 

Ou  eu  deduirail  coiiiuie  plus  liaul  (pie  le  proldciiic  pciil  iHre  regardé  eoiiiiiic 
r(''S(jlii.  p(.iiir\n  (pic 

•'■1  <  /«o, 
un  (pjc 

A  <  2  K 
un  (lue 

Si  //  est  plus  grand  (pie    ,)  on  prendra  Ao  |)lus  pelil  (|uc      1  mais  aussi  voisin 

I 
11^ 


(|ii  on  voudra  <J<;      ;  on  poseiii 


//  =  A„-t-  r„ 
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on  développera  c  suivanl  les  puissances  de  n  el  l'on  déierminera  les  coefficienls 
par  les  équations  (6)  el  (7). 

Celle  délerniination  sera  possil)le,  puisque  //u  csl  plus  pelil  que       el  la  série 
convergera,  pourvu  que 

n  <  ha. 

Le  |iiiililèiue  sera  doue  résolu,  pourvu  que 

et  ainsi  de  suite. 

On  voit  qu'en  continuant  île  la  sorte  on  résoudra  le  problème  quelle  que  soil 
la  valeur  positive  de  /( . 

Ce  procédé  n'est  autre  chose  que  celui  de  la  continuation  analytique. 

Considérant  c  comme  fonction  de  li ,  nous  avons  fait  voir  que  cette  fonction 

est  liolomorplie  dans  un  cercle  avant  pour  centre  l'origine  et  pour  rayon  — rj- 

i^renant,  sur  l'axe  des  quantilés  réelles  positives,  un  point  //(,  situé  à  rinlérieur 
de  ce  cercle,  nous  avons  vu  t[ue  la  fonction  e  est  encore  liolomorplie  à  rinlé- 
rieur d'un  cercle  ayant  ce  |)onil  pour  ccnln'  et  passant  par  l'origine,  cl  ainsi 
de  suite. 

Nous  avons  supposé  au  dcliui  qiir 


/■/ 


h 


Celle  reslnetiou  n'a  rien  d'essentiel. 

.Soil  en  ell'el  à  Iroiner  une  foiiclKui  e  salisfais;inl  aux  condilions 

h  /(('  =  O.  Af  -!-  /  =  o. 

lin 

1  loiiclioii  /  claiil  qiielc(uique  ;  soil  : 

/  fd-  =  \.         A  ^  o. 
Soil  ensuite  c'  une  lonclion  telle  qu 

-   /((■'  =  o 


le 


(In 

et  d'ailleurs  quelconque;  je  suppose  seiilemeiil  (pi 

I   Aiw/t  =  /,A 
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lU'  Miil  pas  nul.  Ou  aura  alurs  : 

On  [iiiui'ia  (Idiu-  Iriuivcr  une  tonclion  i"  Icllc  quo 
et  alors,  en  posant  : 


h  hv  =  o,  Al'  +  /  =  o, 


el  le  |ii(iljlriu('  sera  résolu. 


X.  —   Refroidissement   des    corps. 

Sdil  inainli'uaiil  à  Iniinri-  uni'  louclion  r  salisf'aisanl  à  la   ildulilc  ciindilin 

(0  Ai;  4- Çc -+-y=  o, 

,  dv         , 

12) h  /If  =  o. 

a/( 

l'iii|i(is()iis-ii(]us  lie  ilr'\('lii|i|)cr  r  suivaul  les  [juissauccs  de  t,  et  soil  : 
(  3  ;  (■■  =  i'„  -)-  l'i  Ç  +  i'-2  Ç-  + 

Les  iouilious  r,„  licvrinil  elle  déteruiluées  par  les  conditions  : 
^1)  Acu -!-/  =  (),         Ae, -4- l'ii  =  o,         Aeï+f|  =  o, 

jointes  aux  rondilions  aux  limiles  : 

(5)  — i-/(e„=(), 1- /m-,  =  I),  .... 

dn  lin 

l.a  di'lcriuiiial  rijii  d'uiK'  Ibnriion  r,„  par  des  conditions  de  la  Coi-ine  : 


Ac,„-+-  v,„-\  =  <>,         —r^  ■+-  /if,„  =  o, 


dt>,„ 
dn 


"M  i'//,_i  est  déjà  connue,  est  préciséiiieni   le  |irolilèiiie  (pii  a  (■li'  Irailc  dans  le 
paraiji-aplif;  précédent. 
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Il  s'agit  mainleiianl  de  reconnaître  si  la  série  (3)  est  convergente,  el  pour 
cela  je  \ais  employer  la  méthode  de  Schwarz  et  former  les  intégrales  suivantes  : 

W„,,„  =  /  v,„v„  d-, 

V,„,„  =  hj   r,„  .■„  ,Ao  H- j   (^_   ^-  +  _   -^^  +  —  _  j  ,/.. 

Ces  intégrales  jouissent  des  propriétés  caractéristiques  des  intégrales  de 
Schwarz,  c'est-à-dire  rpie  l'on  a  : 

\V„,>o, 

Wo  ^  w,  ^ 

Toutes  ces  propriétés  seraient  presque  immédiatement  é\  iiieutes  si  l'on  avait 
démontré  que  les  fonctions  c,,,  satisfont  eflectivenient  aux  conditions  (5). 
Malheureusement,  il  n'en  est  pas  ainsi;  tout  ce  que  nous  savons,  c'est  que  ces 
fonctions  satisfont  à  la  «  condition  modifiée  »  correspondanic.  Il  y  a  là  une 
difficulté  dont  je  n'ai  pas  réussi  à  triompher  complètement.  Il  n'csl  même  |)m>. 
élahli  rigoureusement  que  l'intégrale  \  „i,«  a  un  sens. 

(^uoi  qu'il  en  soit,  je  me  conlenlerai  de  l'aperçu  suivanl  : 

La  fonclion  r,„  satisfait  à  la  condition  modifiée;  je  dis  qu'on  pi'ijl  en  déduire 
la  conséquence  suivanle  : 

Soit  S  une  surface  intérieure  à  D,  mais  1res  voisine  de  la  frontière  de  D. 

Soit  u  une  fonction  quelconque,  finie  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  du 
premier  ordre,  tant  à  l'intérieur  de  D  que  sur  sa  frontière. 

L'intégrale 

étendue  à  S  a  un  sens  ;  je  dis  qu'elle  tend  vers 

(?)  —  /   uv,i,(k'i 

étendue  à  la  frontière  de  U  quand  .S  se  rapproche  indéliniinent  de  cette  fron- 
tière. 

En  elTet.  l'intégrale  (6)  est  égale  à  l'intégrale 

du 


(«) 


/   >'m  -jj  do)  -\-  I  {Il  Ai'„,  —  (■„,  A;(  ;  d- 
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i-l('U(liii'  ;ni\  l'ii'iiiciil.s  (/f,i  (le  la  smlnci'  S  cl  :nix  clcniciils  ih  du  vciliiiiic  limilé 
par  ci'llc  Mirliici'.  Daiilro  \r~\\\.  l'ii  \crlii  de  la  ((iiidil  khi  imidiliiM'.  l'inlc- 
urali'  (")  osl  i'i;al('  à  ocllo  uK^nic  iiiU'!;ral('  (S)  ('IciKliic  à  la  lidulirTc  de  I)  cl  au 
doiuaiui'  I)  linil  l'iilirr. 

Si  lions  laiMiiis  II  =  (•„,  nous  aurons  : 

(i))  liai  /  \„—-^i/iù  =  —  hj  i„f,„ //<■). 

Il  l'sl  \rai  i|u"cin  na  |)as  le  druil  de  lairo  //  =  r„ ,  piiis([iu'  nous  ne  savons  pas 
si  les  drilvccs  dé  i'„  soni  conliiiuos  sur  la  fronlièrede  I).  Maison  pciil  ohsi'rvcr 
(iiii'  r„  pt'iil  (Mro  développé  en  une  série  unlforiiK'iuenl  eoiuer^enle,  doni  lous 
les  lernies  aiiraienl  leurs  dérivées  du  premier  ordre  conlinues. 

L'éqiialiim  (  ()  i  e->l  donc  vraisemblablemenl  salisfaile,  bien  que  l'on  puisse 
encore  cliicaiier  sur  ce  poinl. 

De  réqiialion  (  ()  )  i<\\  déduira  sans  [leineles  propri('lés  des  intégrales  \\    cl  \ 
énoncées  plus  liaiil . 

11  en  résiilie  que,  si  |E]  est  assez  petit,  la  série 

(10)  v/W„+Ev^W,+  ?^  v'Wu  +  ... 

convergera . 

D'autre  part,  si  g-  désigne  le  niaxlinum  de  |  /'j,  ^'u  celui  de  |  t'o  |)  ■  •  • ,  ff,,  celui 
de  I  t'n|;  si  l'on  pose,  comme  au  paragraphe  VI, 

(I  "^  ih' 
ou  aura  : 

iJ"oi'i  il  suil  que  la  S(''rle  (.5)  converge  iniilorm(''menl  dans  loul  le  doinalnc  D, 
j)OUr\  Il  (|iii: 

51  <j- 


Mais  cela  ne  nous  sutlil  pas;  il  nous  faudrail   elalilii'  que  la  série  (>) 

la   IdUles  les  lois  que  la 

L'ini'-rallii'  de  Schwarz 


coin  er- 


gcia  huiles  les  l'ois  que  la  sc'rie  (lo)  converge  elle-iiir'UH 


u    w,,  ,  /  <;^./t 


f'- 
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subsiste  en  désignanl  par  G  la  i'oiictioii  de  Greon  généralisée  que  l'on  formerait 
en  donnant  aux  conslantes  ;  ol  //  les  valeurs  zéro  et  //. 

Tant  que  le  point  x' ,  y\  z'  ne  se  rapproclic  pas  indéfiniment  de  la  frontière 
de  1^,  rinh'gralc  /  G-  dz  reste  limllcc  ce  qui  nous  permet  d'aflirmer  ce  qui 
suit. 

Toutes  les  fois  que  la  scnc  (lo)  couvcrge,  il  eu  est  de  même  de  la  série  (o)  ; 
et  la  convergence  est  uniforme,  sinon  dans  (oui  le  domaine  D,  au  moins  dans 
tout  domaine  intérieur  à  D. 

11  est  probajjle  (jue  linlégrale  /  G-  ih  ne  devieni  pas  infinie  quand  le  point  x', 

y',  z' se  rapproche  de  la  frontière;  car  il  est  ais(''  de  constater  que  cela  est  vrai 
pour  la  sphère.  S'il  en  est  ainsi,  la  convergence  de  la  série  (3)  est  uniforme 
dans  tout  le  domaine  D. 

Cela  posé,  soit  \    une  loncliou  (jucIcoikiiu',  Iclle  que 


/' 


V  d-  =  o. 
On  aura  évideiiimeul  : 


"/^"■"-fim'\fmï* 


/--        f 


\^  d- 


Un  en  conclurait,  comme  dans  le  cas  de  //  =  oo ,  que,  si  l'on  a  : 

/  =  «i/i  -I-  «î/j  -(-...  -4-  a.,,fp, 

on  pourra  disposer  des  coefficients  arlutraires  a  de  (elle  laçon  (jue  le  rayon  de 
convergence  de  la  série  (.i)  soit  plus  grand  que  Lj„  l.j,  étaui  un  nombre  qui 
croît  indéfiniment  avec  j). 

Les  autres  résultats  de  la  première  partie  de  ce  travail  s'en  déduiraient 
immédiatement;  on  verrait  que  la  fonction  c  es!  méromorphe  dans  tout  le  plan, 
quelle  n'a  que  des  pôles  simples  et  que  ses  résidus  satisfont  à  des  conditions 
de  la  forme  : 

au  ■+-  ku  =  o,  -5-  -h  hii  =  O  ; 

an 

ce  qui  (iciiiuuire  Fexislence  des  fonctions  harmoniques. 

H.  P.  -  IX.  23 


1-8  SUR    LES    ÉQUATIONS    DE    LA    PHYSIQUE   MATHÉMATIQUE. 

On  VDil  i|in'  je  n'iii  pu  parvenir  dans  le  cas  général  à  des  résultais  aussi 
salisfaisanls  (jiie  dans  le  cas  A  =  c»  ;  on  voit,  combien  de  lacunes  subsistent 
encore.  Je  ne  m'ortorcerai  pas  davantage  de  les  combler;  la  première  chose  à 
faire,  en  ellel,  sérail  de  taire  une  élude  plus  approtoiulie  de  la  niétliode  de 
Neuuiann.  encore  iniparlaite  sous  bien  des  rapports. 

Cela  m'entraînerait  trop  loin. 

Ncumann  a  dil,  en  oU'et,  dans  son  Ouvrage  sur  le  potentiel  (p.  i53)  :  «  Fiir 
die  viertc  Eigcnsclialt  bin  ich  einen  Beweis  von  hinlâiigliclier  Strenge  mitzu- 
theilen.  vorlaufig  nicht  im  Stande  ». 

J'ai  cru  cependant  que  ces  résultats,  si  incomplets  qu'ils  soient,  n'étaient 
l^as  absolument  dénués  d'inlérét,  et  je  me  suis  décidé  à  les  publier,  .le  serais 
heureux  si  cette  publication  pouvait  provoquer  de  nouvelles  recherches  sur  ce 
sujet. 

XI.  —  Méthode  de  Gauchy. 

Dans  les  deux  premières  parties  de  ce  travail,  j'ai  démontré  l'existence  des 
fonctions  harmoniques;  mais,  si  dans  la  première  partie  (§  I-V),  où  je  me  suis 
occupé  du  cas  de  h^=co,  je  suis  arrivé  à  une  démonstration  parfaitement 
satisfaisante,  il  n'en  a  pas  été  de  même  dans  la  seconde  partie  (§  VI-X),  où  je 
me  suis  occupé  du  cas  de  /;  quelconque. 

Aussi,  pour  ce  qui  me  reste  à  dire,  je  me  bornerai  au  cas  de  /?  =  oo ,  bien 
que  les  résultats  soient  probablement  vrais  dans  tous  les  cas. 

Une  fonction  harmonique  U,-  est  alors  définie  par  les  conditions  suivantes  : 

AU,+  A-;U(=  o     à  l'intérieur  de  D, 
U;=  o     à  la  frontière, 


/ 


Vf  dx  =  i. 


On  peut  se  proposer  de  développer  une  fonction  arbitraire  f  en  une  série 
procédant  suivant  les  fonctions  harmoniques,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  : 

/=2a,u,. 

Si  le  développemiîiit  est  possible,  il  est  aisé  de  démontrer  qu'on  aura  : 
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De  iioinhreuses  analogies  nous  donnent  lieu  de  penser  que  le  développement 
csl  toujours  possible,  mais  une  démonstration  complète  et  rigoureuse  n'a  pu 
encore  élre  donnée;  je  \(judrais  terminer  ce  Mémoire  par  quelques  résultats 
relatifs  à  cette  question. 

L'idée  qui  se  présente  le  plus  naturellement  à  l'esprit,  c'est  d'employer  une 
méthode  dont  Caucliy  a  fait  souvent  usage,  en  l'appropriant  bien  entendu  au 
problème  particulier  que  Idii  a  en  \uc. 

Reprenons  la  fonction  méromorplie  doni  il  a  été  quesliiui  dans  les  para- 
graphes I-V  : 

"  =  [/.  I]  =  ''o+^'i?-^  (■"-;' +  •••■ 
Nous  av(iii>  \M  ([lie  ci'llr  lonctioii  adiiicl  uni'  luliuilé  de  p('iles  simples 

et  que  le  résidu  correspondant  est  — A,L  ,. 

Supposons  maintenant  que  \'i\  croisse  indéliniment.  L'argument  de  pétant 
constant  et  différent  de  zéro,  tout  nous  porte  à  croire  que  la  valeur  asjmpto- 

tiqiie  de  c  sera  égale  à  ^  ;  je  veux  dire  par  là  que  le  rapport j  tendra  vers 

l'unilé. 

Je  le  démontrerai  plus  loin  pour  tous  les  arguments  compris  entre      et  —  ; 

mais  cela  est  probablement  vrai  pour  tous  les  arguments,  sauf  pour  l'argu- 
ment zéro. 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  ce  rapport  ne  peut  pas  tendre  vers  i  quand  l'argu- 
ment de  \  demeure  constant  et  égal  à  zéro  ;  car  la  fonction  c  devient  alors  infinie 
une  inflnité  de  fois. 

Construisons  maintenant  une  infinité  de  cercles  Ci,  Ca,  .  .  .,  C,-,  ....  Ces 
cercles  auront  pour  centre  l'origine  et  leurs  rayons  iront  en  croissant  indéfini- 
ment avec  l'indice  i;  ils  ne  devront  pas-ser  par  aucun  des  pôles  de  la  fonction  v; 
nous  pourrons,  par  exemple,  prendre  pour  rayon  du  cercle  C,  : 


Tout  nous  'porte  à  croire  que,  si  les  rayons  de  ces  cercles  sont  convenable- 
ment choisis,  on  pourra  assigner  une  limite  supérieure  au  module  de  toutes  les 
valeurs  que  peut  prendre  le  'produit  ci  aux  différents  points  de  ces  différents 
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cercles;  dv  Icllc  façon  (|n'oii  iinra  mii'  un  (niclcoii([iie  ries  cercles  C,  : 

l'';l<M.. 

M  étant  une  constaiile  ne  dcpenilanl  pas  de  l'indice  i. 

Ce  point  serait  sans  doute  le  plus  délicat  à  établir. 

Supposons  donc  que  l'on  ait  déuionlré  les  deux  propositions  cpie  je  viens 
d'énoncer  connue  probables;  voici  ce  qui  arrivera  : 

Soit  J,  linlégralc  : 

21-,  J 

prise  le  long  du  cercle  C,.  On  aura  : 

liiii  J,  =  — f, 

quand    I  indice  /,  et  par  conséquent  le  rajuii  ilu  cercle  C,,  croîtront  indéfi- 
ninicnl. 

D'autre  pari,  en  Ncrlu  du  lliéiirènie  de  Cauclij  : 

_  J,.=  A,  Ui-H  A.,li;-(-...-i- A,U,-, 

car  les  pôles  de  c  intérieurs  à  C,  sont  les  pôles  Ai,  />■•,  .  .  . ,  />/. 
On  en  conclut  que  la  fonction _/" est  égale  à  la  somme  de  la  série 

A  1  U  I   -I-    An  tjj  -h  ...(/(/    //(/'. 

I.a  déninnsirallon  de  la  possibilité  du  développement  est  ainsi  ramenée  à 
celle  des  deux  propositions  suivantes  : 

f 
i"   i,a   valeur  asyniptoticpu'  de  e  est  ('gale  à  '^  quand  le  module  di'  £  croit 

indéfiniment,  son  argument  demeurant  constant  el  dillereni  de  zéro; 

2"  (  )n  peu!  choisir  les  rayons  des  cercles  C,  de  telle  façon  (pie  loa  ail 
toujours  : 

!^■5|  <M- 

.le  n  ai  pu  arriver  à  élablir  ces  deux  propositions;  j'ai  donc  dû  modifier 
beaucoup  la  mélliode  de  Cauclij,  mais  je  n'ai  pu  parvenir  à  démontrer  la  pos- 
sibilité du  développement  (pie  dans  certains  cas  particuliers.  C'est  sans  doute 
à  la  méthode  de  Cauchy  ipiil  faudra  revenir  quand  (ui  \oudra  étendre  ce 
résultai  au  ca>  p'iiéral. 
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XII.  —  Valeur  asymptotique  de  t . 

ri-  .  n 

Je  suppose  ihiiic  ([iie  ;  coiiser\e  un  argument  consliint  compris  entre  - 
et  ^  et  que  son  module  croisse  inilélinimeni  et  '](:  uie  propose  île  leclierclier 
comineni  se  comporle  l;i  fonction 

'■  =  [/.?]• 

La  constante  ç,  ayant  son  argument  compris  entre  -  et  — >  aura  sa  partie 
réelle  négative.  Posons  : 

?  =  -«-,       «  =  P-i-fT; 

el  choisissons  le  signe  de  a  de  façon  que  sa  partie  réelle  (3  soit  positive. 

Soii  G  la  fonction  de  Green  généralisée  en  donnant  aux  constantes  ^  et  //  les 
valeurs  £  et  oo.  Lexistence  de  celle  fonction  résulte  des  considérations  déve- 
lo|)pé('S  dans  les  paragiaplies  \-\ . 

Soit   r'  la   \aieui    de  i'  au  poini   ./',    )''.   ^' •  'ht  dislance  du  point  .r,y.  :■  au 

point./',  y',  z' ;  soit  A  le  inavimum  du   module  île- —  quand  le  poinI  x,  y,  z 
est  sur  la  himlière  de  I).  D  après  ce  (jue  nous  avons  \u  au  paragraphe  \  II,  on 


Oi',  /■  éliinl  n'ci.  on  a 


=  -/./, 


fi—ccr 


45:  /■  ' 


^T.r 


et,  comme  (3  est  positif,  ce  module  décroîl  quand  /•  augmente. 
On  aura  donc  : 


A  = 


/,r.i;i 


/'o  étant  la  [)lus  coiiile  dislanee  ilu  pcilut  ./',}'',  :■'  à  la  fionlière  de  D. 
On  aura  donc  : 


G  = 


4  ^  '■  4  ^  '■«) 
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0  ('tant  uni'  qiiaiililo  iloiil  le  inoiliilf  csl  plus  pclil  (|iu'  i.  On  aiiia  donc  : 

La  seconde  iiilé^rale  a  son  module  plus  pelil  que  «T,  ^>  élanl  la  pins  grande 
valeur  de  \/\  et  T  le  volume  de  D.  J'aurai  donc  : 

le  iiuidido  de  0'  ('■tant  inféneiii-  à   i . 

Considérons  une  sphère  de  rayon  r  ayant  son  centre  en  x',  y',  :■' ;  soit  ;■-  dZ 
un  élément  de  la  surface  de  cette  sphère  a^'ant  pour  coordonnées  ,r,  y,  z  :  de 
sorte  que  de  soit  l'angle  solide  sous  lequel  cet  élément  est  vu  du  point, r',j',  z' ; 
nous  pourrons  écrire  : 

r'  =   f  -l^  e'="  dr  (Kj  -t-  e-P'» 0'  M, 

en  ])()sanl  jionr  abréger  : 

M  =  ^-^ 

4  T^  '0 

L'intégration  dcMa  èlie  étendue  à  tous  les  éléments  de  volume  r'-</rd('j  qui 
sont  à  rinléiieur  de  D  ;  si  l'on  préfère,  on  peut  l'étendre  à  l'espace  tout  entier, 
mais  en  convenant,  puisque  la  fonction  _/' est  arbitraire  et  n'a  encore  été  définie 
qu'à  l'intérieur  de  D,  en  convenant,  dis-je,  de  faire /'=  o  à  l'extérieur  de  D. 

Si  alors  nous  posons  : 

./S 


^'^>^/''if 


l'intégrale   étant   étendue  à    Ions   les  éléments    de   la  sphère   de  rayon  /•,    nous 
au  l'on  s  : 

(/=  j      ï,(/-)e-«'-rfr-i- e-P'»0'M. 

il  iiDpiiilc  d(;  remarquer  que  »(/)  (de  même  que  M)  ne  dépend  nullement 
de  la  constante  ^. 

Supposons  (pie  la  fonction  /' s(jit  analytiques  dans  le  voisinage  du  point  .r',  j'', 
z' ;  il  arrivera  que  'y  sera  aussi  une  fonction  analytique  quand  /■  sera  voisin  de 
zi'-ro.  Nous  aurons  alors,  pour  r  inférieur  à  une  certaine  limite  r,  : 

■i(r)  =  A,  /•  +  \-ir--h  .  .  . 
et  il  esl  iiianifcsli,'  qu(,-  Ai  n'est  aiilre  chose  que  /',  Naleur  de /'au  point. ,f''  v',  z' . 
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Nous  pourrons  alors  trouver  une  quantité  poskive  B,  telle  que 

!?('•) -A.(r)|<Br^ 
Il  vient  alors  : 

v' =  j      k^re-^'  dr  -^  1     B  (J'V^  g-ar  c?r  +  e-P''»0' M, 
-'o  -^0 

le  module  de  0"  étant  plus  petit  que  i  ;  ou  bien  : 

,       A,        26,8  ,    „  „ 

i'  =  --  -I h  e-»"«eoM, 

a-  «3 

Oi  et  O2  ayant  leurs  modules  plus  petits  que   i  ;  et  en  efl'et  e~'^'°  a  même  module 
que  e~°""". 

Il  résulte  de  là  que,  pour  |  Ç  |  =  00  , 

liin  i'';  =  lim  —  i''a-  =  —  Ai  =  — /': 

d'où 

c.    0-   F-   n- 

J'ai  supposé  plus  haut  que  la  fonction  f  était  analytique  dans  le  voisinage 
à&  x\  y' ,  z' ;  mais  celte  restriction  n'a  rien  d'essentiel;  il  suffit  que  0(7')  satis- 
fasse aux  conditions  de  Dirichlet. 

Le  même  résultat  peut  s'étendre  au  cas  où  le  domaine  D  n'a  que  deux 
dimensions. 

Soit  en  eflc't  dans  ce  cas  r  la  distance  du  point  x,  y,  au  point  .r',  }'';  et  soit  : 


J  (  ;•  )  =  /         ^=^^  dz 


La    fonction   J   ainsi    définie   est    étroitement    apparentée  aux  fonctions  de 

Bessel;    elle   satisfait   à   l'équation    AJ  +  rJ  =  o,   et   sa   différence  avec ^ 

demeure  finie.  Appelons  alors  G  la  fonction  de  Green  généralisée,  c'est-à-dire 
une  fonction  qui,  à  l'intérieur  de  D,  satisfait  à  l'équation  : 

AG-4-?G  =  o, 
s'annule  à  la  frontière,  et  est  telle  que  la  différence  : 

G+'^ 

reste  finie.  Alors  le  maximum  de  |  G  —  J  |  sera  égal  à  j  J(/'o)  |. 
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Un  l'U  l'olicllll    : 

,•■=  Cc/th  =  Cur}f,h  -+-  Ç^gi(r„),l-         (|  0  |<  Il 
ou 

.//       4-p  ../  4-pn 

en  |io>uiil  |)i)ui'  abréger  : 

p  =  \Jr--\-  z",        0(1=  \//';-|  -+-  z- 
ou  onfin  : 


V  =        j^-f  d-z  dz  -I-  0' M  e-»'o, 


M  étant  une  constante  indépendante  de  \.  Cette  équation  étant  tout  à  fait  de 
même  forme  que  l'équation  (i),  on  en  tirera  la  même  conclusion,  c'est-à-dire 
que  : 

Cela  suppose  toujours  que  la  ])arlie  réelle  de  £  est  négative  et  tend  vers  — oo . 

XIII.  —  Application   du  théorème   de  Mittag-Leffler. 

Cherchons  une  jiinile  supérieure  de  |  U,  |  et  de  A,.  Nous  avons  : 

et  par  conséquent,  en  désignant  par  L]  la  \aleiir  de  l  ,  au  point  .i\  _)"',  z'  et 
par  G  la  fonction  de  (jreen  ordinaire,  nous  pourrons  ('crire  : 

L;;=/t,  CoVidz] 

ou  en  vertu  de  rin('galit(''  de  Schwarz  : 

[f0L.>fq<fvfd.fG^d.. 


Or, 

il  vient  donc  : 
Or  cette  ipianlili'' 


/l7  ./.  =  .. 

V,\<kil/j'c.'-d-. 
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C'Sl  elle-inêiiie,  coiniue  nous  l'avons  vu  dans  les  paragraphes  I  et  II,  plus  jX'lilc 
(ju'iin  certain  nombre  Q  qui  ne  th'pend  que  de  la  plus  grande  dimension  /  tlii 

domaine  U.  On  a  ainsi  : 

\Vil</c>q. 

U'aulre  pari,  nous  avons  : 

d'où,  en  vertu  de  l'in(''galité  de  Schwarz  : 

hf<ff^chfvfch. 
Si  nous  posons  : 

J\pch  =  m\ 

celte  inégaliti'  peut  s'écrire  : 

|Ail<M. 
D'aulic  part  : 

d'où 

\Jv„\}i'h\<kT"U. 

Si  donc  il  existe  une  loncliou.  /*,  telle  ipie  : 
l'I  (pic 

on  pourra  trouver  une  conslanle  M*,  telle  que  : 

|A,!<A:r"M*. 

C'est  ce  que  nous  exprimerons  en  disaui  que  A,  est  au  plus  de  l'ordre  de 
grandeur  de  kj" . 

Or  la  fonction  y*  existera,  pourvu  que  deux  conditions  soient  remplies  : 

i"  La  première  c'est  que  y' ail  des  dcrixcrs  d'ordre  2/<  +  2; 
2"  La  seconde  c'est  que  /'  s'annule  à  la  Ircjnlière  ainsi  cpie  A/,  A'-/';=  AA/', 
A'/=  AA-/',   ■  •  ■  jusqu'à  A"/. 

Il  sullil  en  idlel  de  jirendre  : 

e*^,=-A/,         <',^,=-Ai^,*_,  =  AV.         ...,         i.:  =  (-i)«A"/; 

/*  =  -Ai':. 
H.  P.  —  I\.  24 
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Si  CCS  lieux  luiKliliiiii.-.  xnil  rciiiplics,  A, est  Mil  plus  de  VovAtc  Ai'  A^"  cl  \;U/ 
(le  l'ordre  lie /.,'". 

Or  /. ,  t'sl  an  inciiiis  de  Ididic  de  ^iNiiidciir  de  /  '  si  I  )  <i  Irois  diiiicnsions  Cl 
jii  iniiiiis  de  lurdrc  de  /  si  I)  m  driix  diiiieiisions. 

Je  ttjiiiliis  (iiic  A,l  ,  est  Mil  |iliis  de  l'ordre  de  /!'■  ;  (ji(''l:iiil  un  iionilii'e  donné 
|);ir  le  labieau  suiviiiil  : 

Diuis  i:i  première  colonne  du  lableiiu  j'écris  les  conditions  qui  sonl  reni[)lies 
il  la  Ironlière  j)ar  la  louclion  /'(jne  je  suppose  d'ailleurs  aniilyliqiie. 

Dans  la  seconde  ((iioniie  je  p(]|le  la  \  aleiir  de  p..  en  siipposanl  (|iie  l>  ait  trois 
iliiiieiisions,  et  dans  la  Iroisièine  colonne  j'eeiis  la  valeur  de  jj.  en  siip|)Osanl 
inii'  I)  n'ai!  (pie  deux  diiiiensions  : 

2 
Aucune;  coriclil  ion -  i 

f  =  it O  II 

/  =  A/  =  '. -5  -• 

/■  =  A/ =  AA/ =  o -^  -■?. 

Il   residle  rie   la   ipie   la   si'rie 

JmJ 

est  al)soliinienl  conver;j;eule  si  a   la   Ironlière  /',  A/ Cl  A'-/  s'annnlenl . 

La  si'iie 

A/IJ/ 


•^  A/IJ 


esl   alisoliiineiil   coii\  (•rj;eiile  M  /  cl   A/  s'annnlenl . 
La  série 

V  ^'^' 

esl  ahsolnnienl  convergeiile  si  /' s'annnle  à  la  lioiil  lèi'C. 

Jùifin  la  série 

y  A,U, 

converge  dans  tous  les  cas. 

Il    importe   d'obseiver  (pi(!   c(^s   conditions   de  convergence  sonl   suKisanles, 
mais  qu'elles  sont  loin  d'élre  m'Cessaires.   Kn  realili':  A,  Cl  L);  décroissent  sans 
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aucun  doule  heaucoiip  plus  rapidomcul  (pu'  110  l'indiquerait  le  tableau  précé- 
dent; mais  je  n'ai  pu  le  démontrer. 

Appliquons  alors  à  la  fonction  r  le  lh(''orème  de  Mittag-Leffler.  Nous  voyons 
d'aljord  que  la  série  : 

convérf;e  dans  tous  les  cas;  que  la  série  : 

Zà  k,i  ?  -  /.-,  ) 

converi;e  si  /  s'annule  à  la  Ironlière;  et  enliii  (pic  la  série  : 

A,U,- 


2:  = 


?  -  k, 


converge  si  /'et  A/' s'annulenl. 
INous  jniuvons  donc  piis<'r  : 


1°   Dans  tous  les  cas  : 


— 2in&-^<^'^ 


2"   Siy  b  annule  à  la  Ironlière  : 

3"   Si  y  et  A/' s'annulent  : 

la  notation  E(5)  désignant  une  l'onclion  l'iilière  de  5. 

Plaçons  lions  donc  dans  le  troisième  cas;  supposons  que  /  et  A/"  sont  nuls 
à  la  frontière  et  clierclions  à  déterminer  la  fonction  entière  E(^). 

Soit  : 

E(|j  =  eo+  CiÇ  -t-eoÇ2-l- 

Soit  encore  : 

/«■)  =  /•_  A,  U,-Aai->-...-A<.Ui, 


el 
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l'osons  lie  \Au>  : 

Ou  il  lira  : 

f,„=  liiiii''„V        (A:  =  00) 

l'I.  |)iir  consi'ijucnl, 

i':,„.„=iiiiiw„','„      (/>■=«). 

D'aiilif  [larl,  li's  tliroiènK'S  do  Scliwaiz  sont  vrais  dû  Wi*'„,  c'esl-à-dire  qui 
ce  qui  permet  de  poser 


\\fikj    _  W(*) 

On  aura  donc  aussi 
ce  (|ui  |iciiiiellrM  de  poser  : 

On  aura  ilailleurs  : 

Wi*'>o, 

W'*'       Wl.*'       W*' 
On  aura  ilmir  de  nièiue  : 

5i  <  5^  <  E.»  < 

D'autre  part,  la  ionclion  E(;)  étant  entière,  la  bi'rie 

eo-i-  e,^-h  Ci^-  +  .  .  . 

convergera   quel  que   soil.  5,   mais  roinme  e,,,   d('|ien(l   de  .r,   >•,  z  on  peut  se 
demander  si  la  convergence  esl  uniforiue. 

Soit  Ly,  le  nombre  défini  au  paragraplie  lil  ;  on  aura,  d'après  le  paragraphe  I\  : 

P 
'■=D' 

l>  l'Iaiil    Mil    piil\iiiiiiii'  de  degri- y> — i  eue,   doiil    les  l'oidlieieuts  soûl  ronslanis 
et  qui  adiiii'l  luniiiii'  racines  Ions  les  ikuiiIjics  /. ,  pins  petits  ipie  L/,. 

Quant  â   1*,    c'est   une   séiie   ordoiiiHM'    suivant   les   puissances  de  c  don!   les 
coefficients    d('[)endeiil    di;   x,    y  et   -:   cl    qui    converi;!'    iiniform(''menl    poiiixii 
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Considérons  niaiiilciiiiiil  l;i  somme 


cl  parla geoiis-la  en  deux 


2j  Ç  -  ;!:, 

î  =  K 

V   A,U, 


Cl 


A,l', 


^-  =  -  E  1^^ 


le  nombre  K  ('lanl  choisi  de  lelle  sorte  que  les  K  premiers  noml)res  /.■,  soient 
précisément  ceux  qui  sont  plus  petits  que  L/,. 

Alors  rj''''D  est  un  polynôme  entier. 

(^uant  à  Ç"",  c'est  une  fonction  de  \  tjui  peut  être  développée  suiv;inl  le-,  puis- 
siinces  lie  £  ;  la  série  ainsi  obtenue  converije  uniliMiiiémenl  |iiiiirvu  (pie  |  £  |  <  !-•//• 

lui  cllel,  le  coel'ficient  de  i;'/  est  égal  à 

2A,U, 
~W' 

qui  est  plus  petit  en  valeur  absolue  que 

AiLi, 


V     Ai  Li 


I   I  -./ 


Or, 

E(Ç)D  =  P -1- r,'Ki  D -t- :;iK)  D 

sera  développable  en   une   série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  \  et  dont 
la  convergence  sera  uiiilV)rui('  pourvu  que  |  £  [  <  L^j. 

Or  cette  série-  est  divisible  par  D  puisque  E(ï)  est  une  fonction  entière. 
Donc  la  série  E(^)  cfuiverge  aussi  uniformément  pour  |  ^  | -<  L^,,  c'est-à-dire 
que  la  convergence  est  toujours  uniforme  puisque  L^,  peut  être  pris  aussi  grand 
que  l'on  veut. 

Donc  la  série 

/  PoCu  c/-  -hç  j  e„e,  d-  -h  ç-  /  eue-;  di  -i-.  .  . 

OU 

E„-H|E,  +  $=E,-i-... 

couveigera  toujours,  quekpie  grand  que  soit  £. 
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Donc     i""^'  doit  li'iidre  vers  zéro  i|iiaiid  ii  croil  indrfniimonl.  Mais  ce  rapport 

\a    toujours   on   croissaul,    d  a|iics  les  uu'i;alil('s  driiKuiIrécs  plus   haut;   il  Faut 
donc  que  l'on  ait  : 

ei=  e,  =  ..  .  =  0,         E(Ç)  =  eo. 
Il  en  rcsiille 

La  série  : 

y  A.u,- 

étant  uuiforuH'ment  convergente  d'apn^s  les  hypothèses  faites,  on  aura  : 
^  (  l'o  —  Co  )  IJ  dx  =2.1   ~7~  ^  ^^^ 

G  étant  la  tonclion  de  Green  ordinaire;  et  par  conséquent,  |)uisque 

,A,U;  A,U,- 


on  aura  aussi  : 

Mais  on  sait  que 
On  a  donc  : 
et  enfin  : 


Api  +  l'o=  o. 
e„=E(Ç)  =  o, 
A,U,- 


=  -E 


l-ki 


Supposons  maintenant  que  Af  ne  s'annule  plus,  mais  que  f  s'annule  à  la 
frontière;  on  aura  : 

La  comparaison  des  développements  des  deux  membres  nous  apprend  tout 
de  suite  que  : 

Cela  posé,  considérons  la  lonctioii  : 

[l'i„i]  =  f'l+  V-.i-h  (■:,  ;2  -f- 
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On  pourra  lui  appliquer  le   lliéorèino  précédent,  puisque  l'o  el  Aco^ — f 
s'aniiulfut  à  la  frontière.  On  aura  donc  : 

On  a  donc  : 

.■  =  ç[.'o,  ?]-hE(n. 

La  comparaison   des   développements  des   deux  membres   suivant  les  |)uis- 
sances  de  ^  donne  tout  de  suite  : 

Supposons  enfin  que  y  no  s'annule  |)as  à  la  (roiilière;  on  aura    : 


Considérons  la  Auiclion  : 

L''i,  ?J  =  '•ï-i-".i?  +  l'iE^-*- 

On  vdil  que  l'i  et  A('i  =  —  ('„  s'annulenl  à  la  huntière.  On  aura  donc 

d'où 

''  =  Çn''i.  ?l-t-E(?)- 

La  comparaison  des  développements  des  deux  membres  montre  que 

E(?)=  t'o-t-  i-'i?. 
Pour  nous  résumer,  on  aura,  dans  tous  les  cas  : 


— Ep 


A,U,|^ 


On  aura,  si  y' s'annule  à  la  frontière  : 

et  si /'et  A/' s'annulent  à  la  frontière  : 

y_A^_ 


—   +  foH-  "iÇ- 


A,U,E 
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XIV.    —  Possibilité   du  développement. 

SiippusDiis  (jiu'  la  si'i'io  : 


2^'^'' 


siiil  iilisoluiMcul  (■oiivergeiile  on  ,s('mi-ciiiiv('i'i;('iilc,  pl  quo  la  sOrio  : 


2A/U 
A-/ 


convoriio  ahsolimifiil  ;  on  aura  alors,  d'après  ce  qui  précède  : 

,)o  (11-  (Mil'  la  siiiiime  de  la  série  : 

sera  e^ale  à  _/'. 

En  eiTet,  reprenons  l'éyalité  (i),  nmlliplions-la  par  t  cl  faisons  tendre  ^ 
vers  — ce.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  paragraphe  XII,  le  premier 
lueinlire  tendra  vers  — f. 

Pour  voir  ce  qui  arrive  du  second  nicinlire,  je  vais  appli(|iier  le  théorème 
d'Ahel.  .le  rappelle  d'abord  l'énoncé  de  ce  lliéoième.  Soit 

S  =  il,  -h  u ■■-{-..  .-t-  II,, -+-... 

une  série  aijsoliuiient  convergente  ou  semi-convergente. 

Soit  : 

S„  =  ;/,  1  +  Mu  +  .  .  .+  n„. 

Noil  p„  la  plus  grande  de  loiiles  les  (nuiulités 

i  S„H.i  —  S„  I,     I  S„4.ï—  S„  I,     I  S,m-:j—  S„  |,     ad  in/. 

I,e  iKiiiiljre  p„  tendra  vers  zéro  quand  //  croîtra  indéfininienl,  puisque  la 
série  S  converge.  Soit  maintenant  : 

une  suite  de  nombres  positils,  conslamiiuMil  et  indéfiniment  décroissants. 
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Lt'  thcorôine  (lAliel  nous  apprend  que  la  série  : 

(/|  2|  -)-  //o2j  -+-...  -i-lln  a.-;  -H  .  .  . 

osl  coiivergeuLe  et,  que  le  reste  de  celle  série, 

est  plus  pelil  en  valeur  alisolue  que  p„5:„. 

Si  t  esl  négalif,   les   nonibn^s  t — ^seront,  positifs,  constaniiueiil  et  indéfi- 

ninieiil  décroissants;  de  plus  ils  seront  plus  petits  que  i. 
Si  donc  nous  posons  : 

S„=  A,U,-+-  A,U«-f-.. .-+-  A„U„ 
et  que  p„  soit,  comme  plus  haut,  la  plus  grande  des  (piantités 

1  ^n+p  —  '^/i  11 

le  reste  de  la  série 

V  -AiUig 

sera  plus  pelil  eu  \aleur  ahsolue  (pie  -. — '^~  et  pai-  eonsécpu'nt  que  p„. 
Nous  aurons  donc  : 

0  étant  plus  petit  que  1  en  valeur  absolue. 

Je  dis  ipidii  peut  prendre  11  assez  i;rand  pour  cpu; 

S„  =  Al  Li  I  4- A,  Uo  + . . . -I- A„  U„ 
diflère  aussi  peu  que  l'on  \eul  t\c  J\  et,  par  exemple,  pour  que 

i/-s„| 

MUl  |ilus  |iet  lt  (pie  c. 

En  ellet,  nous  choisirons  d'alionl  //  assez  grand  pour  (iiie  : 

£ 

Le  nombre  »  une  lois  choisi,  nous  choisirons  — ^  assez  grand  : 
i"  Pour  que  la  ddlérence 

H.  P.  —  IX.  25 
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co  qui  esl  possible,  puisquo 

lime;  = — /,         pour     Ç= — x\ 

2"   Pciiir  que  la  ililltTcncc 


A,Li,t        A,U,E  ,    A„U„? 


I  _  X-,        5  _  A-, 
c'est-à-dire  [jour  (jiie 


l-kn 


2A,U;A-, 


A,U,— A,U,-...- A„U„ 


<^ 


3' 


ce  qui  est  évidcmmcnl  possible  puisque  le  premier  membre  de  cette  inégalité 
tend  vers  zéro  quand  le  module  de  ^  croît  indéfiniment. 
Il  vient  donc,  en  vertu  de  (3)  : 


C.     Q.     K.     I). 


Supposons  maintenant  que  la  série 


soit  convergente;  la  série 


A.U, 


sera  aussi  convergente,  en  M-rtu  du  tliéorùme  d'Abel;  mais  nous  ne  savons  pas 
si  la  convergence  sera  absolue.  Au  contraire,  la  série  : 

I     A-; 
convergera   certainement,    car   A,[J,-   tend    vers   zéro    et   />•,    est   au  moins  de 

l'ordre  P;  el  par  conséquent  nous  pouvons  trouver  un  nombre  positif  M,  tel 
que 


A,U,- 


kf 


<1 


Nous  en  concluons  : 

1"   Que  l'on  a,  pai'  le  lhéorèm(!  de  Mitlag-Leftlei-  : 


A/U,$ 


k>) 


t'i)  ; 
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2"   Qu'en  appliquant  le  théorème  précédent  à  [fo,  i]  on  a  : 
Il  vient  donc  : 


1 1  his  j 


L'équation  (i  bis),  étant  la  même  que  l'équation  (i),  conduira  au  même 
résultat,  c'est-à-dire  que 

Ainsi  : 

i"  La  série 

rcprrscnti'id  ht  J'oiicl  ion  f  toutes  les  fois  (jii'i-Ui-  srrn  co/ni-tuc/itf. 

Or  la  série  converge  si  la  l'onction/  est  analytique  (il  sulTil  même  que  les 
dérivées  des  six  premiers  ordres  soient  finies)  et  si  de  plus  /'  s'annule  à  la 
frontière  ainsi  que  A/et  AA/';  par  conséquent  : 

■1"  L>!  fonction  f  est  développahlc.  en  série  procédant  suivunl  les  fonctions 
harmoniques,  si  elle  est  analytique  et  si  elle  s'annule  à  la  frontière,  ainsi 
que  A/  et  AAy'. 

Je  ne  veux  pas  dire  que  le  développement  n'est  possible  que  dans  ce  cas, 
je  crois  au  contraire  qu'il  est  possible  dans  tous  les  cas,  mais  je  n'ai  pu  le 
démontrer. 

Ce  résultat  d'ailleurs  suffit  pour  les  applications  physiques;  car  si  Ion  veut 
développer  une  fonction  empirique  /,  on  pourra  toujours  trouver  une  fonc- 
tion _/'  qui  difl'érera  de /d'aussi  peu  qu'on  voudra  dans  tout  domaine  intérieur 
à  D  et  qui  satisfera  à  la  condition  d'être  analytique  et  de  s'annuler  à  la  frontière 
ainsi  que  Ay'  et  AAy'. 

J'aurai  pu  dire  aussi  : 

Supposons  que  la  série 
soit  uniformément  convergente,  sans  que  nous  sachions  si  elle  l'est  absolument. 
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Soil    ti    lii    lourliiiu   (le    (iroeii    ordinaire,    et    Ijj    la    valeur   de    L,  au    |)i)iiil 
x',  y',  z'.   La   série   : 

sera  aussi  iiuiloriueineiit  C(inver!;enle  ;  on  a  doue  : 

el  de  uM'^irie  : 


Ou  a  d, 


Zé    kf     -      ^Zu    k;    • 
Or  on  n  vu  jiius  liaul  rpie  : 

e  =  —  7 ,  -r^-i. '-. H  e„  +  i 

^kr(l,-k,} 

]^A,U,  =-Ae„=/. 


C.    o      l'.    l>. 


.l'ai   iirélere  suivie  uni'  inarelie  un  peu   plus  delourui'e,  ee  (jui   m'a  dispensé 
de  supposer  ((ue  la  convergence  esl  umhunie. 


r.iris.  m;u"S  i-Su'i. 
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ET 


LE  PROBLEME  DE  DIRICHLET 


Comptes  rendus  de  l'Acadéinie  des  Sciences,  t.  l'20,  p.  347-35'  (  i8  février  iSg5). 


<  )ii  s;iil  cil  quoi  consislé  Ifi  iiiéllioiU'  de  C.  Nciimaïui  |)(iiir  In  solulioii  du 
[iroltlèniê  de  Diriclilol.  Soit  S  imc  ceriniiie  surface  sur  ln([ucllc  mi  suppose 
répandue  une  dituble  coiirlic  de  inalière  altiranle  ;  soil  \\  le  potenliel  de  cette 
(l(ud)lc  couche,  V  la  limite  vers  laquelle  tend  W  quand  on  se  rapproche 
ludéliniuienl  de  S  par  rintrvii'itv ,  ^  '  la  limite  de  W    quand  on  se  rapproche 

de  S  par  l'extérieur;   et  enlin  L        la   valeur  de    W    sur  la   surface  S 

elle-même.  Soient  \  une  constante  arliitraire  et  <I*  une  fonction  douiiéi'  définie 
en  tous  les  points  de  la  surface  S. 

On  peut  se  proposer  di^  déterminer  la  double  couche  de  telle  façon  que 

(I)  V-V'  =  >,(V-f-V')-i-''.'I>. 

Nous  chercherons  à  développer  W  suivant  les  puissances  croissantes  de  'K  en 
]josant 

(  •,'.  )  ^^'  =  w'o  ^  À  N\',  -H  \"-  Wî  +  . . . . 

et  nous  poserons  de  même 

v  =  i/."V„,      v'=i;/."v;„      u  =  2X"U,:. 

On  trouve  alors 

(3)  v„-v;,  =  -,"i',      v„-v;,=  v„_,-+-v;,_,  =  :.u„_,. 
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Cela  pi'ut  s'éciirc 


UTi' 


Les  iiilégralos  sont  éteiidiios  à  loiis  les  éléments  i^/w'  tie  S  ;  j'appelle  M'  le 

d- 
centre  de  t;ravilé  de  r/o/,  M  h^  poini  ,r,  y,  z  ;  j'appelle  /•  la  dislance  MM';  -j-  est 

la  dérivée  de  -  estimée  suivant  la  normale  extérieure  à  la  surlace  S  au  point  M', 

lie  siu'lc  (MIC 

r/(0       —7- 

iln 

est  l'angle  solide  sous  lequel  l'élément  (io)'  esl  vu  du  point  M. 

J'appelle  <I»'  la  valeur  que  prend  4»  et  I.J,',_|  celle  que  prennent  W„_i  et  U„_i 
ipiand  le  point  M  vient  en  M'.  Les  formules  (4)  permettent  donc  de  calculer  de 
proclie  en  proche  tous  les  termes  do  la  série  (2). 

L;i  condition  (  1  )  se  réduit  respectivement  à 

V  =  'I',        ou        \  '  =  —  (l>, 

quand  on  y  l'ail  X  = —  1  ou  X  =  1 . 

Si  donc  la  série  (2)  converge  pour  >.  ^  ±  1 ,  elle  fournira  la  solution  du 
problème  de  Diriclilelpour  la  région  intérieure  à  S  en  y  faisante,  = —  i  et  pour 
la  région  extérieure  en  y  faisant  X  =  1 . 

Ncumaiin  ;i  deinuniré  que  la  s(''rie  (aj  converge  pour  >.  ^=  ±  1  à  deux  ciuidi- 
tions  :  1"  si  la  surface  S  esl  convexe  ;  2"  si  l'on  a 

Ct)  /  ']'--rf(.)  =  o, 

■'  élanl  la  deiisih'  de  l'élecIriiMlé  en  t'quilihre  sur  la  surlace  S  lorsque  l'on 
suppose  cette  surface  conducirice  cl  très  éloignée  de  tous  les  autres  conducteurs. 

Cela  suffi]  pour  résoudrez  li;  pididèmc  de  Diriclilel  loiites  les  fois  que  S  csi 
convexe.  (|iic  \\\  condilion  (:"))  soil  d'ailleurs  remplie  ou  non. 

En  revanclie,  un  examen  supcriiciel  poiirrail  faire  croire  que  la  première 
condilion  esl  essentielle  et  que  la  uu'iliodc  de  !\cuinaiiii  ne  s'applique' qu'aux 
surfaces  convexes.  > 

il   n'en   est  rien    |ioiirlaiit  ;   je    suis   parvenu   à   démcuitrer  que  la   série   (2) 
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converge  encore,  pourvu  que  la  condition  (5)  soit  remplie,  quand  la  surface  S 
ii'est  pas  convexe.  J'ai  supposé  toutefois  que  S  est  simplement  connexe  et  ne 
présente  pas  de  singularité,  je  veux  dire  qu'elle  a  en  tout  point  un  plan  tangent 
et  des  rayons  de  courbure  déterminés.  Il  est  d'ailleurs  probable  que  ces  deux 
conditions,  ou  au  moins  la  seconde,  ne  sont  pas  nécessaires. 

Ne  pouvant  développer  ici  toute  la  démonstration,  j'en  vais  indiquer  la 
marche  générale. 

Soient  J,/.  et  J/^  les  valeurs  de  l'intégrale 

étendue  respectivement  à  tous  les  points  r,  y,  z  inléri('urs  à  S  et  à  tous  les 
points  extérieurs  à  IS.  On  trouve  aisément  * 

ce  qui  nous  permet  de  poser 
On  trouve  ensuite  facilement 

J«/-l-  J/',,  =  Jm— 1 —  Jm-li  J-2/»>0,  J2m>f>, 

J..         Ji         Jr, 

—  <—<  —  <...<  I. 

J  0  J  2  J  V 

On  peut  ensuite,  si  la  surface  est  simplement  connexe,  assigner  une  limite 

supérieure  M  et  une  limite  intérieure  /j.  au  rapport   fr- ',  ces  deux  limites,  qui 

sont  évidemment  positives,  ne  dépendent  que  de  la  surface  S.  Si  donc  nous 
posons 

M  +  ,a  ~     ' 

nous  aurons 

o<L<i. 

On  trouve  ensuite 

Jj™-i-K,„<  AL^'", 

A  étant  une  constante  ;  et  cela  prouve  que  la  série 

I 

esl  convergenle. 
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Définissons  niiiiiiliMi;uil  une  conslunlc  C„,  piir  rii|ii;ili(iii 

/  V,„dM=-C,„  j  ,h.). 

li'S  iiilL'i;iiik's  cliuil  r'U'iidiio  m  hiiis  k's  ('léiiiciils  i/'.t  di'  la  siiiLice  S,  de  sorte 
qui'    /  //'<>  n"(>sl  aiilii'  cliose  (|ik'  l'aire  liilalc  de  celtt'  smlace.  l'osons  alors 

On  peut  démontrer,  si  la  sialace  S  est  siniplenient  connexe,  que 

K,„<B(J.,„H- J.;„,)<  ABl.-^'", 

B  étant  nne  constante. 

D'antre  part,  U„,  est  plus  petit  en  valeur  ajjsoiue  (pTun  facteur  constant 
niulliplié  par  N'",  1\  +  i  étant  le  niaxiniuni  du  nonilire  des  points  de  rencontre 
d'une  droite  avec  la  surface  S;  et  il  en  est  île  niêuie,  par  conséipieut,  de  C,„  et 
de  L,„  —  C„,. 

En  coMiliinant  ces  deux  séries  d'inégalités,  on  peut  diMiionlrer  (pie 

I  u,„+,  —  (;„,  I  -.:  (a  +  ['jiii  iL'", 

a  el  P  étant  deux  constantes  positives. 
Il  résulte  de  là  que  la  série 

Uo-f-  X(  U,  -  Ca  )  -I-  l-(  U,-  C,  •)+... 

est  convergente  pour /;=  ^:;  I .  N(jus  pouvons  dou('  trouvci'  uni'  dijulile  couche 
satisfaisant,  soit  à  la  condition 

V  =  'I'  -I-  const., 

soit  à  la  condition 

V'  =  —  'I'  -i-  const. 

Le  problème  de  Diriclilet  est  donc  ri'solu. 

J'ai  été  conduit,  à  ce  propos,  à  certaines  propositions  que  je  n'ai  pu  démontrer 
complètement,  mais  que  j'ai  rendues  vraisemblables  par  un  mode  de  raisonne- 
ment dont  on  s'est  souvent  contenté  en  Phjsicjue  matliéinatique,  bien  qu'il  soit 
dépourvu  de  rigueur  analytique. 

Je  crois  néanmoins  devoir  les  ('iioncer  ici. 

Il  existe  une   uiliiiiir'  de   Icpuclinns  qui'   |i'  dr'si;;ui'iai   par'  0|.  o-j et   (pu 

jouissent  des  propriétés  suivantes  : 
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La  fuuctioii  Q,  est  le  polenliel  d'une  simple  coiiclie  répandue  sui-  la  surface  S  ; 
si  donc  l'on  considère  la  projection  de  l'attraction  due  à  celte  couclie  sur  une 
normale  à  S,  cette  projection  n'aura  pas  la  même  valeur  en  deux  points  infini- 
ment voisins  du  |iied  de  celle  normale,   mais  situes  le  premier  à   l'exlérittur 

de  S,  le  second  à  l'inlcTieur  de  S;  jappelleiai  la  première  de  ces  valeurs  -^  et 

la  seconde -^  •  ()n  aura,  et  c'est  là  la  propriétc-  (lui  sert  de  didiuilion  à  o,, 

(/n  '  <ln  ' 

//,  ('-tant  une  constante  positive.  L'inti'-grale 

/  *  V  'In  'hï  dx  cl  ■  d-  —    C  (I^  ^  +  ^  î^  —  ^  I^\  (/x  d    d- 
J    ^U  dx    dx  •       '       J    \  dx    dx  dy    dy  dz     dz  }  '       ""  ' 

étendue  soit  à  tous  les  points  extérieurs  à  S,  soit  à  tous  les  points  intérieurs, 
sera  nulle.  Si  je  d('sij;ne  par  H,  et  H,    les  deux  \aleurs  de  rrnl('j;raU 


le 


étendue  à  la  rei;ion  iuliiirure  à  S  et  à  la  re;;ion  extérieure,  on  auia 

If;  =  //,H,. 

Si  •!>  est  di'M'loppalile  eu  une  sera'  de  la  loriiu' 
(ui  aura,  pour  une  \aleiir  (picdconque  de  /.. 


"-S/^ 


a  1  extérieur  de  s; 


I  —  >.(/(,—  I  ) 


d'o 


\\  =  7    ; ; — 7^ a  1  intérieur  de  s, 

^J  hi  -h  i  ~  /.l  //,—  ]  ) 

J'ajoute  que,  Met  [x  étant  les  constantes  définies  plus  liaul,  on  a 

M  >  ht>  \x. 


H.  P.  —  I\. 
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LE  PROBLÈME  DE  DIRICHLET 


Acta  mathematica,  t.  211,  p.  5ij-i42  (189C-1897). 


INTKODUCTION. 

I.  Siiiijilc  cl  (hiiihlc  cdiirlir.  — ],e  problème  de  Diriclilcl  consislc  à  trouver 
une  limcliou  \  (jiii  à  rinti'rieur  d'un  cerliiin  dduiaine  rcsle  finie  et  cunlinue 
ainsi  que  ses  dérivées,  et  salisfail  de  plus  à  l'éipialion  de  l^aplace 

.  „       d^\       'P\        (PX 
fljc-        ay-        f/z- 

el  qui  sui-  la  IVonlière  de  ce  domaine  prenne  des  valeurs  données  à  l'avance. 

Si  11'  iliiiuaiiu'  s'c'lend  à  l'infini,  celle  fonction  V  devra  de  plus  s'annuler 
à  l'infini. 

Dans  ce  qui  suivra  je  désignerai  sous  le  nnin  ai'  fonclinii  liaiinniinjue  toute 
fonction  finie  et  conllnue  ainsi  ([ue  ses  dériv('cs,  satisfaisant  à  l'étpialion  de 
La|)iarr  et  s'annidanl  à  l'IiiMui,  de  sorte  qu(^  le  problème  de  l)iricldel  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Trouver  une  fonction  liaruionique  dans  un  ct^rLain  domaine  prenant  des 
\alciirs  données  sur  la  frontière  de  ce  domaine. 

l'arini  les  mélliodcs  qui  diuiuenl  la  solution  de  ce  problème,  nous  (iislini;u('- 
rons  celle  deNeumann  (pii  isi  fou<lée  sur  les  propriétés  des  doubles  couches. 

Considérons  une  surface  S  que  je  supposerai  fermée.  Supposons  (ralioni  une 
certaine  quanliti-  de  matière  alliraule  r(''panduc  sur  relie  surlace;  mmi  |i(iI(1iIicI 
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Mil  ixiiiil  .i\  )",  ;  niira  |)uiir  i'\|iressloii  : 

(ii'i  //'•)'  l'sl  un  l'IiMiionl  (lo  la  surface  S  ayaiil  [Muir  conlre  de  gravité  x' ,  y',  z' ; 
où  1/  esL  lu  densité  de  la  matière  nilirante  de  telle  sorte  que  la  quantité  de 
matière  attirante  contenue  dans  l'élément  //'•>'  soit  égale  à  [x' dui' ;  enfin  r  est  la 
distance  des  points  r,  )•,  :;  et  r',  y',  ;'. 

C'est  ce  qu'on  appcllt'  le  poicnli(d  iliine  simple  couche. 

fie  polcnllcl  \\  ("-l  liarmoniqiic  dans  loiil  l'espace  saut  sur  la  surface  S; 
(oiand  ou  rraniliil  S.   \\    (■>!  iDnliiiii.  mais  ses  dr'rivi'cs  ne  le  simt  pas. 

Je  ieprr'--('uli'ra  I  iiai-^ —  la  di'r'iM'e  de    \\    csliini'i'  siiivaiil   la  iioiiiiale  de  soTie 
'  '  '/n 

•I'"' 

dw        >/\\        i/w        f/^\ 

a/t  fix  II  y  ilz- 

y.,   j  el  ••  claiil  les  cosinus  dirrcleui-s  de  la  normale  citriicinc  à  la  surlace  S. 

Je  flésigueiai  par  \  la  valeur  du  polentiid  \\  eu  iiu  poiiil  lutérieiir  à  S  mais 
très  voisin  de  S  el  |>ar  \  '  sa  valeur  eu  1111  poiul  exti'iieur  à  S  cl  1res  voisin  de  S. 
\:,\  liUK'lioii  \\    l'Iaul  loiiliiiuc.  lui  aura  sur  S 

V  =  \'. 

De  même  nous  disliunuerons  la  \aleurde— ^  eu  un  point  très  voisin  de  x',  v' ,  :■  . 

lin  ' 

.    .■  1,  Il  'l\ 

et  inleneiir  a  >i  ;  nous  1  appellerons-^  • 

/•AV 
Nous   disl  in"iierons,    d'aiilre   uarl,   la    valeur   de— r-en   un   point    très   viusin 

'  du  ' 

de  .r',  )■',  ;'  et  extérieur  à  S  ;  nous  rappellerons  — —  (  )ii  a  alors  : 

'  '  du 

dV  _  dW 
dn  du 

Telles  soûl  les  propriélés  luen  ciuiniies  du  poleuliel  d'une  simple  ciundie. 
Soil  maiulenaiil  : 


\V  =  rij:,h': 


ih'  esl  l'angle  solide  sous  lequel  l'élément  <•/',)'  est  vu  du  point  .r,y.  s,  cet  angle 
solide  étant  regardé  comme  positif  quand  l'élénient  </',>'  esl  vu  par  le  côté  interne. 
(^)iianl  il  ij.'  c'esl  une  cerlaiue  l'onclioii  de  ■/'',.)''.  :■'  que  l'on  appidie  la  ilensili' 
de  la   iloiildr  l'oiii  lie. 
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On  dit  rtlors  qiu'  \\  est  le  potentiel  d'une  doiilile  conciie  et  eette  expression 
est  jusliliée  parce  qu'on  peut  le  regarder  comme  le  potentiel  dû  à  deux  couches 
attirantes  intininuMit  rapprocliées  l'une  de  l'autre  cl  telle  qu'en  deux  points 
correspondants  de  ces  (li'U\  conciles  les  densili'S  soienl  égales  cl  de  signe 
ct)nlraire  cl  d  ailleurs  très  grandes. 

■V  ■  \  \     I       (f^  '/^        1  .  11. 

.Nous  conserscrous  aux  notalions  \  ,   \   ,  -j—^  —r-  le  même  sens  (lue  ijliis  haut 

lin      an  '        ' 

et  nous  verrons  alors  iiiie  le  polenlicl  \\    |oiiil  des  |ud|iiicir's  sui\antes  : 

i"    \N   esl  liarmouiipu'  dans  loul  l'espace  saut  siii'  la  surtace  S  ; 

a"  (^w  a  sur  la  surlace  S  : 

V  =  \   +  4;t,u,  _-=_-. 

lin  lin 

On  Voit  qu'il  y  a  un  reinar([ualile  contraste  entre  les  propriétés  de  la  simple 
cou(  lie  el  cidles  de  la  doulile  couclie,  dans   un  cas  c'est  A\    qui  esl  continue,  et 

clans  1  autre  c  est  —r-  ■  " 

lin 

2.  Millinili-  ilr  \  rlllililllll .  —  .Soit  <I>  nue  loliclion  doillKM'  eu  Ions  k's  points 
de  la  surtace  S  ;  soil  /.  iiii  parainèl  le  auquel  je  me  réserve  de  diuiner  dilh'renles 
valeurs. 

l'roposons-noiis  de  trouver  une  doulde  conclie  doni  le  |)ulentiel  \\  salislasse 
à  la  condition  suivante  : 

(l)  V-  ¥'=•/,(  V  +  V')-|-    "I); 

c'est  ce  que  j'appellerai  h-  j)i(ihlriiic  de  Acu/iiit/i/i. 

Si  dans  l'équalion  (  i  )  on  l'ait  À  = —  i  ;  elle  se  réduit  à 

V  =  1>. 

.\  riuh'rieiir  de  la  surface  S,  1(^  polenlicl  \\  est  une  f<uicliou  liaiinoniqiu'.  el  la 
limite  de  celte  ronction.  (luond  mi  se  rapproche  de  la  surlace  S  esl  la  loncliiui 
donni'C  «I>. 

F<lisons  mainlenanl  /.  -^  i  ,  l'iipialioii  (  i  )  de\ieiidra  : 

A  l'extérieur  de  .S.  la  (oiicli(ni  W  est  hiinuoiiiqui'  el  s;i  liiiiile  quand  on  se 
rappiochi-  de  la  siiilace  S  es!  la  loniiiciii  diMince        '!>. 
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Le  piohliiiiie  <\c  Diriclik'L,  sdil  pour  un  domaine  intérieur  à  S,  soil  pour  un 
domaine  extérieur  à  S  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  du  problème  de 
Ncumann. 

Cela  posé,  on  peut  résoudre  le  problème  de  Neumann  par  des  séries  procé- 
dant suivant  les  puissances  croissantes  de  X.  Soit 

(  2  )  W  =  \\  „  -t-  X  \\^,  -t-  ),ï  W,  -^-  ... 

el  lie  uu'nu'  : 

V  =  V„+>,V,  -/.ï\,-)-  .... 

v'  =  v;-xv;  +  ;.-v:-i-  .... 

Soit  enfin  : 

V  +  V'=2U,  V,-H-  V/  =  2U,-. 

En  égalanl  dans  ré(|ualion  (i)  les  coot'iicienls  des  puissances  semblables  de  À, 
il  viendra  : 

/  v„-v;  =  -.«i., 
,.  •  v,.-v;  =  v„+v;  =  2U„, 

C  A  )  ■' 

'  v.,--v.;  =  v,-4-v;  =  2U,, 


cela    moiili'c   ipie  W  „  ot  le    pulenliel   d'une   douijle   conclu'   dont  la    densité 

est  ; — ;  que  \\  i  est  le  potentiel  d'une  double  conclu' dont  la  densité  est  —  ;  que 

Wo  est  le  potenliel  d'une  double  ((luche  doni  la  densité  est  —^i  etc. 

On  peut  donc  calculer  successivement  les  dillérents  termes  de  la  série  (2). 
11  reste  à  savoir  si  cette  série  est  convergente. 

Diiiis   le   ras   où   la  surface    S    rsl    co/Hcrc,   Neumann   a  démontré  celle 
convergence,  ou  plutôt  il  a  montré  qu'on  peut  toujours  trouver  une  constante  C 

telle  que  la  série  : 

(2')  ( w„—  (.;  1  -h  i(\\,—  (•) -t-  ),-(  w,~ C)  -h  ... 

convergi'  |)i]ur  lonles  les  valeui'>  de  /,  telles  ijue  |  /  [  ^  1 . 

Soit  G/ la  plus  grande  et  11,  la  plus  petite  valeur  de  U,  ;  il  est  clair  d'aljord 
que  : 

(3)  OG,-.^,  >H,.M>n/. 

Neumann  montre  de  plus  que  ; 

G,+,-li,+,<^(G,-ll,), 
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X  olaill  uni"  coiishuilc  pins  pi'lilc  ([iic  i  ([iii  ne  ilcpi'inl  i[iic  de  bi  ('(iiilii;Miiil  mu 
lie  la  surlace  S. 

11  l'sl  iiisi'  dt'ii  (■iiucliii'i'  ((lie  roii  pciil  ili'lcrmiiicr  l;i  (•(insUiiik'  (  '.  de  liicdii  (|U(' 
la  série  (2')  coiivcri;('. 

La  mélliode  ilf  iXoiiiiiMiiii  rsl-clli'  ciicori'  apjdicnhlc  (|iiand  la  siirl'aco  S  n'esl 
pas  roiiM'M'  ? 

Ou  pciiirrail  d'aliord  èlrc  U'uU'  ilc  répondi-c  ncj^alivciiifnl.  Les  iin'f;alil('s  (o) 
(jui  si'iiil)li'nl  jouer  un  rôle  essentiel  ne  suul  |)lus  vraies  en  cllrl  quaml  la  siirlace 
cesse  (l'ôlre  convexe. 

Soil  N  +  i  le  maxiuiiiiu  du  ucuulnc  des  poiuls  d'iiilersceluui  d  une  dioilc 
ciuelcon([iu'  avec  la  surlace  l'enuée  S.  Cv  uoudtic  l\.  (pji  a  une  ecrlainc  impor- 
tance, est  égal  à  i  dans  le  cas  tl'une  surface  couxexe.  Cela  posé,  nous  avons  : 

t],+i  est  la  valeur  de  la  fonction  \\  , ,  1  en  un  [loinl  x,  y,  z  situé  sur  la  suilace  S 
elli!-Miônie  (laquelle  valeur,  d'après  nue  |uopriété  bien  connue  de  la  (louble 
couche  (!st  moyenne  arithmétique  enlie  les  limites  V,+i  et  V,'^  ,  vers  lesquelles 
lend  W,vi  (puind  on  se  rapproche  du  poiul  .f,  y,  z,  soit  par  rinlérieur,  soil  par 
l'extérieur). 

d'W  est  un  élément  de  la  surface  S  ayant  pour  centre  de  gravité  x',  y',  z'; 
11-  est  la  valeur  de  la  fonction  U,  au  point ./',  y',  z' ;  enfin  c^o-'  est  l'angle  solide 
sous  lequel  rfw'  est  vu  du  point  ./■,  y,  z. 

Soil  M,-  la  plus  grande  valeur  de  |  U,|,  c'est-à-dire  la  plus  grande  des  deux 
(pianlités  |  Cî/ 1  et  |  H;  |  ;  on  aura  évidemment 

M,+,-.  M,-y^<NM„ 

d'où 

(4)  |G,-|<MoN';        |H,|<MoN';        |  U,|<  MoN'; 

Mo  étant  une  constante  ;  nous  nous  servirons  des  inégalités  (4)  dans  la  suite  ; 
mais  on  voit  tout  de  suite  qu'elles  ne  saurai(;nl  remi)lacer  les  inégalités  (3)  et 
on  peut  être  porté  à  croire  que  la  série  (2')  n(!  cou\eri;e  plus. 

C^onlraircment  à  ces  prévisions,  /a  iiicIIkhIc  de  \ciuiiiiiiii  est  encore 
applicable  ijuninl  inéme  In  su.rj'nee  S  n'esl  pas  eam-exe. 

Établir  ce  point  est  le  but  du  présent  travaij. 
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CHAPITRE  I. 

Les   intégrales   .l,„. 

1.   Définition  des  intégrales  J,„.  —  Considérons  l'intégrale  : 

r  ,  rf\\ i  ,/\\ I.        r/W,  aWi.       nTVV,-  f/WA    , 
J    >    ax      a.v  in       '/)■  az      flz   / 

étendue  ii  tous  les  éléments  de  volume  il~  du  domaine  intérieur  à  S. 
Considérons  de  mênn!  l'intégrale  : 


'•*~J    \  dx       dx    ^   dy       dy    "^     dz       dz   /      ' 


</(■). 


étendue  à  tous  les  éléments  de  volume  d-  du  domaine  extérieur  à  S. 
Il  résulte  de  celte  définition  que 

ii.k  =  Ji-.i,  ii.k  =  J/i-.i- 

D'aulre  pari,  le  théorème  de  Green  nous  ap|)rend  que  : 

l'inlégralion  ('tanl  élendue  à  tous  les  éléments  r/'.i  de  la  surface  S.  De  même 

h  k  =  —    /      V,      — ;—    C/O)    =  /      V;      — (AO   =  —    (      V(     — — 

'■*  J      '     dn  J       '     dn  J       *    d,i 

Reprenons  l'équation 

V     V  '   —  V       .  -J-'  V  ' 

qui  est  l'une  di's  équations  (A)  du  paragraphe  précédent. 
Multiplions-la  par  -j-^  d'>i  et  intégrons  ;  il  vienilra  : 

(  I  )  J  m./'  ~^  •'/H./J  ^^  i  ni-~\.p        ^  tn-\  ./>• 

On  aura  de  même 

ou  en  permulani  les  indices,  ce  qui  est  permis, 
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il  OÙ   : 

Daiilro  part  : 

J  m— I ./'-(- 1  ~*~  J  /;/-  I  ./J-f  1   ^=  J  /«  -■J./'  +  l  J/ji-'J./;-»-!  ï 

d'où  : 

un  Cil  cliaii^cnnl  ///  vn  (/»  +  1  ) 

(3^  ■'  IH./i  —  ■';„./,  =  J«i~l./>+l  —  Jni-1.«+1  . 

]^a  C(Hii|iaii\isoii  ili's  c'(jiialions  (2)  cl  (.5)  nous  donne  : 

''/'/./'  ^  ''///-  I  ./'+  I   ^^  ^  in-'l  ./i+-i  ^^  •  •  '  ^^  •'  0.//j+/f  • 

On  voit  iloiic  ([lie  les  intégrales  J  et  .1'  /le  dcpcndent  que  île  la  sn/iniw  des  deux 
indices  /n  cl  j>.  ce  fjiii  nous  permet  de  simplilier  la  noialion  en  écii\anl  : 

■t  fn,p  ^^  •'  in-\-p 

avec  un  seul  indice.  Avec  cette  nouvelle  noialion.  ri'(|iialion  (  1  )  devient  : 

(  4  )  ■'  /H  +  ■!  m  =  .1  m—  1  —  J  m-  I  • 

!2.   l'viijirirlrs  lies  iiilcgidlcs  .1,,,.  —  D'après  la  définition  de  l'intégrale  .),./,, 
celte  intégrale  doil  iHre  |)ositive  cpiand  les  deux  indices  sont  égaux  puisque  la 

fiiianlilc  sous  le  signe  /  devii'iil  une  soiiinie  de  caiTés.  11  en  est  de  luèine  pour 
l'intégrale  i] j^. 
On  a  donc  : 


OU  (avec  la  nouxidle  noialion  à  un  seul  indice) 

Ij'S  inti'gralcs  il  indice  pair  sont  donc  essenli(dli'iiii'nl  positives;  il  |)eul  n  en 
(Hrc  pa>  di'  HM'iiic  des  intégrales  d  indu-c  im|iiiii-. 

.Supposons  (jiie  dans  la  série  d'équations  qui  définissent  les  fonctions 
AVo,  \\  I,  ...  ;  on  cliange  <l>  en  3(<I>  +  p  Ll,/_i ,  a  et  (3  étant  deux  constantes 
quelconques  ;  (pi'arrivera-l-il  ? 

W  0  se  changera  en  a  Wo -I- |3  W  7  ;  V„  en  3;V„  +  |3V,,  ;  \ '„  en  z  V'„  + l'î  V,)  ; 
L  I,  en  s<L(,+  ,j'  '/i  etc.  et,  en  gé'néral.  \\  ,  en  a  \\  H-  P  \\  i+^f 


L'intégrale 
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se  changera  en 

c'ost-ù-dirc  en  : 

Si  l'indice  /  +  /•  est  j)air  cl  égal  à  iin,  Jn,„  se  changera  en  : 

(  I  )  "'J-Jm  +  ^O'I^J  2/71+7  H-  [^"■'ïm+'.'T) 

de  sorle  que  l'expression  (  i  )  devra  être  positive. 
De  nit^me,  ,]',,„  se  changera  en 

(2)  «-•'2m+  aa^îJ.;,,,^.,,.  -f-  /-j:,„+.,,/ 

de  sorte  que  l'expression  (2)  devra  aussi  être  positive.  L'exj)ression  (i)  étant 
positive  quels  que  soient  a  et  [3,  sera  une  forme  quadratique  définie  positive 
en  0!  et  p. 

()n  aura  donc  : 

K^  )  J2/H+7  ^  J2/H'*2ni+2<7. 

De  même  l'expression  (2)  étant  toujours  positive,  ainsi  cpie  la  somme  de  (i  )  et 
de  (2)  on  aura  : 

^  '1  la+'l  '^  ^  2  m  J  ■>  m-*-  i  •/  • 
{.^■im-i-q~^   *  'l/n+'/  )"^^  (  J-im  ~t~  J  •>m)  (  J2/«-t-iV/  +  J  'itn^'l  i  )• 

En  i'aisanl  «7^  2  et  remarquant  que  les  J  d'indice  pair  sont  positifs,  on  trouve  : 

ff\  J-2/n-+2       ^    J'J/n-i-V.  •'■J/;i+2     ^    *'2/n+4 

^"•^  t; — ^  ji — :>      T^ — <r — 

J2m  .'2m-h2  ''•lin        .    ''2//1+2 

En  faisant  q=  i,  on  trouve  : 

/r\  1  ^2»l  +  l    I        ,       J2/«  +  2      ,  I  -t  -2  m-t- 1    I    _^    _£2/«+2 


*lm  I  ''2/rt-t'I    1  ^2/»  I  J2//i+I    I 

Pour  aller  plus  loin,  partons  de  l'inégalité  : 

a-J.j,„-l-  2apj»„,+i  +  ii-}',n+-i>  "■ 

Les  deux  e([ualions 

J  2/«  +  2  "+~  J  •2111  r  2   ^^  •'-2fn-h\  "^  2//r+I  > 

J2m        J  2//t  ^^  J2m+i  -^~  J  2//i+l 
H.  p.  —  I\. 
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nous  (loiiiu'ul  : 


L'inégalité 


•'■JUm-t-l  —  (.J-Jm-t-  •'2ni+2)  —  (J  tin  —  ■'  liu+i  )• 


devient  alors  : 

—  2(J-2„,+ Ju,„+2)(J2m—  J-im+s)  <  O. 

Or: 

(•lïni  -t-  Jsm+Î^" —  4J-2mJ2m4--2  ^  (  Jîm  —  J2m4-»)-  >  O, 

(J.;,„  — J2„,+2)->o; 
on  a  donc  a  fortiori  : 

2(  J-2m  +  Jim+ï)  (Jîw  —  J  1111+^  )  >  "j 

et  puisque 

J2m>0,  J2m+2>0 

on  en  conclul  : 

(6)  •'2mî>  •'2m+2- 

De  même,  on  a  : 

4*'2m+l  4J2/«''2//i+a  "^  ^) 

2  J  2/n+l   ^^  (  J  2m  ^~  •'  2//i+2  )  "^  (  •'2/H  J2/;i-t-2  ), 

d'où: 

(  ''  2  /«  ~^  "^  2  m+2  )    ~î~  (  J  '2m  J  2/?I-K2  j  4  J  2  'H  ''  2  IH  +  -2 

2(  Jj,,,  -I-  J  2;„+2  )  (■'2m  J2m  +  2)  <  O, 

d'où  a  fortiori 

2(Jim  + J2mf2)(J2m— J2m+2)  >  O, 

d'où  enfin  : 

(6')  iim  >  J2nn-2- 

Nous  pouvons  donc  résumer  ces  premiers  résultais  dans  les  formules  suivantes 

j-<r<j-  <...<!, 

Jq  J2  J4 

j'o     J't    j;, 
(')  '        Jt<jt<JÎ<---<'' 

Jo  -f-  J  0  J2  -+-  J2 

D'aiilrc  pari,  la  comparaison  des  formules  (5),  (6)  el  (6')  nous  donnt'  : 

(8)  I  Jîm+I  I  <  J;m,  |  Jsm+i  |  <  ■'jw 


LA    METHODE   DE   NEUMANN    ET    LE   PROBLÈME    DE   DIRICHLET.  211 

CHAPITRE   11. 

Étude   du  rapport     ,• 

1.  Enonce  du  problème.  —  Soit  \\  le  polenliel  d'une  simple  ou  d'une 
double  couche  répandue  sur  la  surface  S  ;  considérons  les  deux  intégrales  : 

étendue  à  l'intérieur  de  S  ;  el 

étendue  à  l'exlérieur  de  S, 

L'intégrale  J'  ne  peut  s'annuler  que  si  W  est  constant  à  l'exlérieur  de  S  ;  et 
comme  W  est  nul  à  l'infini,  cela  ne  peut  arriver  que  si  W  est  identiquement 
nul  à  l'extérieur  de  S.  Dans  le  cas  de  la  simple  couche,  il  f'aul  pour  cela  que  W 
soit  identiquement  nul  ;  car  on  a  alors  : 

V  =  V  =  o 

et,  par  conséquent,  W  =  o  à  l'intérieur  de  S.  Dans  le  cas  de  la  double  couche, 
il  faut  pour  cela  que  la  densité  de  la  double  couche  soit  constante,  et 
W  constant  à  l'intérieur  de  S.  Dans  l'un  cl  l'autre  cas  on  aura  : 


Ainsi  J'  ne  peut  s'annuler  sans  que  J  s'annule. 

D'autre  part,  l'intégrale  J  ne  peut  s'annuler  que  si  W  est  constani  à  l'intérieur 
de  S.  Gela  arrive  dans  le  cas  de  la  double  couche  si  la  densité  de  cette  double 
couche  est  constante,  ce  qui  entraine  pour  conséquences  : 

W  =  o     à  rextéiieur  de  S 

et 

J'=o. 

Cela  arrive,  d'autre  part,  dans  le  cas  de  la  simple  couche,  si  la  densité  de  cette 
simple  couche  est  proportionnelle  à  celle  que  prendrait  une  charge  électrique 
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en  équilibre  sur  la  surt'aco  S  regardée  comme  conduclrice.  On  aura  alors  en 

J'>  o. 


général 


Eu  résumé,  le  rappori  '  est  essenliellemeni  posilif;  dans  le  cas  de  la  double 
couche,  il  ne  |)eul  ni  s'annuler,  ni  devenir  lufini;  dans  le  cas  de  la  simple 
couche,  il  peut  s'aunulei',  mais  il  ne  peuL  pas  devenir  infini. 

.Soieul  mainlenani 

\v„    vv„    ...,    w;, 

/>  polenliels  qui  seront  tous  dus,  soil  à  une  simple  couche,  soil  à  une  double 
couche  répandue  sur  la  surlace  S. 
Soil  mainlenani 

(  I  ;  W   =  o:,  \V,  +  a,  W.  +  .  .  .  ^  y.,,  W /„ 

les  a  élanl  des  conslanles  arbitraires. 

I  et  J'  seronl  alors  des  poljnomes  entiers  et  homogènes  du  second  tiegré  par 

J 

1' 


rappori  aux  indéterminées  a,  de  telle  façon  que  le  rappori    ,  sera  une  fonction 


homogène  de  degré  o  de  ces  indéterminées  a. 

.1  et  J' sont  des  formes  quadratiques  par  rappori  aux  x  eL  ces  formes  sont 
définies    positives.    Quand    donc    on    fera    varier    les    a.    sans     changer   Wi, 

W  2,  •  •  • ,  Wy,,  le  rappori  ^  aura  un  maximum  Pii  el  un  minimum  Rn. 

Je  suppose  bien  entendu  qu'il  n'y  a  entre  les  W,  aucune  relaluui  linéaire 
à  coefficients  constants. 

Alors  même  dans  le  cas  de  hi  simple  couche,  le  maximum  Ri  ne  peut 
s'annuler.  En  elTel,  pour  que  Ri  fût  nul,  il  faudrait  que  J  restât  nul  quels  que 
soient  les  a,   c'est-à-dire   que  Wi,   Wa,    ...,   W/j  demeurassent   constants  à 

\V> 
l'intérieur  de  S.    Mais  alors  le  rapport  ^  se  réduirait  à  une  constante  tant 

à  l'extérieur  qu'à  l'intérieur  de  S  el  cela  est  impossible  puisqu'il  ne  doit  y 
avoir  entre  les  W,-  aucune  relation  linéaire. 

Cela  posé,  le  problème  qu(!  nous  nous  pro|)osons  de  résoudre  est  le  suivant  : 

Trouver  dans  le  cas  de  la  doujjle  couche  une  limite  supérieure  et  une  limite 
inférieure  du  lajiporl  '   . 

Trouver  dans  le  cas  d(!  In  simple  couche  une  liiiiile  supérieure  de  ce  rapport. 

Trouver  dans  h^s  deux  cas  une  limite  su|)('TieMre  de  R..  cl  une  limite  lufi'rieure 
deR,. 
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Est-il  possible  de  irouver  ces  limites,  les  limites  supérieures  étant  bien  entendu 
finies,  et  les  limites  inférieures  positives  et  différentes  de  zéro? 

Les  aperçus  qui  précèdent  peuvent  rendre  la  chose  vraisemblable,  mais  non 
l'établir  rigoureusement.  La  démonstration  rigoureuse  sera  l'objet  du  pi-ésent 
chapitre. 

2.  Comparaison  des  cas  de  fa  simple  el  de  la  double  conrlie.  —  Soient 
Wi  et  ^\  -,  deux  potentiels  dus  le  premier  à  une  simple  couche,  le  second  à  une 
double  couche. 

Je  désignerai  par  Y,,  VJ,  Ji,  JJ  et  par  Vj,  VI,  Jo,  J',  les  valeurs  de  V.  \', 
J,  J'  correspondant  respectivement  à  Wi  el  à  Wo.  On  aura  donc  : 


.=/v,-V,.„ 

J',=- Jv", 

d\'\ 
dn 

'.=/v-S*'. 

J---/V; 

dV, 

—, —  "">  ; 

dn 

V    —  V 

lin          lin 

Je  désignerai  par  K  l'intégrale 

/Y'AV,  ^A\',      ,AV, 

dW.        (f\\\ 
<ly    ^    dz 

d\\,\   , 

étendue  à  l'intérieur  de  S  et  par  K'  la  môme  intégrale  étendue  à  l'extérieur 
de  S. 

On  aura  donc  : 


K  =  —    /    V  ,  —r^  (7w  =  —   /   V .,  — r-^  mo 
J  dn  J       -    dn 


et  si  l'on  observe  que  VJ  =  Vi,  -t-=  =  — ^»  on  en  conclura  que  (') 

K=— K. 


(')  Il  peut  arriver  que  l'on  sache  que  la  fonction  W,  est  harmonique  ù   l'intérieur  et  à  l'exté- 
rieur de  S  et  tend  uniformément  vers  une  même  limite  V,  =  Vf    quand  on   se  rapproche  de  S  ; 

mais  qu'on  ne  sache  pas  si  —7-^)   — r— ^  ont  des  valeurs  finies  et  déterminées.  On  ne  peut  alors 
^  dn        dn 

affirmer  que  W,  soit  etïectivement  le  potentiel  d'une  simple  couche.  Le   théorème  n'en  est   pas 

moins  applicable. 
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On  coimaît  riiiég;alitc  de  Lai^raiige  : 

V  «161  -h  'i-.h-i  -H  ...  4-  (/„  6„  )-  <  (  «î  -1-  .  ■  •  -h  (iii)(l>-i  -h  ■  ■  ■  +  bl  ). 

Ou  en  iléiluit  l'inégalilé  de  Schwarz 
On  pourrait  en  déduire  également  : 

En  étendant  les  intégrations  à  l'intérieur  de  S,  cela  peut  s'écrire  : 

(1)  K2<J,Jo, 
et  en  les  étendant  à  l'extérieur  de  S 

(2)  K'ï<j;,l;. 

Si  nous  supposons  que  l'on  a  V2  =  ^  1,  on  aura  Wi  =  W2  à  l'intérieur  de  S  et, 
par  conséquent, 

d'où  : 

K'2=  K^=  Jî  =  J5  =.I,.I;. 

L'inégalilé  (2)  devient  alors  : 

J,      ,r., 

Si  nous  supposons  que  l'on  a  V.'  =  V,',  on  aura  Wi  =  Wo  à  l'extérieur  de  S  et, 
par  conséquent, 

j;  =  J',  =  K', 
d'où  : 

K-  =  K'2  =  Jv-  =  j;-  =  j',  j;. 

L'inégalité  (  i  )  devient  alors 

J'i        J" 

Étant  donnée  une  double  couche  quelconque  dont  le  potentiel  est  égal  à  W2, 
on  peut  toujours  trouver  une  simple  couche  dont  le  potentiel  A\'i  soit  égal  à  A\'2 
à  l'intérieur  de  S  (ou  bien  à  l'extérieur  de  S). 
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Étant  donnée  une  simple  couche  dont  le  potentiel  est  Wi,  on. peut  trouver 
une  double  couche  dont  le  potentiel  Wa  soit  égal  à  Wi  à  l'intérieur  de  S. 

On  ne  peut  pas  en  général  trouver  une  double  couche  dont  le  potentiel  Wo 
soit  égal  à  Wi  à  l'extérieur  de  S  ;  mais  on  peut  en  trouver  une  telle  que  l'on 
ait  en  tout  point  infiniment  voisin  de  S  mais  extérieur  à  S  : 

W2=  Wi-+-const., 

c'est-à-dire 

V,  =  V,  ■+-  const. 

Après  avoir  énoncé  ces  propositions,  voyons  dans  quelle  mesure  elles  peuvent 
être  regardées  comme  démontrées. 

La  première  peut  être  rigoureusement  démontrée.  La  méthode  de  Schwarz,  la 
méthode  du  balayage,  et  en  général  les  mélliodes  autres  que  celle  de  Neumann, 
permettent  de  démontrer  le  principe  de  Dirichlet  pour  une  surface  quelconque, 
convexe  ou  non  convexe. 

Il  existera  donc  une  fonction  Wj,  harmonique  à  l'extérieur  de  S  et  se  rédui- 
sant à  Vo  sur  la  surface  S  (ce  qui  s'écrit  V,  ^  Vj). 

Définissons  alors  Wi  de  la  manière  suivante  : 

Wi  =  \V.j     à  rintéi'ieur  de  S, 
W,  =  W:i     à  rext('rieur  de  .S. 

On  aura  alors 

V,  =  V.,         V,  =  v;  =  v,,         d'où         V,  =  V, . 

Wi  est  donc  liien  le  potentiel  d'une  simple  couche  et  se  réduit  à  Wa  à 
l'intérieur  de  S. 

On  démontrerait  de  même  qu'on  peut  trouver  une  simple  couche  telle  que 
Wi  =  Ws  à  l'extérieur  de  S. 

Passons  au  second  problème,  où  l'on  se  donne  Wi  et  où  l'on  se  propose  de 
déterminer  la  double  couche  qui  engendre  W,>  de  telle  façon  que  Wa  =  Wi 
à  l'intérieur  de  S  ou  que  ^  .',  ^  ^  ',  +  const. 

Les  deux  propositions  relatives  à  ce  problème  ne  peuvent  être  regardées 
comme  démontrées  que  dans  le  cas  où  la  méthode  de  Neumann  est  applicable, 
c'est-à-dire,  jusqu'à  nouvel  ordre,  pour  les  surfaces  convexes  seulement. 

Soient  Mi  et  lUi  la  limite  supérieure  et  la  limite  inh-rieure  du  rapport -j,-; 

soient  M[  et  ni[  la  limite  supérieure  et  la  limite  inférieure  du  rapport  p- 
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Supposons  lUiiiiili'iKiiil  que  ikuis  considérions  p  simples  couches  ayant 
respt'cliveuu'ul  pour  potenUcls 

Wl,     Wl,     ...,     WJ 

l'I  soil,  counne  dans  le  paragraplic  précédent 

W,  =  et,  \V  1  -t-  a,  \\'.i  +  ...  -I-  y.,,  Wl, 

les  a  étant  des  constantes  indéterminées. 

Le  rapport  tt  quand  nous  ferons  varier  les  a  sans  toucher  aux  W,' ,  aura  nn 

maximum  Ri  et  un  minimum  Rj.  (J'observe  en  passant  que  Ri  et  R.i  ne  change- 
ront pas  quand  on  remplacera  les  W/  par  y)  combinaisons  linéaires  quelconques 
des  W,'). 

Nous  pouvons  maintenant  faire  varier  la  densité  des  p  simples  couches  qui 
engendrent  les  potentiels  W/ ;  on  voit  alors  que  Ri  aura  une  limite  inférieure /yi/, 
et  R-j  une  limite  supérieure  Mp. 

Ci)nsidérons  de  môme  yj  doubles  couciies  ajani  [tour  poienliels 

w;,   WL    ...,   w^ 

et  soil  : 

W.,  =  a,  Wi  +  a.,\V:i  -H  .  .  .  -i-  X/.W^. 

Le    rapport  yf  fjuand    on    fera    varier   les    x    aura    un   maximum   \\[    el    nn 

mini[uu[u  11,.  .Si  on  fait  ensuite  varier  la  densité  des  yj  doubles  couches,  R',  aura 
une  limite  inférieure  /«,',  et  R,  une  limite  supérieure  M'. 

Les  nombres  m,,,  My,,  m'p,  M'  dépendent  évidemment  du  nombre  y>,  el  il  est 
clair  qu'ils  ne  dépendent  que  de  ce  nombre  y>  et  de  la  surface  S. 

On  aura  d'ailleurs  : 

m,  =  o,        wi<  W2< '«.■i<. . ., 

M,>  M2>  M:,>.... 

On  voit  aisémeni  que  //((  z:=  o.  Dans  le  cas  de  yj  =^  i,  on  a  en  effet  siuiplenienl 


Pour  que  Ri=  R^  atteigne  sa  limite  inférieure,  il  suffît  de  donner  à  la  simple 
couche  qui  engendre  WJ  une  densité  proportionnelle  à  celle  que  prendrait 
l'éleclricité  en  équilibre  sur  la  surfaces  .S  supposée  conductrice. 
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On  aurait  alors  W  \  =  consl.  à  l'intûrieur  de  S  et,  par  conséquent, 

Ji  =  o,  J'i>0 


et  enfin 


■"  1 


(l'dÙ 

im  =  o. 

On  trouverait  des  inégalilés  analogues  dans  le  cas  de  la  double  couche,  à  savoir  : 

m\  <  /«'„  <  m',  < . . . , 
M',  >  M',  >  M',  > . .  . . 

Mais  avant  d'aller  plus  loin  une  remarque  est  nécessaire  au  sujet  de  la  définition 
des  nombres  rn'^,  et  M^^.  Supposons  que  Wa  soit  un  potentiel  engendré  par  une 
double  couche  de  densité  constante  ;  Wa  sera  constant  à  l'intérieur  de  S  et  nul 
à  l'extérieur  de  S.  On  aura  dune 

J.,  =  J',  =0 

de  sorl(;  (pic  le  rapport  -  ;  se  présente  dans  ce  cas  sous  une  forme  indéterminée. 
Soit  maintenant  de  nouveau  : 

et  supposons  que  W^  soit  engendré  par  une  double  couche  de  d(Misit('' 
constante.  On  aura  aluis  tant  à  l'inti'rieur  qu'à  l'extérieur  de  S 

dx  dy  dz  ' 

ce  qui  prouve  que  ni  les  dérivées  de  W2  par  rapport  à  .r,  y,  r,  ni  par 
conséquent  Jo  et  J^  ne  peuvent  dépendre  de  «i . 

Il  résulte  de  là  que  les  valeurs  de  RJ  el  de  R'.,  correspondant  aiix/>  potentiels 

Wj,    Wi,    ...,    w^ 

ne  diflerent  pas  des  valeurs  de  RJ  et  de  R'.,  correspondant  aux  p  —  i  potentiels 

W^     W^      ...,     W^ 

Soit  encore 

W.,  =  =( ,  W I  +  a,  \V  :^ -4- . . . -h  a/,  W;i 

mais  ne  supposons  plus  que  WJ    soit  engendré  par  une  double    couche  de 
H.  P.  —  IX.  28 
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densiu'  constante.  Désijjnons,  d'autre  pari,  par  \\  l  un  potouliel  engendré  par 
mil'  double  couclie  de  d(uisité  cdustante. 

Choisissons 

Wî,     Wi,     ...,     W^ 

de  telle  façon  que  R  [  atteigne  sa  liuiilo  inlerioure  ///,,  ;  je  dis  qu'on  peut  toujours 
supposer 

En  cITel   s'il  n'en   était  pas  ainsi,   nous  pourrions  observer  que  le  Rj   relatif 

i\n\  j)  potenlicls 

Wf,     WL     ...,    WJ 

lie  peut  êlre  plus  petit  que  le  R',  relatif  aux /y —  i  |)Otentiels 

m,    ...,   w^ 

lequel  est  égal  au  RJ  relatif  aux />  potentiels 

>>(,,        »*:i)       ■•■1        **/>• 

En  lemplaçant  W,  par  W'J  on  n'a  donc  pu  augmenter  R|  qui  est  resté  égal  à  sa 
limite  inférieure  rn'^,. 

De  même,  si  nous  choisissons  les  W;  de  telle  façon  que  R^  atteigne  sa 
limite  supérieure  M^',,  nous  pourrons  toujours  supposer  que  ce  choix  a  été  fait 
de  telle  façon  tpu; 

car  on  pourrait  toujours  remplacer  W]  par  WJ  sans  que  RI  cesse  d'être  égal  à 
sa  limite  supérieure. 

Va-  raisonnement  suppose,  il  est  vrai,  qu'il  n'y  a  pas  de  relation  linéaire  entre 

W'i      W2  vv- 

mais  s'il  j  en  avait  une,  on  remplacerait  W]^  par  WJ,  par  exemple  et  il  ne 
saurait  alors  y  avoir  de  relation  linéaire  eiilre 

Wî,     W;,     WI,     W?,      ...,     W^ 
puisfpi'il  n'v  en  a  pas  yiar  liyj)Ollièse  entre 

Wf.    WH w^. 

11  résulte  encore  de  là  que 

/«',<i'<M',. 
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Prenons  d'abord  yy  simples  couches  ayant  pour  potentiels 

(3)  wj,   w.;,    ....   wi 

el  p  doubles  couches  ayant  pour  potentiels 

(4)  Wî,     Wl,     ...,     Wf, 

et  soit 

W,  =  a,\Vi+  ...  +ï;,W», 

Formons  les  rapports    S  yf  j  leurs  maxima  Rj  el  R|  et  leurs  niininia  li^  et  R,,. 

Cela  posé,   choisissons    d'abord  les  W  /  de   telle  façon  que  R.^   atteigne  sa 
limite  supérieure  M^',  ;  nuus  pourrons  alors  supposer 

ce  qui  montre  qu'on  aura 

W'î  =  const. 

à  l'intérieur  de  S.  Nous  pourrons  ensuite  trouver^?  simples  couches  dont  les 
potentiels  W/  satisfassent  à  riiilriieiii-  de  S  à  la  condition 

W/  =  W/. 

Cela  nous  montre  en  passant  que  la  simple  couclie  qui  engendre  WJ   a  sa 
densité  proportionnelle  à  celle  de  l'électricité  en  équilibre. 
Il  viendra  alors  : 

J   1  ^4 


d'où  : 


■^'<B-; 


or 

R',  =  M;„         m,,  <  R,, 

d'où  : 

(6)  -.^^- 

Choisissons  maintenant  les  W,'  de  telle  façon  que  R2  atteigne  sa  limite 
supérieure  M^,.  On  pourra  au  moins  si  S  est  convexe  trouver  p  doubles  couches 
telles  qu'à  l'intérieur  de  S  on  ail 
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On  aura  oncore  : 


tl  ou  . 


Or 


(I  oïl 


i\  <  j7' 


R.<^. 


R,=  M;„         R',  > /«;„ 


Choisissons  maintenant  les  W,'  de  telle  façon  que  R|  atteigne  sa  limite  ni'^/, 
nous  pourrons  trouver/)  simples  couches  telles  que  l'on  ait  à  rcxlrricur  de  S 

W7  =  W?. 


On  aura  alors 


d'où 


or 


J   I  J2 


R.>4; 


ir,  =  m'„         R..<M,„ 


d'où  : 

(8)  "^l'^W; 


Si  la  surface  S  est  convexe,  les  relations  (fi),  (7),  (8),  sont  vraies  à  la  fois 
et  on  en  conclut  : 


M/,= 


m,, 


Si  la  surface  S  n'est  pas  convexe,  les  relations  (6)  et  (8)  sont  encore  vraies, 
mais  les  relations  (7)  ne  peuvent  élre  regardées  comme  démontrées;  on  a  alors 


^^'"^  i'       ""'"^^  w,. 


3.  Cas  de  la  sphère.  —  On  peut  très  facilement  calculer  toutes  ces  quan- 
tités quand  la  surface  S  est  une  sphère.  Nous  supposerons  pour  simplifier 
l'écriture  que  le  rayon  de  cette  sphère  a  été  pris  pour  l'unité  de  longueur,  le 
centre  de  la  sphère  pour  origine  et  nous  poserons  : 


r-  =  X-  -H  y-  + 
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Un  polynôme  sphériqiie  (rordre  n 

est  un  polynôme  homogène  d'ordre  n  en  x,  y,  z,  (pii  salisiaU  à  l'équation  de 
Laplace  et  Xp  qui  est  une  fonction  homogène  d'ordre  zéro  en  x,  y,  z,  s'appellera 
une  l'onclion  spiiérique  d'ordre  n. 

Parmi    les     lonctions    sphériques     d'ordre     /i,   j'en    choisirai    a/f  +  i     que 
j'appellerai  fondamentales  et  que  je  désignerai  par 

X^,,         |/>  =  /i-  4-  1,  «=+  2,  .  .  .,  <  n  -h  i  )-J. 

Toutes  les  autres  fonctions  spliériques  d'ordre  />  en  seront  des  comhiuaisons 
linéaires. 

Je  choisirai  les  fonctions  fondamentales  de  telle  façon  que 

j\f,(lu)  =  \,  l\/,\,,do>=o       {p<.q)- 

I^es  intégrales  sont  étendues  à  la  surface  de  la  sphère. 

Cela  posé,   considérons  une  simple  couche  et  choisissons-la  de  telle  sorte 
qu'à  l'inléiieur  de  S  on  ait  : 

\Vi  =  l^î^X,,  r"         (n  étant  l'ordre  de  X,,). 


On  aura  alors  à  l'extérieur  de  S 


\v,=  S  ;vx,, /-(«+') 


et,  par  conséquent 

v,<  \  ' 

</n •''^•'"  dn 


V,  =  \\  =  -Z-p,\,„  '^  =  ^n,,.\,.,  '^   =-Z{n  +  i)^,X,. 


On  en  déduit  : 

Cela  nous  montre  d'abord  que  .li  est  toujours  plus  petit  que  J[  ;  et  on  voit  tout 
de  suite  que  : 

I  2 

;«,  =  o,         nii  =  m,;  =  m,,  =  -  )  m^,  =  nia  =  .  .  .  =  m,;  =  tt  >  •    . 

et  en  général  : 

m,,=  \où  n- <C  p  ~(n -h  i)-]. 

/i  -h  i 

D'autre  pari,  on  a  : 

M,,  =  1. 


aaa  la  méthode  de  neumann  et  le  problème  de  dirichlet. 

Pour   nous   eu    rciidro    comiik'.    supposons    que   les    ^p   soient   des  fondions 
linéaires  do  </  conslanlos  arbitraires 

.1,    et    .1,    seront    des    polynômes    du    second    degré    par   rapport   aux    a.    Le 

rapport  -p-  considéré    comme    fonction    des    a    aura    un    maximum    Ri    et   un 

minimum  Rj. 

Il  est  clair  que  Ri  atteindra  sa  limite  intérieure  //(,,  quand  on  fera 

Quant  à  Ro,  il  peut  approcher  autant  qu'on  veut  de  i.  Soit,  en  effet,  pour  un 
entier  k  quelconque 

?P  =  o  (p^/c);  P/,  =0  (/,  >A:-f-5-), 

pj.+/,  =  a/,  (A  =  I,  2,   .  .  .,  ^r). 


Le  minimum  R.>  est  égal  à 

[«'-  <  ^  -I-  I  ^  (  «  -(-  I  )2]  ; 


II 


on  peut  donc  prendre  A'  assez  grand  pour  que  ce  minimum  soit  aussi  voisin  que 
l'on  veut  de  i . 

Considérons  maintenant  une  double  couche  telle  qu'à  l'intérieur  de  S  on 
ait  : 

W,  =  Sp^X^r". 
On  aura  : 

d'oîi  :  à  l'extérieur  de  S 


y-i  =  ^?p\r,     -^  =  -â;t  =  ^"?p^f" 


^  H  -h  l 

et 

On  en  déduit  : 

On  en  déduit  : 

M^  =  — =  — —         [ou  II"- <p^(i,  -h  ,)-], 

Ut  p  n 

m'.,  =  1 
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Ceci  entraîne  les  inégalités  suivantes  les  plus  importantes  à  nuire  point  de  vue  : 

4.  Surfaces  simplement  connexes.  —  Nous  allons  maintenant  examiner  le 
cas  où  la  surface  S  est  une  surface  simplement  connexe  quelconque  sans  point 
singulier. 

On  peut  alors  trouver  une  transformation  qui  jouisse  des  propriétés 
suivantes  : 

Soit  M  le  point  donné  de  coordonnées  ./■,  y,  z;  soit  M'  son  transformé  de 
coordonnées  .r',  y' ,  :■'. 

1°  A  tout  point  M  de  l'espace  correspondra  un  point  M'  et  un  seul,  et 
inversement. 

2°  Les  coordonnées  x\y\  c'de  M' seront  des  fonctions  continues  de  x,y,z  ; 
ces  fonctions  auront  des  dérivées  des  deux  premiers  ordres  et  ses  dérivées 
seront  finies  et  continues. 

3"  Inversement  Xi  y,  z  seront  des  fonctions  continues  de  x',  y',  z'  et  les 
dérivées  des  deux  premiers  ordres  de  ces  fonctions  seront  également  finies  et 
continues. 

4°  Quand  le  point  M  décrira  la  surface  S,  le  point  M'  décrira  la  sphère  S' 

qui  a  pour  équation 

x'"-  -h  y-  -h  z'^  =  I. 

5°  Lorsque  x,  y,  z  sont  très  grands,  —.y—.i  -,  sont  des  fonctions  continues 

T  '    -^   '  "  X       Y       Z 

de   -)    -)    -;    ces    funclious    ont    des    dérivées    des    deux    premiers    ordres, 

X      ^        z 

qui    restent   finies    et   continues,    même    quand    une    ou    plusieurs    des    trois 
quantités  -,   -j   -  s'annule.  Enfin    quand  x'^ -\- y- -{- z'-    croit   indéfiniment, 

—,)-!)   -,  ainsi  que  les  dérivées  des  deux  premiers  ordres  de  x' ,  y',  z'  par 

,  . ,.  ,  ,  ,   dx'     dy'    dz 

rapport  a  x,  y,  z  tendent  unijormcnient  vers  zéro,  excepte  -t7>  -f-i  —r,  qu' 

tendent  uniformément  vers  un. 


En  d'autres  termes,  si  sj x-  +,)'-  +  ■:-  est  un  infiniment  grand  du  premier 
ordre,  x\  y',  z'  seront  égaux  à  x,  y,  z  aux  infiniment  petits  près  du  second 
ordre. 
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Il  l'sl  chiir  (|ii\)ii  |>oiirni  loiijoui's  salisfalrc  à  ces  diinironles  condllions  et 
cola  d'iiiK'  iiiliiiilc  (lo  manicrcs  ;  le  choix  tk'  la  Irauslornialiou  comporlora 
encore  un  très  lari;e  degré  d'arbitraire. 

Soit  maintenant  /)  simples  couches  ic|iandiies  à  la  surface  de  S  et  ayant 
respectivement  pour  polenliels  : 

wi,    ...,    w;,. 

Soit 

vv,  =  2„  w;,  -H  :(,  wi  +  . . .  +  a/, vv; 

et  lormiins  le  ra|)pt)rl  -p  ■ 
Nous  aurons 

l'intégrale  étant  étendue  à  l'intérieur  de  S  et  J',  étant  égal  à  la  uK^me  intégrale 
étendue  à  l'extérieur  de  S. 

Mais  les  intégrales  Ji  (etJ,  )  qui  sont  ici  exprimées  en  fonctions  de  u-.  y  et  z, 
peuvent  également  s'exprimer  en  fonctions  de  x' ,  y'  et  z' . 

Les   dérivées  — ; — >  — ; — )    — r—    sont   en   eiiet   des    ionclions    linéaires   des 
cix         ay  az 

dérivées  — r-r  i  —r-ri  —r-r  dont  les  coetlicienls  sont  des  lonctions  données  de 
dx        ay         dz 

x' ,  y' ,  z' ,  puisque  nous  connaissons  .t,  y,  z  en  fonctions  de  x',y',  z'.  De  même 
le  jacobien  de  x,  y,  z  par  rapport  à  x' ,  y',  z'  sera  une  fonction  connue 
de  x',  y',  z'. 

Nous  pouvons  donc  écrire  : 

J,  =    /  <bdjc'dv'dz', 

$  étant  un  puljnome  iiomogèiie  du  second  degré  par  rapport  à 

r/VVi       dW,       rfW, 
d.v'  dy'  dz' 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  données  de  ar',  y' ,  z' . 

L'intégrale  Ji  doit  être  étendue  à  l'intérieur  de  la  sphère  S',  (^uaiit  à  J, ,  ce 
serait  la  même  intégrale  étendue  à  l'extérieur  de  S'. 

Le  polynôme  du  second  degré  <t  est  évidemment  une  forme  quadratique 
définie  positive  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  continues  do  x'.  y'  et  z'. 

(juaiid  X,  y,  z  (ou  ce  qui  revient  au  môme  x',y',  z')  croissent  indéfiniment, 
les  coefficients  de  cette  forme  4»  tendent  vers  des  limites  finies  et  déterminées  : 
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les  coefficients  des  ternies  rectangles  tendent  uniformément  vers  zéro  et  ceux 
des  termes  carrés  tendent  uniformément  vers  un.  Cela  tient  à  ce  que  les 
dérivées  des  x  par  rapport  aux  x  tendent  vers  zéro  et  vers  un. 

Si  nous  regardons  pour  un  instant  x\  y' ,  z'  comme  des  paramètres  et  — ^  > 

r/W,    rfW,  ,  ,         ,       ,,  •       ,        „  „,         • 

,  ,,  )  —p-  comme  les  coonlounees  d  un  point  dans  lespace,  1  équation 

*=  I 

représente  un  (•lli|)50ï(lc.  I,es  axes  de  cette  ellipsoïde  sont  des  fondions 
continues  de  x' ,  y' ,  z'  ;  pour  aucune  valeur  finie  de  x' ,  y\  z'  il  ne  peut  arriver 
que  l'un  des  axes  s'annule  ou  devienne  infini;  quand  x' .  y',  z'  croissent 
indéfiniment,  les  trois  axes  tendent  uniformément  vers  un. 

II  résulte  de  là  que  l'on  peut  assigner  une  limite  supérieure  el  uiu'  limite 
inférieure  (indépendantes  de  x' .  y',  z')  à  ces  trois  axes  et,  par  conséquent,  que 
l'on  jicnl  trouver  deux  nombres  p.  et  ix' ,  tels  que  l'on  ail  pour  toutes  les  valeurs 

de  X  ,  y  ,  z  ,  et  quels  que  soient  —r-r^     ,  ,  >  —r-r  : 
•^  '  1  dx        dy         dz 

Soii  iii;iiuifnanl  W  ;,  le  jjoteniiel  d'une  simple  couche  répandue  à  la  surface  de 
la  sphère  S'. 

Ce  potentiel  W^  est  une  fonction  de  x',  y',  z',  qui  tant  à  l'extérieur  qu'à 
l'intérieur  de  S'  satisfait  à  l'équation 

rf^W;      <^nv,      d'-W:,  _ 
dx'-  dy'  dz'- 

On  peut  évidemment  choisir  la  densité  de  cette  simple  couche  de  telle  façon 
qu'à  la  surface,  de  S'  on  ait 

W,  =  W, 

et  en  effet  on  sait  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  en  ce  qui  concerne  la 
sphère. 

Formons  l'intégrale 

/2(S-")""-'/"=-- 

Cette  intégrale  étendue  à  l'intérieur  de  S'  s'appellera  J3  ;  étendue  à  l'extérieur 
de  S',  elle  s'appellera  J', . 

H.  P.  —  I.\.  ag 
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Considérons  égalomenl  l'inlégralo 

qu'on  calculerait  en  supposant  que  ^\  n  est  exprimée  en  fonclion   de  x,y,  •:,  au 
lieu  de  l'être  en  fonction  de  x',  y',  z'.  Cette  intégrale  est  égale  à 

(3)  C^^dx'dydz' 

où  <I>3  n'est  autre  chose  que  O  où  je  suppose  que  Wi  ait  été  remplacé  par  W,. 

L'inlégrale  (2)  étendue  à  l'intérieur  de  S  [ou  ce  qui  revient  au  môme 
l'intégrale  (3)  étendue  à  l'intérieur  de  S']  s'appellera  K^,  ;  étendue  à  l'extérieur 
de  S,  elle  s'appellera  R.j. 

De  môme,  j'appellerai  Ri  et  K',  l'intégrale 

étendue  soit  à  l'intérieur  de  S',  soit  à  l'extérieur  de  S'. 
Comme  on  a 

et  qu'on  n'a  pas  : 

comme  W  1  =:  W3  à  la  surface  de  S  on  aura 

ou 

Ji<K3; 
on  trouverait  de  môme 

J'i<K',. 

D'autre  part,  W^  satisfait  à  l'équation 

>  — ;— r-  =  O 
I  ^a  dx- 

tandis  que  Wi  ne  satisfait  pas  à 
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Gomme,  d'autre  part,  W|  =  W3  à  la  surface  de  S',  on  aura 
ou 

J3<K,. 

De  même, 

J'3<K'i. 

D'autre  pari,  les  inégalités  (  i  )  nous  donnent  : 

H'K,  >  Ji  >  uK|, 
fi'K',  >  J'i  >  [aK'i, 
f^'Jr.  >  K3  >  |a  J.,, 
Hi'J']  >  K',  >  n  J',. 

La  comparaison  de  ces  inégalités  nous  donne  : 

Jl  >  [xK,  >  |i  J:„ 

Jl     <  K,     <fJl'J;,, 

J'i  >  fjiK,  >  [J.  J-, 

J',     <  K'3<[X'J;, 

d'où,  enfin, 

I^    J  :i  J  1       ,  1^'    J  :l 

Supposons    maintenant    que    l'on    fasse    varier    les    a    sans    loucher    aux   p 
potenliels  W;,  W.!,  ...,  W;,. 

Alors  le  rapport  -pi-  a  un  cerlain  maximum  que  nous  avons  appelé  Ri  et  un 

cerlain  minimum  que  nous  avons  appelé  Ro.    De  même,  le  rapport  •?!■  aura  un 
cerlain  maximum  /'i  ol  un  minimum  /■.>. 

Si  une  quantité  est  toujours  plus  grande  qu'une  aulre,  le  maximum  de  la 
première  sera  plus  grand  que  le  minimum  de  la  seconde  et  le  minimum  de  la 
première  plus  grand  que  le  minimum  de  la  seconde.   On  aura  donc  : 

u  a' 

-,/■!<  Ri  <-/•„ 

Faisons  varier  maintenant  les  potenliels  W,*,  Ri  aura  une  limite  inférieure  nip 
et  Ro   une  limite  supérieure  M^.    J'appellerai  de  même  /«*   et  M*   la  limile 
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intérieuro  de  /'i  cl  la  liaiile  supérieure  de  /j.  En  appliquant  le  uiôiue  principe, 
j'arriverai  aux  inégalités  : 

Mais  nous  savons  calculer  les  nombres  m*  et  M*  pour  la  sphère.  Nous  avons 
trouvé  dans  le  numéro  précédent  : 

m;,  =  -^—         [oùn"-  <p^{ii-^  i)"], 


m;,  =  .. 


On  a  donc 


p.  n  -h  \ 


'4<M,<f^. 

Soient  maintenant /j  doubles  couches  ayant  pour  potentiels 

Wî,     ...,     W^ 
et  posons  : 

W,  =  a,Wî  +  ...  -+-a/,W;, 

el    formons  le   rapport  -rf;   ce  rappori,   quand  on  fera   varier  les   «,   aura   un 

maximum  IV,  et  un  iiiiniMium  R!,.  R, ,  quand  on  fera  varier  les  potentiels,  aura 
une  limite  inférieure  m'  et  R!,  aura  une  limite  supérieure  M^,. 
Nous  avons  trouvé  à  la  fin  du  paragraphe  2  : 


Il  résulte  de  là 


'        m,, 

rrip 

-M;, 

'^        (ji       n 

1 

'"/'>|l' 

Or  on  a  toujours  comme  je  l'ai  expliqué 


d'où  finalement 


M'i  >  j^  >  m\, 
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o.    Couc/ies  de  masse  nulle.  —  Supp(JSons  que  Wj  soil  un  polenliel  dû  à 
ne  simple  couche  de 
dis  que  nous  aurons  : 


une  simple  couche  dont  la  masse  lolale  es!  nulle,  et  formons  le  rappoil  y^;  je 


~  >  m,. 

Soit,  en  effet,  Wo  un  potentiel  dû  à  une  simple  couche  dont  la  densité  soit 
proportionnelle  à  celle  que  prendrait  l'électricité  en  équilibre  sur  la  surface  S 
supposée  conductrice.  On  aura,  par  conséquent, 

Wo  =  coiisl.     ;i  l'intérieur  de  S  ;         Jq  =  o. 
Soit  maintenant 

\V  =  =(„W„-(-a,W,, 

«0  et  «i  étant  deux  indéterminées  et  formons  les  intégrales  J  et  J'  relatives  au 
potentiel  W,  intégrales  qui  ont  pour  expressions 

Considérons  également  l'intégrale 

r  -^  d\\\  dW,  , 

/     ^  — ; —  — ; —  '"• 

J    .aJ    (tx      dx 

que  nous  appellerons  K  quand  elle  sera  étendue  à  l'intçrieur  de  S  et  R'  quand 
elle  sera  étendue  à  l'extérieur  de  S. 
On  aura  : 

J  =  «5  J(, -H  aa„a,  K -(- a;  J,, 
J'  =  a's  J'o  +  ■>  ao=<i  l't'-T-  a'î  J'i , 

/\,  d\,  ,  ,  .  r  ^„  d\\ 


K  =  /v.£^.„,     K— /v.:£^ 


dM 


Les  deux  intégrales  R  et  R'  sont  étendues  à  tous  les  éléments  du>  de  la  surface  S; 
sur  cette  surface 

Vo  =  V'u  =  const. 

La  masse  totale  de  la  simple  couche  étant  nulle,  on  aura 

rd\,  rd\\ 

I       —, <-/(•)   =      /      — ; do)    =  O. 

J     du  J     dn 

On  on  déduit 

K  =  K'  =  o, 
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J  a  ;  J  I 

1,1'  iiiaximuin  R,  de  ^  seia  donc  ét;al  à  ~  el  coiiiiuc  la  liinllc  InfériiHirt'  de  Ri 
l'sl  III -2.  on  aura  : 

yr  >  m«-  c.  Q-  F.  D. 

Pour  déuionlior  ce  résultat,  on  esl,  obligé  de  s'appujor  sur  l'existence  de  la 
t'oncliou  Wo,  c'est-à-dire  sur  la  possibilité  de  résoudre  le  problème  de  la 
distribution  électrique,  c'est-à-dire  en  définitive  sur  le  principe  de  Dirichlet, 
supposé  démontré  par  des  métbodes  indépendantes  de  celle  de  Neumann. 

Nous  pouvons  cependant,  sans  nous  appuyer  sur  ce  principe,  trouver  une 

limite  inférieure  du  rapport  -j^- 

Reprenons  la  transformation  du  paragraphe  3;  nous  aurons 


i,  =   I  (^dx'dy dz', 


l'intégrale  étant  étendue  à  l'intérieur  de  la  sphère  S.  Désignons  maintenant 
par  K|  et  K, ,  l'intégrale 


/E('S^)'-"'".>'"=' 


étendue  soit  à  l'intérieur  de  S',  soit  à  l'extérieur  de  S'.  Nous  aurons  encore  : 

H'K,  >  J,  >  nK,, 
|j.'  K'i  >  J',  >  ji.  K  [ . 

Reiii[)laçons  Wi  par  une  fonction  quelconque  W;,,  soit  <I>:,  ce  que  devient  4> 
par  celte  substitution. 

Considérons  les  intégrales 

/  S  (^') ' '''"'  ''^'  ''''''    /  *^' '^■^' ''-''' ''" 

que  nous  appellerons  J3  et  K,  quand  on  les  étend  à  l'intérieur  de  S',  J'^,  et  K, 
quand  on  les  étend  à  l'extérieur  de  S'. 
Nous  aurons  encore;  : 

H'Js  >  K;|  >nJ:,, 
;x'J'j  >  K',  >fxJ':;. 
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Je  vais  maintenanl  choisir  W:,  ;  ce  sera  le  potentiel  d'une  simple  couclic  de 
niasse  totale  nulle  répandue  à  la  surlace  de  la  sphère  S';  à  la  surface  de  cette 
sphère,  ce  potentiel  devra  satisfaire  à  la  condition 

W:,  =  W,  +  G, 

C  (''tant  une  constante. 

Comme  on  sait  résoudre,  à  l'aide  des  fonctions  sphériques,  le  problème  de 
Dirichlet  pour  la  sphère,  on  pourra  déterminer  la  fonction  W3  de  façon  à 
satisfaire  à  ces  conditions. 

Je  vais  chercher  à  démontrer  que 

J  I   <  Kj,  J:i  <  Kj. 

Posons 

W;,  =  W,  -1-  R. 

Il  viendra  : 


<■>        ■<'.-'-'i>;i"^'''-i2i-'"- 


Les  intégrales  sont  étendues  à  l'extérieur  de  S. 

La  fonction  Wi  étant  harmonique  à  l'extérieur  de  S,  le  théorème  de  Green 
nous  donne  : 

R  étant  constant  à  la  surface  de  S,  le  second  membre  de  (2)  se  réduit  à 

J      dit 

ou  à  zéro  puisque  la* masse  totale  de  la  couche  qui  engendre  Wi  est  nulle. 
On  a  donc  : 

c.  Q.    F.   D. 

D'autre  part,  il  vient  : 

K,  -  J3 = -  2J  ;^  S  ^  da^'dy'dz'  +y  2  (S)"^-"'^-^'^^'' 

les  intégrales  étant  étendues  à  l'intérieur  de  S'.  On  trouve  ensuite  : 

a'R  rfWn 


J2; 


-  dx' dy' dz'  =  o, 


I  dx'   dx' 
puisque  R  se  réduit  à  une  constante  à  la  surface  de  S'  et  que  la  simple  couche 
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(lui  criuiMiclic    \\   ,   il    sa    masse    luhili'   mille.    La   (leiiiollsIraUou  esl   d'ailleiu's   la 
iiii'nie  (iiie  plus  liaiil. 
(  )ii  eu  fiiuelut  : 

C.   Q.    F.   D. 

D'ailleurs,  d'après  le  paragraphe  t,  relalil'à  la  splièn;,  comme  la  masse  lolale 
qui  engendre  \V;,  est  nulle  on  a  : 

J';i  ''    2 

d'où,  enfin, 

*>.  ijl' 
J',  <  K',  <  |j.  J'a  <  ajx'J-  <  aij.  K|   ,;  — ^J  ,. 

On  voit  donc  sans  avoir  à  s'appuyer  sur  le  principe  de  Dirichlel  que  jr  a  une 

limite  intV'rieure    '  ,  qui  n'est  pas  nulle.  Mais  nous  ne  saurions  sans  le  recours 

de  ce  ]irincipe  démontrer  que  cette  limite  esl  précisément  égale  à  ///■_.,  ce  qui 
d'ailleurs  n'est  pas  utile  pour  notre  objet. 

6.    PirsHinr.    —    Nous    pouvons    assigner    une    limite    supérieure    et    une 

limite  inférieure  au  rapport  -r^j  Ji  el  J',   étant  les  deux  intégrales  relatives  au 

J  1 

potentiel  d'une  simple  couche  répandue  sur  la  surface  S. 

La  limite  inférieure  est  m^  =  o;  la  limite  supérieure  esl  finie. 

Si  nous  assujettissons  la  simple  couche  à  la  condition  que  sa  masse  totale 

soit  nulle,  nous  pouvons  assigner  au  rapport  -^  une  limite  inférieure  qui  n'est 
pas  nulle. 

Nous    pouvons    également    assigner    une    liuiile    supérieure    et   une    limite 

inférieure  au  rapport  -:,-)  J^  el  J',  étant  les  deux  intégrales  relatives  au  potentiel 

d'une  double  couche  répandue  sur  la  surface  S. 

La  limite  supérieure  est  —  el  est  finie;  la  limite  inférieure  n'est  pas  nulle. 

Pour  établir  les  théorèmes  relatifs  au  rapport  y^i  nous  avons  dû  nous  appuyer 

(e/.  §  2,  in  fine)  sur  le  principe  de  Diriclilet,  d'après  lequel  Je  problème  de 
Dirichlel  comj)orte  toujours  une  solution.  Pour  cela,  il  nous  faut  siip|)Oser  qui^ 
ce  principe  a  été  démontré,  indéjjcndarmncnl  de  la  inclhodc  de  Neuniann 
par  d'autres   méthodes   qui   permettent  comme   on  le   sait  de  le  démontrer 
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rigoureuseiiiciil    dans    loulo    sa   généralité,    [jar   li'S   mélliodi's    altcinanlcs    de 
M.  Schwaiz,  ou  pai'  la  méthode  du  balayage  de  Poincaré. 

Au  contraire,  pour  établir  les  théorèmes  relatifs  au  rapport  yj-i  il  n'est  pas 
nécessaire  de  supposer  connu  le  principe  de  Dirichlet. 

Tous  ces  théorèmes  ne  sont  d'ailleurs  démontrés  que  pour  les  surfaces 
simplement  connexes;  mais  la  démonstration  développée  dans  le  paragraphe 
précédent  permettrait  dès  qu'on  les  aurait  démontrés  pour  une  surface  parti- 
culière de  les  étendre  à  toutes  les  surfaces  qui  ont  les  mêmes  connexions. 

Si  on  les  démontrait  pour  le  tore,  ils  seraient  vrais  pour  toutes  les  surfaces 
fermées  triplement  connexes. 

Il  est  aisé  de  les  démontrer  pour  un  domaine  compris  entre  deux  sphères 
concentriques  ;  il  suffit  pour  cela  de  faire  encore  usage  des  fonctions  spliériques, 
ce  qui  conduit  à  une  analyse  analogue  à  celle  du  paragraphe  3. 

Ils  sont  donc  vrais  pour  lout  domaine  limité  par  deux  surfaces  simplement 
connexes. 

J'ajouterai  que  la  nature  même  de  la  question  fait  j)résumer  ([u'ils  sont  vrais 
dans  tous  les  cas. 

Notre  démonstration  suppose  également  que  la  surface  S  a  partout  un  plan 
tangent  et  des  rayons  de  courbure  finis,  sans  quoi  la  transformation  du  début 
du  paragraphe  -4  ne  pourrait  pas  se  faire.  Il  serait  sans  doute  possildc  de  se 
débarrasser  de  celle  restriction;  je  ne  l'ai  pas  essayé. 


CHAI'ITRE  III. 


Le   rapport  ' 

Reprenons  les  intégrales  J„i  et  J'„,  définies  au  chapitre  I.  De  l'analyse  du 
chapitre  II  on  peut  conclure  qu'il  existe  un  nombre  p.,  positif  et  plus  grand 
que  I,  ne  dépendant  que  de  la  configuration  de  la  surface  S  et  jouissant  de  la 
propriété  suivante  :  on  a  pour  un  indice  pair  a  m  : 

Voyons  quelles  sont  les  conséquences  de  ces  inégalités. 

Supposons  que,  comme  au  paragraphe  2  du  chapitre  I,  nous  changions  $  en 
H.  P.  —  IX.  3o 
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aO  +  pL  ,,_r.  J-.'Hi  l't  J!,„,  Si'  cliaiiftcront  on 

a- .!,.,„  -h  ■2apj2,„+,  -t-  ^-J-.,„+-..,^, 
a-j;,,,  +  '««pj ',,„+,,  -I-  [î'-J 2, „+»,/. 

Iaîs  inégalités  (  i  )  subsislorunl,  ce  qui  donne,  en  supposant  y  =  i  : 

(S  ) 

I    x-'(J2,„—  ,aj,.,„)  +  '>afi(j;,,„^|  —  fiJ-j,„  +  ,  j  +  p-(J2„M-2  — !^J2m+5)>  " 

DU  en  eliangeant  p  en  — [3 

I  3  I  a-(J'jm—  l^J-im)  — ''alîlJam+i  —  :-iJ2<-,-n)  +  [i-lJ^z-Mj  — ^^J2m^-2)>f• 

Ad(:lilinnnons  (2)  el  (3),  il  viendra  : 

■x't  I  —  u)(J,,„  +  J',,„)-l-2aj3(l  +  n)(J-.m-4-i  — J'îm+i) 
+  P'(l  —  l^)(-'2,«+2-l- J2m+2)>0- 

Comme  celle  inégalité  doil  avoir  lieu  ([uels  que  soient  a  et  p,  il  faut  que  l'on 
ait  : 

(1  -t-!^)-(J2m+l  — Jjm+l  )-  <(1  —  ,'J-KJ2«-I- J2m)(J2m+2+ J'îm+s)- 

Mais  : 

^■îni-t-l         ^•2fn+)  =  J-2m4-2  -H  J2»i+2î 

il  vient  donc  puisque  J^m+s  +  Jlm+i  ''^  ^-"t  ~^  •^'■im  ^^^^  essentiellement  positifs  : 

■l-Jm+-2-H  J'2„»-2       .    /l  —  lA- 

•i2„,  +  .r,,„      'Vi-*-:V.' 

Nous  pouvons  donc  conclure  de  là  qu'il  existe  un  nombre  A  tel  que 


Si  nous  posons  : 

I  —  'il 


=  L, 


nous  voyons  que  L  sera  plus  petit  que  1  puisque  /j.  est  positif;  on  aura  : 

J.;m  +  J'2m<  AL2'". 

et  a  fortiori  : 

hm  <  AL2m,        J2,,,  <  AL^'". 

Il  en  résulte  de  là  que  les  séries 

(    J0-+-)-J2  -(->.*  J4  -H    ..., 

(  J'o  +  X-J',-+-X*J',-î-  ... 
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convergent  toutes  les  fois  que  : 


235 


|XL|<i 


et,  en  particulier,  pour 


Des  inégalités  (  i  ),  on  peut  encore  déduire  : 


Or 


on  en  déduit  : 


et 


D'ailleurs  : 


•1  ■lin  ~^  J  -2  m 


I  J2m+l-HJ5„,+  ,   i    <  AL-"'+>. 


I  J2m+1  I  <  A   '-±1l  L2m+1  <  AL='"+', 


et,  de  même. 


J',„,,,  I  <  AL'^" 


CHAPITRE  IV. 

L'intégrale    /(V  — C)-d/w. 

1.   Enoncé  du  problème.  —  Soit  W  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur 
de  S,  se  réduisant  à  V  à  la  surface  de  S.  Soit  J  l'intégrale 

étendue  à  l'intérieur  de  S.   On  pourrait  se  proposer   de  trouver  une  limite 
supérieure  du  rapport 


l'intégrale  du  numérateur  étant  étendue  aux  éléments  c^u  de  la  surface  S. 
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Sous  colle  lV)iiiic.  le  proljlèiiio  ne  coinj)orlurait  pas  de  solution;  car  si  W  se 
réduit  il  une  constante  dillereule  de  zéro,  J  s'annule  et  l'intégrale  du  numéra- 
teur ne  >';uuuile  pas. 

Mai--  il  n'en  est  plus  de  môme  si  l'on  impose  à  V  une  condition,  à  savoir  de 
satistaire  à  la  relaliiui 

/'v  i/oy  =  o. 

Dans    ce    cas,    notre    rapport   aura,    comme  nous   allons   le   voir,  une    limite 
supérieure. 

On  peut  encore  énoncer  le  problème  d'une  autre  manière.  Considérons 
l'intégrale 


^'■o' 


K  =    /  {V  —  Cydio, 


où  G  est  une  constante  arbitraire.  Nous  choisirons  cette  constante  de  telle  façon 
que  K  soit  mininuim,  ce  qui  entraîne  la  condition  : 


j-,V_C) 


(loi  =  o. 


Le  problème  consiste  à  clierclier  une  limite  sujx'rieure  du  rapport  du  minimum 
de  K  à  rinlc'orale  J. 

Soit,  de  même,  W  une  fonction  harmonique  à  l'extérieur  de  S,  se  réduisant 
à  V  à  la  surface  de  S;  soit  J' l'intégrale 


/2(S 


'™Va 


étendue  à  l'extérieur  de  S. 

Considérons  maintenant  l'intégrale 

K'=    r(\"-C)2rtu), 
C  étant  un(!  constante;  déterminée  de  telle  sorte  que 

/'(V  — C)^/o)  =  o, 

c'est-à-dire  de  telle  sorte  que  K'  soit  minimum. 

K 
On  peut  se  proposer  de  déterminer  une  limite  supérieure  du  rapport  -p- 

2.    Cas  de  la  sphère.  —  Supposons  que  S  soit  une  sphère  de  rayon  i  ayant 
pour  centre  l'origine,  et  reprenons  les  notations  du  paragraphe  3,  chapitre  IL 
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Soit  alors  W  une  lonction  liannoiiiquc  à  l'intérieur  de  S;  nous  pourrons 
écrire  : 


et  lï  la  surface  de  S  : 
On  en  déduit  : 


W=S[V-^/-'-" 


V  —   V'i     Y 


J  =  'S.nfl. 


Introduisons  une  constante  C  qui  doit  être  délerminée  de  telle  sorte  que  : 

/  (V— C)rfa)  =  0; 
cela  rmient  à  supposer 

d'où  : 

V  — C  =  ,3,X, +  [i,X, -f-  ... 

et 

y(V-C;^,/co  =  :i;+[i^H-..., 
ce  que  j'écrirai 

en  convenant  que  sous  le  signe  2  l'indice  p  doit  prendre  les  valeurs  1,2,  .... 
ad  inf.  et  ne  pas  prendre  la  valeur  o. 
De  même,  dans  la  formule 

on  peut  supposer  que  l'indice/»  prend  les  valeurs  1,2,   .  .  . ,  et  ne  prend  pas  la 
valeur  o;  car  pour/)  =  o,  le  coefficient  est  aussi  égal  à  o  et  le  terme  corres- 
pondant disparaît. 
Il  vient  alors  : 


/(V-C)^. 


7<  I- 


J  S/ip^ 

Soit  maintenant  W  une  fonction  harmonique  à  l'extérieur  de  S  ;  nous  pourrons 
écrire  : 

et  ù  la  surlace  de  S 

V  =  ^[ipXp. 

On  en  déduit 

J'  =  i;(nH-i)fi,> 
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Introduisons  une  constante  C  qui  doit  satisfaire  à 

/  (V  — C)rfw  =  o. 
Cela  revient  à  supposer 


On  aura  alors 


et 


d'où  enfin 


3.   Surfaces  simplenietil   connexes.    —   Reprenons    la    transformation   du 
paragraphe  i,  chapitre  II. 

Soit  W  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur  de  S,  et  soit  : 


K,=  l(v-c,r- 


',)-«?(. 


la  constante  Ci  étant  choisie  de  telle  sorte  que  Ki  soit  minimum,  c'est-à-dire 
que 

fcV  —  OdM^o. 

Soit  d'j)'  l'élément  de  S'  qui  correspond  à  l'élément  d'i)  de  S  ;  soit  : 

dh) 

ij/  sera  une  fonction  des  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  l'élément  Joj; 
celle  fonction  essentiellement  positive  aura  un  maximum  h  et  un  minimum  h'. 
Nous  aurons  ensuite  : 

l'intégrale  étant  étendue  à  l'intérieur  de  S,  ou  ce  qui  revient  au  môme  : 

J,  =  Ç^dx'd/dz, 

l'intégrale  étant  étendue  à  l'intéiieur  de  la  sphère  S'. 
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On  aura  d'ailleurs  conime  au  paragraphe  4,  chapitre  II  : 

''■Lm<-<"im' 

ces  inégalités  restant  vraies  quand  on  remplace  W  par  une  fonction  quelconque. 
Soit  ensuite    W3    une   fonction   de   x',  y',    z'   définie    par   les    conditions 
suivantes  : 

Elle  sera  harmonique  à  l'intérieur  de  la  sphère  S',  et  à  la  surface  de  cette 
sphère  on  aura  : 

Wn  =  W  =  V. 

On  saura  déterminer  cette  fonction  puisqu'on  sait  résoudre  le  problème  de 
Dirichlet  en  ce  qui  concerne  la  sphère. 

On  aura  alors  en  vertu  des  inégalités  (  i  )  :  ' 

Mais  la  fonction  W3  étant  harmonique,  on  aura 

d'où  si  je  désigne  par  .(;,  l'intégrale  du  second  membre  de  (2)  : 

^,  >'/},■ 
Soit  maintenant  Cj  une  constante  choisie  de  telle  sorte  que  : 

et  soit 

il  viendra  en  vertu  du  paragraphe  précédent  : 

K,  <  J,. 
D'autre  part  : 

A V  —  c^ydi.)  =  /  (V  -  o^di-o'  <  /(  Av  —  cy-dM' 

et  comme  Ci  a  été  choisi  de  telle  sorte  que  Ki  soit  minimum  : 

Kl  =J\  V  -  G,  y  rfco  <J  '(  V  -  C3  y  do>, 
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d'où  fnialenient  : 

Kl    <  /t  K;i. 

Ou  déduit  Je  là  : 

Nous  oblenoHS  donc  une  limite  supérieni'e  du  riipporl  j-^  • 

Soil  niaintenanl  A\  une  ioncluin  iuirnionicjue  à  l'extérieur  de  S  el  se  réduisant 
à  \'  à  la  surface  di'  S. 

Soil  Cl  une  constante  lelli^  que 

A  V— C,  )«'<.)  =  () 

et  soit  : 

K',  =y'(V'-C,)--vA.,. 

les  intégrales  étant  étendues  la  première  à  l'extérieur  de  S,  la  seconde  à 
l'extérieur  de  S'. 

Soit  maintenant  W:i  une  fonction  de  x' ,  y' ,  z'  harmonique  à  l'extérieur  de  S' 
el  se  réduisant  à  W  ;=  V  à  la  surface  de  cette  sphère. 

Considérons  l'intégrale 

étendue  à  l'extérieur  de  S'  et  l'intégrale  : 

h':,  =  j\  W,  —  C:;  y-  do'  =     /  '(  V  —  G,  )-  (A./, 

C;,  étant  choisi  de  façon  que 

/  (V  — Cp,)rf(o'  =  o. 

On  aura  encore,  pour  les  mêmes  raisons  que  plus  haut, 

k;3<j;i<^> 

k;  =  Av  -  G,  ydM  <  A  v  -  G,)"-rfw  <  AK';,, 
d'où  finalement  : 

■l'i  ^'/' 
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i.     ipplicalion  au  pioblèiue  de  Neumùmi.  —  Reprenons  les  notations  de 
l'introduction  et  du  chapitre  1,  soit  : 

W  =  \\„  -t-  X \\,  -h  /.-^ W,  -H  . . . . 
Soit  une  constante  C  telle  cpic 

j   (^'m  —  C  )(/(■)  =  (1, 

on  aura  en  verlu  du  paragraphe  précédent  : 

/  (V,„  —  Cf'tho  <     '-l,,n- 
J  IJ. 

Soit,  de  niéini'.  (-'  une  constante  telle  (pie  : 

/'(v;„-c')rfto  =  -, 


on  aura  encore 


/  (v;„-(;.',)-^rfio<-^,j'„,„. 

Si  nous  considérons  le  principe  de  Dirichlet  comme  préalablement  démontri 
et  si  nous  admettons,  par  conséquent,  les  résultats  du  paragraphe  1,  cha- 
pitre III,  nous  pourrons  écrire  : 

Soit  maintenant  C,„  une  constante  telle  tpie  : 

I  (U,„  — C„,  )rfo)  =  o. 


Comme 


on  aura 


U»  ///  -t-    »  ni 
m  =    ) 


r  C-*-C' 


Posons  alors  : 
Il  vient  : 

/,  <.',„  =f{  \,„  -  C )■-  dM  -+- A  v;„  -  c  )- .A.,  -H  2  A  v„,  -  c)  (  v;,,  —  c  )di,u 

H.  P.  —  IX.  3i 
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Or  L'ii  \L'rlu  de  1  iucgalitù  de  Scliwarz  : 

[  /'(v,„ - c)(v;„ - C)r/,oj'<j"(v,„  -  cydo>j\\';„  -  cy-ck^x^  i."". 

On  a  diiiic  linidi'iiu'iil 

JiA, 

cHAinniE  y. 

Convergence   de   la   série    de   Neumann. 

I.    I )riii(iiislnil inii .    —   Admettons    que    le    principe    de    Diricldel    ait    été 
preaLdilciiienl  elalili  |)ar  des  méthodes  indépendantes  de  celle  de  Neumann. 
11  eu  résidle  alors  d\i  ciiapitie  précédent  cpie  l'intégrale 


u,„  =  /  (U„,  —  C,„)=rfo 


est  plus  petite  que  RL-'"',  B  étant  un  noml)re  positif  que  j'ai  désigné  par  — r 
dans  le  clia])ilre  précédent,  mais  que  je  représente  maintenant  par  une  seule 
lettre. 

.le  nie  propose  maintenant  de  trouver  une  limite  supérieure  de  |  W„,  |  et,  par 
conséquent,  du  terme  général  de  la  série  de  Neumann. 

Nous  adopterons  les  notations  suivantes,  que  nous  avons  déjà  employées  dans 
l'introduction. 

Soit  d'ti'  un  élément  de  la  surface  S  avant  pour  centre  de  gravité  un  point  M' 
dont  les  coordonnées  sont  x' ,  y',  z' ;  soit  du'  l'angle  solide  sous  lequel  du'  est 
vu  du  point  M  d(jnl  les  coordonnées  sont  x,  y,  s. 

^^  m  sera  la  valeur  de  la  function  W  „i  au  point  x,  y,  :•  qui  pourra  être 
extérieur  ou  intérieur  a  la  surlace  S.  L(u-sque  le  point  x,  y,  z  viendra  sur  la 
surface  S.  la  \ideur  de  la  fonction  W,„  en  ce  point  x,  )',  :■  s'appellera  U,„, 
tandis  que  je  désignerai  par  U^,,  la  valeur  de  cette  fonction  au  point  x' ,  y' ,  z' 
qui  est  toujours  sur  la  surface. 

On  aura  alors  : 

D'autre  part,  on  aura   : 

/  ■  du 

I     =2,       I       '111       O, 

J     271 
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selon  qiu'  le  point  x,   )',  z  sera  intérieur  à  S,  sur  la  surtacc  S  elle-nièiue,  ou 
oniln  extérieur  à  S. 

Si  donc  le  point  ,/•.  y.  z  est  extérieur  à  S,  on  aura  : 

vv  o  .  ■  /"  (tJ)»  — C"')rfg' 

h  il  est  sur  S,  on  aura  : 


.1  -  c„,  =  I 

Si  enfin  il  est  extérieur  à  S,  on  aura  : 


Dans  tous  les  cas,  rin(''i;aliti'  de  Scliwarz  nous  ilonnera  : 

(  '  )       [/  ^^^'  £  '^"T  <.  /  '^  "'"  -  '"■  '''"'i  ^)''- 

Le  second    nuMulire  de  celle   inégalité  est  le  produit  de  deux  intégrales;  la 

première  de  ces  intégrales  n'est  autre  chose  que  £2„i  ;  étudions  la  seconde. 

On  a  : 

rfa'  _  cos  9 
(7(0'  r"- 

r  étant  la  distance  des  points  x\  y' ,  z'  et  x,  y,  z,  et  cp  l'angle  que  fait  la  droile 
qui  joint  ces  deux  points  avec  la  normale  à  l'élément  dw' . 
On  aura  donc  : 

Si  le  point  x,y,  z  n'est  pas  sur  la  surface  S,  /•  ne  s'annulera  pas  el  l'intégrale 
du  second  membre  sera  finie;  je  l'appelle  D. 
On  aura  donc  : 


r  /•U^j__C^^^,y      (BL-^'")D. 


Si  le  point  X,  y,  z  est  intérieur  à  S,  on  aura  donc  : 

I w,„^,  - 2 c„ |< L"  ^rm. 

Si  le  point  x,  y,  z  est  extérieur  à  S,  on  aura  : 

I  W„,+,  I  <  L"»  /BD. 


24 'i  LA    METHODE    DE    NEUMANN    ET    LE    PROBLEME   DE   DIRICHLET. 

Dans  It's  doux  cas,  I)  est  un  iioinijrc  |)(i>ilil  lini  (|ui  ilcpciid  ilc  la  |)(jmIioii  du 
imiul  .r,  r,  ;.  niai>  ([iii  cioil  iiididiiiimciil  (niaïul  ce  point  J\  ')',  z  se  rapproclic 
indéiiuiinciil  de  la  siiitacc  S. 

Quand  le  point  .;•,  y,  :■  est  sur  la  surface  S,  nous  no  savons  rien  encore. 

Cela  sulTil  pour  nous  nionlrer-  (|ue  la  série  de  Neuiiiaiiu  conv('rj;e  lanl  à 
rinti'rieur  de  S  qu'à  l'extérieur  de  S.  Pour  un  point  extérieur,  la  séru' 

\No -i-ÀW,  +  ).nv, -H  ... 

convers;e  pour  |X|^  i  puis(pu'  le  leruu'  général 

À""'W,„,, 

(■--1   plus  iiehl  eu  \aleur  aliscdue  (pie  le  lernie  correspoudaul 

À™*  I  I.'"  ^  liD. 

d  une  prot;i'essiou  i;e(iui('lriipie  d(Uil  la  raison  \j  esl  plus  |ielile  ipie  i  eu  \aleur 
alisdlue. 

Pour  un  point  intérieur,  la  sc'rie  (pie  nous  \euons  de  C(pnsid(''rer  ut'  conver- 
gei'ait  plus,  mais  la  série  : 

W'o  +  >,  (  W I  —  2  C„  )  +  ).n  W.  -  '2  C,  )  +  .  .  . 

serait  convergente. 

C'est  un  résultat  analogue  à  celui  cpi'avail  ohleiiu  iNeuiuanu  dans  le  cas  des 
surfaces  convexes,  car  il  avait  envisagé  la  série  : 

r,  elaul  une  ((Uislaiile. 

Ces  resullals  loiihdois  lie  sauraieiil  ikjus  sullire.  Kii  elle),  nous  n'a\(iiis 
d(''iiionlre  ni  la  convergence  pour  les  points  de  la  surface  S  (dle-inéine,  m 
i'uiiiforniilé  de  la  c(uivergence.  Nous  ne  saurions  donc  conclure  (jue  la  soniuie 
de  la  série  satislail  iiien  aux  coiidilioiis  du  proldème  de  Diriclilet. 

11  est  donc  nécessaire  d'étudier  le  cas  où  le  point  x,  )',  z  \ient  sur  la  surface  S. 
I.e  raisonnement  (pii  jin'cède  se  trouve  eu  d('faul,  car  rinl('grale 

de' 


j  [7^- y 


df 


ne  reste  jias  lime.  Il  uCii  sérail  pas  de  iiièiiie  dans  le  plan;  celle  iiit(''grale 
resterait  finie.  ])()nr\u  (pie  la  courlie  (jiii  joue  le  vù\e  de  la  surface  S  ail  son 
rayon  de  couiLuic  lini. 
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Mais  dans  l'espace  une  diMnonstratiun  spéciale  est  nécessaire. 
On  a  alors 

,■        ,-      ru;„  — Cm  da  ,  , 

(  2  )  L  ,„+,  -  G,„  =J     '"^^   "  ^  d.,', 

l'intégrale  étant  étendue  à  la  surface  S  tout  entière. 

.Soit  i  un  cylindre  de  r(''volution  de  rayon  p  ayant  pour  axe  la  normale  à  S 
dont  le  pied  est  le  point  M  qui  a  pour  coordonnées  x,  y,  z.  Décomposons 
l'intégrale  du  second  membre  de  (a)  en  deux  parties;  la  première  partie  que 
j'appellerai  II  sera  étendue  à  la  |)orlion  de  la  surface  .S  qui  est  extérieure  à  i; 
la  seconde  partie  (pie  j'appellerai  H'  sei-a  l'iciiduc  à  la  |)orlii)ii  de  la  surface  S 
qui  est  iiilcrieure  à  —.  <  tu  aui'a  donc  : 


On  aura  eu  vcrlu  de  l'inci^alilc  de  .Scliwarz 

(3)  11-^    f(v:„-c„,)-d,.>' f  (-^^^)\h.>'. 

Les  int(''grales  du  second  membre  de  (3)  sont  les  mêmes  que  celles  du  second 
membre  de  (i);  mais  elie-i  doivent  être  étendues  seulement  à  la  portion  de  S 
extérieure  à  i.  Elles  sont  donc  plus  petites  que  les  intégrak^s  correspondantes 
du  second  uu^mbre  de  (  i  ). 

La  première  de  ces  int<;grales  est  pbis  petite  que  i2,„  et,  par  consi'quenl . 
que  BL'-"'. 

La  seconde  est  finie;  mais  elle  dépend  de  p  et  croil  iudi''liuiiiienl  ipi;iiid  o 
tend  vers  z(''ro. 

11  s'agit  d'en  trouver  une  limite  supérieure. 

Nous  supposerons  qu'en  tous  les  points  de  la  surface  S  il  y  a  un  jilan  tangenl 
et  que  les  deux  courbures  principales  sont  finies. 

On  pourra  alors  trouver  un  nombre  R  tel  qu'on  puisse  construire  une  sphère 
de  rayon  R  qui  en  un  point  quelconque  de  S  soit  tangente  à  cette  surface  et 
soit  tout  entière  à  l'intérieur  de  cette  surface. 

Soient  maintenant  M  et  M'  deux  points  quelconques  de  la  surface  .S,  /■  leur 
distance,  0  l'angle  du  plan  langent  en  M  avec  le  plan  tangent  eu  M'. 

Si,  comme  nous  le  siqiposons,  les  courbures  principales  sont  jjarloul  liiiies, 

.....  6 

ou  pourra  a-.signer  une  limite  superieiiie  au  rapport 
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boit  : 

"<K; 

Eesl  uni'  ruiistiuile  iiulépendanle  de  la  position  des  points  M  el  M'  et  dépendant 
seuloiiicnt  de  la  tonne  de  la  surface  S. 
Si  nous  posons  : 

?»=  à' 

loulcs  les  lois  (jue 

'•  <  Po, 
nous  aurons  : 

•<r 

Cela  va  nous  peiiueltre  de  iro\iver  une  limile  sup(''rieure  de  rinl(''j;rale 

Cette  intégrale  doit  être  étendue  à  la  portion  de  S  cpii  est  exlérieiire  à  i,  c'esl- 
ù-dire  à  la  portion  de  S  définie  par  l'inégalité 

a  ,:-.  p. 

Je  désigne  par  c.  la  projection  de  la   droite  MM'^r  sur  le   plan  tangent   au 
point  M. 

Mais  il  faut  encore  la  décomposer  en  deux  parties,  la  première  pailic  sera 
étendue  à  la  portion  de  S  définie  par 

'•  >  p(j 

cl  la  sccnudi'  partie  à  la  portion  de  S  dt'flnie  par 

po  >  '■>=<>  p- 

La  première  paille  sera  plus  pelile  ipic 

/  ■    ^A')'  I  •     rAi)'  S- 

./     '{-'-'■'•       .'     p--p,'    ^    |--pH  ' 

S  étani   I  iiirc  lolalc  de  la  siirlace  S. 

Pour    évaluer     la     seconde     parlie,    eniploviuis     un     système    parliciilier    de 
coordonnées. 

Au   poiiil    M   doiil    les  CDordomiées  son!  ./ .  j',  ;,  iiiennus  le  plan  laiigeni  à  S. 
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Projetons  sur  ce  plan  le  point  M',  centre  de  gravité  de  dw' ;  soit  m'  cette 
projection.  Rapporlons  ce  point  m'  dans  le  plan  langent  à  un  système  de 
coordonnées  polaires  a  et  [3  en  prenant  pour  pôle  le  point  M. 

Alors  a  est  le  rayon  vecteur  «i'M;  c'est  la  projection  de  /■  de  sorte  que  : 


a<r. 


La  projection  de  l'élément  dh>'  sur  le  plan  langent  aura  pour  aire  adxd^,  de 
sorte  que  nous  aurons 


du>'  = 


oi.dxd(i 
cos8 


et  puisque  dans  cette  portion  ilc  S  où  ;•  <  po  on  a  : 

f)  <  43", 
on  aura  ; 

(/(.•)'  <  a  sji  dx  d''j. 

Menons   maintenani    une   spiièn;  de   ravon  11,   tangente  à   S  en  M'  cl    loiil 

entière  intérieure  à  S. 

La  droite  MM'  coupe  celte  splière  en  P  et  comme  la  sphère  est  intérieure 

à  S,  on  a 

MP<MM'. 

D'autre  part, 

MlVl'=/-,         Ml' =  2R|cLiso  I, 

d'où  : 


d'i' 


7-^  "^   2H/ 


dui' 


La  seconde  parlie  de  notre  intégrale 

J     \  :>.  r  do>' , 
sera  donc  plus  petite  ipie 

r  <J2    X  da  rfp         /"  V "a  'Z*  '■''P 

Il  faut  intégrer  par  rapport  à  [3  depuis  zéro  jusqu'à  27r,  par  rapport  à  a  depuis  p 
jusqu'à  une  valeur  qui  correspond  à  la  condition  ;•  =  po  et  qui  est,  par  consé- 
quent, plus  petite  que  po  puisque  a  est  plus  petit  que  ;'.  L'intégrale  sera  donc 
certainement  plus  petite  que 


8;rR 
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Je  déduis  (11'  là  riiif>;alili'  : 


«'<"'--{jSr,*^.K)' 


J'écriryi  cela  sous  la  forme  : 

H  <  L'"  \,'\'  —  (}  logp, 

P  et  Q  étant  des  nombres  qui  ne  dépendent,  ni  de  //;,  ni  de  p.  mais  seulement 
de  po  et  de  la  forme  de  la  surface  S. 
Etudions  maintenant 

H'=_/^(u;„-c„,).^^oy. 

Nous  avons  trouvé  à  la  liu  de  riutniiluclioa 

iU„,  |<M„N"'. 
Comme  ou  a 

y    (U,„—  Cm  )'/(.•>'  =  () 

et  que  C,„  est  pour  ainsi  dire  la  valeur  moyenne  de  U,„,  on  aura  aussi 

1C,„1<M„N"' 
et,  par  conséquent  : 

|U,„-C,„|<oM„N«; 
il  vient  tlonr  ; 

I  H'  l<  2  MoN'"  /  VV  \  •'  ^  '/^  <'   -  •'  Mu  N'"  l~^- 
Il  faut  intégrer  par  rapport  à  (3  d(>  o  à  271,  par  rapport  à  a  de  o  à  p,  ce  (pii  donne  : 

|ir|<M„N"' v/-Jf,- 

Il  en  résulte 

!  U,„+, -  C„,  i  -:  L'"  s  f-<.»lo.«p  +  M„ \"'  f.  J • 

Cette  inégallli'  doit  avoir  lieu  (piel  que  soit  p;  prenons 
il  \  ieiit  : 

(h  I  U„,+,  -  C,„  I  <  L'"  y/l  ■  +  m  (>  \u.^  ^   +  I,'"  ^^fl . 
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Le  second  membre  de  l'inégalité  (4)  n'est  pas  le  terme  général  d'une 
progression  géométrique  décroissante  de  raison  L,  car  le  nombre  m  ligure 
encore  dans  le  radical 


/ 


P  -t-  m  Q  log  -  , 


mais  c'est  le  terme  général  d'une  série  convergente. 

Si  même  Lj  est  un  nombre  quelconque  plus  petit  que  i,  mais  plus  grand 
que  L,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  Ai  tel  que  le  second  membre  de  (4) 
soit  plus  petit  que  AiL"',  d'où  : 

i  U,„+i  —  G,„  I  <  A,  L',"- 
La  série 
(5)  U„-4-(li,—  C„)  -i-i  l',— C,  i  +  .  ..-H(  U„,+,  — C„,)+... 

e>t  dune  absolLiment  conxergente;  el  île  |)lu>,  comme  les  nombres  1^,  M(i,  I', 
Q,  N,  R  qui  figurent  dans  l'intégrale  (4)  ne  dépendent  pas  de  la  posilion  du 
point  _M  sur  la  surlace  S.  la  convergence  est  uniforme. 

2.  liiifiDiiiilr  lie  la  rfim'KV genre.  —  il  résulte  du  paragrajibi'  |)ré<é(lenl 
<pie  la  série 

Uo-f-(U,-Co)-4-(U,-C,)+... 

est  absolument  el  uuiloriuéiiu'nl  convergenle;  il  esl  aisé  tie  voir  qu'il  en  esl  de 
môme  de  la  série  : 

(  1  )  (  i;„  —  G  iH-  (  U I  —  G  n-  (  Ui  -  G  j  H- . . . . 

où  C  esl  une  constante  convenablement  clioisi(\ 
Nous  avons  trouvé,  en  eflel, 

I  U,„+,  -  G„,  !  <  A I  L',". 
En  tenant  C(iuq)li'  de  la  relation 

/   (  U„,+i  —  C,„  +  ,  I  (/w'  =  o 

qui  exprime  que  C,„+i  esl  la  valeiii'  moyenne  de  U,„j-i.  on  en  déduil  : 

I  G,„-n  —  ( .,„  ]  <  A I  L'". 

La  série 

G„  -H  (■  G,  —  G„  )  -4-  I  G,  —  G,  i-H . .  . 

H.   P.  —  1\.  3:! 
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e>l   iIdiu'  ;il)Milimu'iil  coiiviTiiculc  :   |  iip|)C'lk'  sa  sdiniiif  (-;  le  lesle  de  la  séiic 

(  t-i/H+i  —  ^'/n  )  -+-  {  Lt/n-^-i  —  y^m-i-i  )  -h  .  .  .  =  C  —  Li/n 

es!  plus  petit  (jue 


i-L, 
et,  par  conséquent, 

I  Lim+>  -  C  |<  I  U,„+,  -  C,„  I  +  I  C  -  C,„  I  <  A,  L'," 

Cela  démontre  la  convergenoe  de  la  série  (i). 
De  l'inégalité  précédente,  je  di'diiis 

I  l',„-C|<  A, !/,"-•  fi  ' 


1-1., 


i-L, 
re  ([lie  |e  puis  cerne 

|ll,„-C|<M,L',", 

I!]   eliilll    un  IKillllu  e  piiMllI. 

Envisageons  uuiiiileiiant  les  égalités 


w,„.„-->c=y'(u,„-c)^ 


(pu  sont  vraies,  la  première  ipiaud  le  jioinl  x,  y,  z  est  extérieur  à  S,  la  seconde 
fpiaud  il  est  Intérieur  à  S. 

CJn  en  déduit 

|W„,+,  |<n,(N  +  ijL','' 

|Mjiii    lin  |ioiiil  extérieur  et 

|\V„,+,-aC|<l!,(N-+-i^L'," 

|ioiir  un  poinl  iiilérieiir. 

N  est  toujours  le  n(Hulu'e  ilédiii  à  la  fin  de  l'inlrodiicliou. 

Il  résulte  de  là  que  la  série  2  W,,,  est  convergente  dans  tout  l'espace  extérieur 
à  S  et  que  dans  tout  re  domaine  la  com-ergence  est  absolue  et  uniforme. 

De  même  la  série  2('W,„ — aC)  est  convergente  dans  tout  l'espace  intérieui' 
à  S  e(  dans  tout  ce  domaine  la  convergence  est  absolue  et  uniforme. 

Soil  donc  d'iiliord  un  point  exli'rieur  à  S  et  posons  : 

W  =  W„-f-W,-i-...-+-  \V ,„-(-.... 
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La  série  du  second  membre  ('laiit  coiiveri;i'iile  déliiiil  une  fonction  de  x,r,  z 
que  i'a|i|)elle  \\  ;  il  me  reste  à  mimtier  (jue  cette  fonction  satisfait  aux 
conditions  du  proljlème  de  J)iii(lilel. 

D'abord  elle  a  des  dérivées  de  tous  les  ordres. 

Nous  avons,  en  efl'el, 

W,„+,=  /'(U„,-C)^', 
ce  cjue  je  puis  écrire  : 

F  étiinl  une  louction  île  ./  ,  V,  :■,  t' ,  y',  :■'  qui  ne  cesse  d  èlre  boloiiiorplie  qui' 
quand  les  points  x,  y,  ;  et  .7',  y',  z'  se  confondent. 

.Suit   iil(ii>   l)\\    une  déiivee  d'ordic  quelconipu'  de   ^\    prise   par  rapport   à 

.r,  r.  ;•   Il  viendra  en  dillereiil  iani  sous  le  sif;ne    /    : 

|JVV,„M=  l\v,„-C)DP,/,;'. 

Dans  tout  domaine  (jiii  est  (oui  entier  extérieur  à  S.  on  pourra  assi;;n('r  à  |  DF| 
une  biiiiie  su|ii'ii(Mire  que  j'appellerai  II;  d'où  l'cui  ilecluii  : 

Nous  eu  ilcduiroii'-  que  la  série 

DW„+DW,-hD\V. -^... 

es!  niiilormémenl  convergente,  non  pas  dans  loiil  l'espace  extérieur  à  S.  mais 
clans  liMil  domaine  tout  entier  extérieur  à  S. 

l'-llc  ,-i  ilonc  pour  somme  DW. 

(  )ii  aura.  |iar  exemple  : 

A\\  =  AW  „  -f-  A\\  ,  -t-  A\\  ,  -f- . .  . 

cl  II  in  nue 

AW,„  =  o, 

ou  au  l'a  aussi 

AW  =  o. 

il  reste  à  dénionlrer  que  \\  lend  iiuiturmemenl  vers  C  —  4»  qii.'ind  le  pcnnl 
.T,  y,  z  se  rapproche  indéfiniment  de  S. 

(  .oiislniisiins    une   si'ric   i\c    surfaces   s'enveliqi|iaiil     iiiiiliii'lli 'u!     el    eiive- 
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loppant  S;  suieiil  S,.  S-.. S„,  .  .  .   ces  siiiliues  el   supposons  qiiu  (puiiul  // 

croît  indéliniiiienl,  la  plus  cinirU'  distaiicc  de  S  el  de  S„  Icndi;  vers  zéro. 

Ces  surfaces  Si,  So,  .  .  .  ,  S„  peinent  d'ailleurs  iMre  ([uiîlconqucs. 

Je  dis  (pie  je  puis  |irendre  /;  assez  ^ranii  pour  (pic  |  W  +  $  —  G|  soit  plus 
petit  <]u  une  ipianlile  donne'c  £  toutes  les  lois  que  lé  point  T,  y,  z  est  compris 
entre  S„  el  S. 

C'est  là  ce  fpie  j'entends  ipiand  je  dis  (pic  W  lend  uni foiinéiiii-nt  vers 
C— 4». 

Nous  pouvons  écrire  : 

La   série   ('lanl    uniloriueiuenl    (•(m\eri;en!e,    nous   |)()U\oiis   d'aliiud    prendre   /// 
assez  yrand  poiii'  ipie 

\V,„+, -hW,„^,  +  ...  i<  ^-, 
assez  grand  en  nH'Miie  leinps  poni-  (pie 

T.e  iionilire  ///  (\sl  désormais  fixé;  nous   prendrons   inaintenanL  n  assez  i^rand 
pour  (pje.  louies  les  fois  (pn^  r,  y,  :  est  entre  S  el  S„,  la  dlflérence  de 

W„+W,-+- w,  +  ...+  w„, 

et  de  sa   liinile  ; 

\  „  -I-  \  ',  -I-  \  ;  -H . . .  +  \  ;„ 

soil   plus  |iel  Ile  ipie  T;  • 

Ov 

v'„-hV',+--.+  v;„  =11, „-<!.. 

Il  esl  donc  clair  (pie  si   toutes  ces  coudilions  sont   rein|ilies  à   la   lois,  la   dillé- 
rencc  de  W  el  d(!  C  —  <I>  sera  plus  peiiie  (pie  e. 

(,.     I).     V.     II. 

Considi'roiis  iii;iirileiiaiil   un  pomi   m  U'iieur  a  .S  el  posons  : 
W  =  (  W„  —  ■<  C  ;  —  (  W,  -■.(■.)  +  (  W,  _..(-.)-.... 

-Nous  avons  vu  fpie  la  si'iie  ipii   lii^ure  dans  le  seioiid   iiieriiljre  de  celle  e(piali(iu 
est  conver"eiile. 
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On  (leiiKinlreriiil  cûiimic  plus  liant  que  W   ii  des  clérivécs  de  loiis  les  urdres. 
On  Irouverait  de  même  : 

AW  =  A(  Wo  —  2  r.  )  —  A(  W'i  —  ■'  C  1  +  Al  \V,  _  ..  (.;  I  -  . . . 

cl  on  en  dédiurail 

AW  =  o. 

I>n  somme  des  m  -+-  i  premiers  lermes  de  la  série  (où  je  suppose,  par  exemple, 
III  impair) 

(\Vo—  2  C)  —  (  W,  —  2  C  )  -nW,  —  2  C  )  — .  .  .  —  (  \V„,  —  2  C) 

lend  veis 

(V„-V,-h\,-V,,-i-...-\,„) 

(piand  le  poiul  .r,   )',  ;  se  l'approclic  niilclliiiuiciil  de  la  surface  S. 
Je  supposerai  m  impair  pour  lixcr  les  iilées;  lui  a  alors  : 

\  II—  \  I  -I-  \i  —  ...—  \  ,„  =  <I>  —  l  ,„ 

el  celle  expression  lenil  sers  <I>  —  Ci  (|uaud  m  croit  iiidi  liiiiiiienl. 

Le  reste  de  la  dr'iiKuisIralioii  se  pt)ursuivrait  comme  dairs  le  cas  du  |)oiiil 
extérieur  cl  l'on  verrait  cpie  ^\    lend  iinirormémeul  vers  •I' —  C. 

La  fonction  W  +  C  nous  foiiiiiil  alors  la  solution  du  problème  de  Diriclilel. 

On  remarquera  tpie  (juanti  ///  croit  indéliniment,  L  „i  lend  uniformément 
vers  C. 


(.HAIMTRL    \L 
Les  fonctions  fondamentales. 

\.  I le liiiitidii  lies  fiiiiçlidiis  fdnilainentiili-s.  — Justpi'ici  j'ai  cherclié  àètre 
parfaitement  rigoureux.  Je  crois  ulile  maintenant  de  raltacher  ce  (jui  précède  à 
d'autres  considéralions  el  pour  cela  de  pénétrer  dans  un  domaine  que  j'ai  mal 
exploré  et  où  je  devrai  me  contenter  de  simples  aperçus. 

Soit  W  le  potentiel  d'une  simple  couche,  formons  les  intégrales  J  et  J'  définies 
plus  haut  qui  ont  l'une  et  l'autre  pour  expression 


J  ^1^} 
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il  iim  iloiMMil  (Mi'c  éleiidiics  In  [irciiiiôic  il  1  luU'i'ii'iir  de  S.  lii  secuiidi'  à 
rcxtûrii'iir  de  S. 

,  .1  ... 

I.c   iM|i|uiLl   claiil   r>^ciil  ii'lli'iin'iil   pcisilil,  iiiiia   un   imiiiiimiu  ;  ce  iiiiniiiimii 

sera  d'aillfiirs  nid  v\  il  ol  clair  (juil  sera  allciiil  quand  la  dcnsilé  tic  la  simple 
rouelle  sera  |iri)|)oi'tniiiiielle  à  celle  de  réleclricilé  eu  équilibre  sur  S. 

La  \aleur  con'CS|i<indaiile  de  \\    sera  tl>,i  ;  cduiiiie  le  ra])|iiiri  '    ne  cliaiijjc  pas 

(pKunl  ciu  iindlqdie  \\  par  un  l'aelenr  couslaul,  <I>(i  ne  sera  déliai  qu'à  un 
i'acleur  conslant  près. 

Je  profilerai  de  ce  fadeur  conslanl  arbitraire  pour  que  J' soil  éf;nl  à  i  et  la 
valeur  correspondanle  de  ,1  qui  est  égale  à  o,  je  l'appellerai  ).o- 

A  la  surface  de  S,  •I>o  est  une  constante;  tiuani  à  lu  dérivée  — r-^j  elle  est 

discontinue   quand  on  trav(>rse  S.  Nous  devons  donc  dislinouer  la  valeur  — 7-^ 
'  -  (//( 

(|ui  corresponti  à  l'intérieur  de  S  et  qui  est  d'ailleurs  nulle  et  la  valeur  ——^  qui 

<orrespond  à  lextérienr  de  S. 

Soil  maintenant  \\    le  polcnliel  d  une  autre  siuqile  couche.  Un  aura  par  le 

théorème  de  Green 

/     W    — ;—  riM  =     /     <I)o  —7—  dt,). 

J^  an  J^  r/n 

.l'inipose  à  W    la  l'eslriclion 

'/'K    ,  /■       (AV 


I    W  — —  (Ao  =   /    <I>o  — ; —  do)  —  11. 
J  fin  J  du 


Alors  J  ne  peut  plus  s'annuler  et  j,  admet  un  nouveau  minimum  qui  n'est  pas 

nul  et  que  j'appelle  ).i.  J'appelle  Oi  la  valeur  de  W  correspondante. 

Pour  \(nt  dans  quelles  conditions  ce  minimum   peut  être  atteint,    il    Tant 
appliquer  le  calcul  des  variations  qui  donne  : 

rf*i  _      .    d'i>\ 
dn  dn  ' 

•I»!  n'élanl  défini  iju  a  un  lacleiir  conslanl  ])rés,   |e  puis  clioisij'  ce  facteur  de 
telle  façon  (jue 

J'r^i,        J=X,. 

Pour  aller  plui  loin,  iinposoiis  à  W    une  n(Miv(dl(^  reslriclion,  à  savoir  : 
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Le  rappuri  ' .  aura  un  nouveau  uiiniuiuui  plus  grand  que  ).i  el  (jue  j'appelle  Ào. 
Ce  minimum  sera  atteint  pour 

A\^  =  *>. 

Le  cakul  dos   variations  nous  apprend  que  <I'2  est  le  potentiel  d'une   simple 

couche  tel  que 

d^.,      _.    d<b', 
dit  '   dn 

D'autre  part,  on  peut  suppt)ser 

J=i,        J  =  X., 
et  ainsi  de  suite. 

Cet   aperçu  nous  porte  à  penser  (ju'il  existe   une   série    de    ionctions    que 
j'appelle  fondamentales , 

'!'„,       'l'i,       '!>;,       ... 

et  une  série  de  nombres  positifs  : 

Xo,        '-I,        /••J, 

jouissant  des  jjropriétés  suivantes  : 

I"  On  a  : 

o  =  /,i,<  Xi^  Xj^. . .. 

2"  Les  fonctions  4»,  sont  des  potentiels  de  simples  couches  et  l'on  a  : 


dn            '''  dn 

3"  On  aura  : 

j*'    dn''--j^'d,: ''"'-" 

et,  par  conséquent, 

l  '  ,    'M't    ,          /  ■  ,     'AI',    , 
/   <I>j  -7—  dfi  =  1   '!'<■  -^—  do>  =  o. 
J           dn              J           dn 

4°  On  aura  : 

les  intégrales  étant  étendues  à  l'extérieur  de  S;  et  en  ellel  d'après  le  théorème 
de  Grcen,  la  seconde  de  ces  intégrales  n'est  autre  chose  que 

/"^  'Al»'/    , 


■>j6  la  méthode  de  neumann  et  le  problème  de  dirichlet. 

5"  Ou  iHiiii  : 

lc>  inU'i;iMl('s  l'Iaiil  cltMuliu's  à  riulûi-ioiir  de  S. 

Soil  maliiU'iiiinl  o  le  jioU'iilii'l  d'iini'  simple  couclio  salisraisaiit  à  la  «'iiiiflllioii 

ds  ,  d^' 

dn  '  dn 

.le  (lis  (lue  ^  csl  un  ucmilirc  im'cI  posilil  (|ui  fii^ure  dans  la  série  ).o,  J.j,  /.s,  •  •  •  ■ 

Si,  en  cHcl.  il  rxislc  une  aulrc  simple  couciic  (huit  le  polenlicl  i]>  satisfasse  à 

la  condil  lou 

^•>  d'Y  ,  . 

dn  '    dn 

le  tliéorèuie  de  (ueen  nuus  donnera  : 

'/?'  ^...    r..  -iv 


el 


dui'i,  enfin, 


r ,  d'j  .       r  dy 

l      7   —-^  df>  le    —r—    IIM    =    1) 

J       dn  J    '  dn 

r .  dij    ,  r    d'b 

J    '  dn  J    ■  dn 

.    r  ,  f/?'    ,  i"    d'Y 

I.    I     'Il  —7^  «(!>  'J.    /     3  —r^  rttO   ^   0, 

J     '  dn  J    ^  dn 

I    i  --!-  dit)  =   I    ?  ~  lU't  =  I    'Il  -y^  dii>  =  I 
J    '  dn  J    ^  dn  J     '  dn 


ÎVoiis  en  (-(unluons  (|ue  rinli'i;rale 

t^  /  di\>  dii  \ 


ry/d^<ij\ 

J    ^J  \  dx  dx  J 


est  nulle,  soil  (jii'on  l't'ieude  à  l'cxlérieur  de  S,  soit  qu'on  l'élendc  à  l'intérieur 
de  S. 

Je   dis  iju'il   en  icsulte  cpu'  "/   est  réel;  si  en  effet  /  était  imaginaire,  nous 
pourrions  supposer  <o  cl  '\i,  '/.  el  /j.  imaginaires  conjugués  el  l'intégrale 

devrait  èlre  positive  tandis  ipie  nous  \eiions  de  voir  (pi'eile  esl  nulle. 
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Si  iiiainlonani  nous  désignons  par  /  et  y'  les  valeurs  de  l'intégrale  : 

élendiic  soit  l't  rinlérieiii-  de  S,  soit  à  l'exlérii'ur  de  S,  on  aura 

y  =  '■/', 

ce  qui  montre  que  /  ne  peut  ûtre  négatif. 

Si  X  est  positif,  il  devra  ou  bien  figurer  dans  la  série 

Ào,        ).|,        Xo,         .  .  ., 

ou  bi(!n  être  compris  entre  deux  ternies  de  la  série,  ou  i)ien  èlre  plus  grand  que 
tous  les  Ij  si  les  >,,  ne  peuvent  pas  croître  indéfinimenl. 

Nous  devons  exclure  la  seconde  de  ces  hypothèses. 

Si  l'un  avait,  en  efl'el, 

>.,<  À  <  ).,+i, 
(in  aurail  : 

(.)  j,  _,/,„  =  „ 

et  le  rapport  j,  serait  égal  à  À  quand  on  y  ferait  \V  ==  a  et  à  li+i  quand  on  y 

ferait  W  :=  «I>,_^,  ;  il  serait  donc  plus  grand  dans  le  second  cas  que  dans  le 
premier;  ur  cela  est  impossible  puisque  la  fonction  <I>,j  i  est,  par  définition,  île 
toutes  celles  cpii  satisfont  aux  conditions  (a)  celle  qui  rend  ce  rapport 
minimum. 

i\ous  verrons  plus  loin  les  raisons  qui  me  portent  à  penser  que  la  troisième 
liypollièse  doit  être  également  rejetée. 

.Soit  donc 

À  =  )„■. 

De  deux  choses  l'une;  oti  bien  un  seul  des  nombres  de  la  série  Xq,  Ài,  .  .  .  sera 
égal  à  li  de  telle  sorte  qu(!  : 

'•1-1  <''-i<  Ài+i, 

le  signe  d'inégalité  excluant  l'égalité;  alors  9  sera  égal  à  «I»;  à  un  facteur 
constant  près. 

Ou  bien  on  aura,  par  exemple  : 

'•;-!  <  À,  =  /.,-^i  =  li^i  =  . . .  =  '/./+„  <  /,,_^„_u). 
H.  P.  —  IX.  33 


258  LA    MÉTHODE    DE    NEUMANN    ET    LE    PROBLÈME    DE    DIRICHLET. 

Dans  ce  cas,  (^  sora  une  combinaison  linéaire  tic 

<l'„     <I>,^,,     ...,     <I),+„. 

il  f.sl  inulilc  d'insislcr  >nr  le  [jcu  de  rigueur  du  raisonnenienl  (jui  précède  bien 
(ju'on  en  ail  souvent  employé  d'analogues  en  Physique  matliénialiquo. 

•le  (lois  pourlani  indi(juer  ce  cjue  sont  les  lonclions  fondamentales  dans  les 
cas  les  plus  simples. 

Si  la  surface  S  est  une  sphère,  la  fonction  fondamentale  sera  égale  à  Xr"  à 
l'intérieur  de  S  et  à  X;'~'"+''  à  l'extérieur,  X  ('tant  une  fonction  sphérique 
d'ordre  //. 

Si  la  surface  S  est  un  ellipsoïde,  les  fondions  fondauientalcs  ne  sont  autre 
(■li(i>-e  (nie  les  lonctions  de  Liiiné. 

Si  l'on  appelle  p,  [J-,  v  les  coordonnées  elliptiques  d'un  point  et  si  /(p) 
eiyi(p)  sont  deux  fonctions  de  p,  dites  fonctions  de  Lamé,  il  existe  une  simple 
couche  dont  le  potentiel  4»  est  égal  à  l'intérieur  de  S  au  ])roduit 

fi  P)/(\^  )/{'') 

et  à  rext(''rieui-  au  produit 

/,|>)/(,a)/(v). 

SI  alois  nous  désignons  par  /'  et  /[  les  dérivées  de  /  et  y'i  ;  si  p  ;=  p,,  est 
l'iupialidn  de  l'ellipsoïde  S,  ou  aui'a  : 

(/'l>  _  /'(pu)  d'h' 
(In         /  ;  (  f  „  )    du 

ce  (Hii  montre  (lue  <1>  es!  bien  une  loiictioii  tondamenlale. 

H.  I)rvcliijij}cnii'iils  en  srric.  —  Soil  I'  une  luuction  qnelcoii(|ue  des  coor- 
données (1  un  point  sur  S;  diverses  analogies  |)eii\ciil  p(uler  à  penser  (pie  !•" 
peut  se  dévelop|)er  en  série  procédant  suivant  les  IomcIkuis  loudameiilales. 

On  auiail  alors  : 

F  =  Ao'l'„-H  Ai<I'i-i-  A-j'I>i-i-. . ., 

les  A  l'Ianl  des  ((iclliciciils  (■(Uislaiils. 

Si  IDn  adnici  i.i  pcjssibilile  du  d(''Vel()ppeiueiil ,  le  calcul  des  CûcKicienls  A 
est  facile. 

l'oiir  calculer    \,,    iiuill  ipli(Uis   |iar  —t-^iI'>)   et    iiiti''gr()ns,    il   viendra   eu   \erlii 


d(fs  propriétés  des  liuiclious  luiiib 


iiiiciilales  : 


Ji.^^^;,/,o  =  A,j.p,-,/(o=-A,. 
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L  ne   fois    que   l'on  connaîtrait  les   fondions   fondamentales,   il   serail    aisé  de 
résoudre  le  problème  de  Dirichlet. 
Soil  \N   la  somme  de  la  série 

Ao<I>o-i-  A,*,-!-... 

calcuh'c  |)(uir  des  points  ,r.  )•.  r  non  situés  sur  la  surface  S.  La  Innclioii  ^\ 
serait  le  potentiel  d'une  simple  couclie  el  \V  se  rt'duirail  à  la  fonction  donnée  F 
sur  la  surface  S. 

Formons  maintenant  les  intégrales  .)  et  J'. 

En  tenant  compte  des  relations  : 

(lU  Iriiuve  : 

J  =  A  ii  Ào  -^  A  ;  À I  -I-  A  5  /.j  -f-  .  .  . . 

On  trouveiail  de  même  : 

J'=  AS-t-  Aï  +  ..., 
ddri 

J         A  n  >.ij  -+-  A  X  À ,  -H  A  !}  Àî  -4-  .  .  . 


J'  AS-t-Ai-t-... 

Le  |)olcnlirl  d'une  simple  couche  esl  rejirésenlé  par  la  uièuu'  série 

Ai,<I'„-H  Ai'I'i  +.  . . 

à  l'inlérieur  e(  à  1  extérieur  de  S. 

Il    n\'n   esl    pas  de   môme  du   potenliel   d'une   double    couche.   Smi    ^\     k 
poh'niiel  d'une  ddulile  couche  el  supposons  que  l'on  ail  à  l'inlérieur  de  S  : 

W  =  A„ '!'„-+-  A,<I>,-i-... 


el  à  l'exlérieur  de  S 
il  vituidra  : 


\V  =  i!o'I'„-t-  lil'l'l 


du  du  du 


('oinmc 


|e  |(uis  écrire 


dl, 

du      '    "  '    dit 

d<^i        .  ./*; 

dn              '■'  dn  ' 

d\  .     .     d<P\.  .     .     r/*', 

-p-    =  —   A  „  /.„ A  ,  A  ,   — ; . 

du  lin  lin 
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et  comme  le  poteiiliel  d'une  double  couclie  est  caraclérisé  par  la  condition  : 

(In  lin 

il  xicnilra  : 

H,  =  - A,X,-. 

Ou  aura,  en  particulier, 

liu=  o, 

puisque  >.o  est  nul. 
On  conclul  de  là  : 

J'  =  Bn  -I-  li;  -H  .  .  .  =  Ali  ).f,  -I-  A;  À;  -f-  .  .  ., 

,1  =  AjîXu-!-  A'îXi  -<-•  •  -, 
d'où  : 

J  SArÀ; 


J'        SA^Xr 
Dans  le  cas  de  la  simple  couche,  nous  avons  Irouvé  la  t'oriuuli' 

J    _   A5X0+  A;X,-h.  .  . 
J  '  ~       A  iî  +  A  î  -I- . .  . 

iS'ous  en  concluons 

J       ,.     .  , 

■p<limA/;         (pourvu  =:»). 

En  d'autres  termes,  on  ne  peu!  avoir  quel  que  soil  p 

J 

Si  donc  les  développements  en  séries  qui  précèdent  sont  léi^ilimes,  il  ne  peul 
pas,  ainsi  que  je  l'ai  dii  plus  haut,  exister  de  simple  couche  dont  le  potcnliel  iJ/ 
satisfasse  à  la  condition  : 

dn  '  dn 

/  élan!  un  nomi)re  plus  f.;iand  (pie  tous  les  )./,. 

3.   Application  au  prublèinc  de  Nc.uniann.  —  Soil  à  liouver  uu<^  double 
couche  (hjul  le  poienllcl  \V  satisfasse  à  la  condition  : 

(i)  \— V'=X(V-t- V')-f-  <'!>. 

Dévelop|)oll•^  'l*  en  séri(!  |)rocédant  suivant  les  tondions  hiudiiiiieulalcs  el  sml   : 
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Supposons  de  iiièiiie  (juu  \N    soil  développé  cii  une  série  de  môme  forme,  do 
lelle  sorlc  que  l'on  aura  à  l'inléricur  de  S  : 

W  =  SA;*, 

el  à  Texlérieur  de  S  : 

W=-i:A,/.,<I>,. 

La  condition  (i)  devient  alors  : 

1  A,<I',(i  -^  ).,)  =  /,£A,<l'i(  I  —  "/.,)  -H  2  2C,«1'„ 

d'où  en  identilianl  : 

_  'C, 

Ai  = 


(I-+-  >,,)—  X(i  —  X,) 
On  il  donc  à  l'inlérieur  de  S  : 

w=  y i2i±L 

^(n-X/)  — xri  — Ai) 

et  à  1  exiérieur  de  S  : 

^(l-i-/.,)  —  Xfl-Ai) 

Mais  : 

I  I  .     i  — X,  ,       (i—'/.i)" 

—  -i-/.    ; ^-^  -h  .  .  .  ~  /.'" 


1 1  +  Xi)  — X(i  — X,  I        1  + X,        'n-t-X,V-       ■■■  (i-i-X/)"'+' 

Gomme  on  a,  d'aiilre  piirl, 

W  =  \Vo-hXW,-^..., 

on  devra  avoir  à  l'inlérieur  de  S  : 
el  à  l'exlérieur  de  S  : 

Il  est  aisé  de  déduire  de  là  les  valeurs  des  intégrales  que  dans  le  chapitre  I 
nous  avons  appelées  J,,,  /m  on  trouve  : 

2 G;    \-.     /i  —  Xi\"'+r' 


et 

2C;  \-, ,  /  I—  X,\"'+/' 


[-f-X, 
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Tmilo  les  propriùlés  do  ces  inléj^niles,  iif;ouiTiis('iiiciil  éliil)li('s  plus  liaiil.sont 
des  const'qiu'iicos  iiiiinéfliales  de  ces  formules  ijiii  ne  soni  ninlheureusenienl 
elles- uu'^iiu's  (juliviiolliéliiiues. 

()ii  voil  d'iilKM-d  ([lie  .1,,,,,  el  ,1'  ,  ne  dc'peiident  (|n('  de  lu  sonuue  ///  +/',  ce 
(lui  permet  d  iippliquer  l;i  nolaliou  à  un  seul  indice. 

Les  f'oiinules  (pii  lient  J,„,  JJ,^,  J,„_i,  .lî„_,,  les  inégalités  iiuxfpiclles  satisfont 
ces  intégrales  se  iléduisenl  aussi  immédialemenl  des  lornnde*. 

On  voil,  |)ar  exemple,  pourquoi  i.,,,,  est  toujours  positif,  tandis  (pie  nous  ne 
savons  rien  du  signe  de  .\->ni  +  i- 

Si   tous   les   l ^  )  élaienl   positifs,  c'est-à-dire  si   tous  les  /,  étaient   jilus 

petits  que   i,  nous  [lourrions  affirmer  que  .II'/»    i  est   toujours  positif.  C'est  ce 

(pii   arrive  p(jm'  la   s]di('re,   mais  on  ni'  saurait   afHrnier  qu'il  en   soit    toujours 

ainsi. 

Les  inégalités  : 

.!■.        h 

.1  0  J  2 

résultent  également   des  formules.   Quant  à  la  limite  de  '  ''"^'  |i(iur  ni  inlini, 

c'est    la    plus   glande   des   (pianlités   (  r^  )  >   lescjuelles  (pianlilés   sont   essen- 

liellemenl  plus  petites  cpie  i. 

I"'ii  rattacliant  ainsi  à  des  considérations  qui  ne  re[)osent  cjue  sur  de  Iragiles 
apenjii.s,  des  conséquences  que  je  suis  parvenu  par  une  autre  voie  à  démontrer 
rigoureusement,  j'ai  voulu  simplement  faire  comprendre  quelle  a  (Mé  la  marche 
de  ma  pensée  el  comment  j'ai  (';té  conduit  au  résultat. 

Alais  on  peut  se  poser  le  prolilème  d'uni'  autre  iiiaiiii'rc  ;  peut-on  s'appuyer 
biii'  les  dillérenles  propositions  établies  au  dchui  de  ce  liavail  pour  dcmoiiirer 
l'exislence  des  fonctions  fondamentales. 

.le  liai  pu  encore  j  réussir,  mais  il  est  évident  (jii  on  peut  tenter  de  le  laire 
par  des  procédés  analogues  à  celui  cpie  j'ai  employé  dans  mon  Mémoire  sur  les 
(ipiaiions   de   la    ['hysique   mathématique!   inséré  aux  Rfiidironli  (Ici  ('irroln 
Miilfiiiiiliid  (U  l'alcriiKi  (  1  8()/j  )  (  '). 

Considér(jiis  le  développement 

\V  =  W„H-X\V,  +  .... 

D'après  ce  (pie  nous  avons  vu,  ce  développement  converge  à  l'intérieur  d'un 
cercle  de  centre  o  et  de  rayon  plus  grand  ipie  i.  Il  d(''(init  à  l'inlérieur  de  ce 

(  '  J  Ce  tome,  p.  I2.i. 
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cercle  un  élémciil  de  Ibnclion  oQ.),  el  on  peul  flclinu'  celle  lonclion  ï/(Â)  en 
fleliors  de  ce  cercle  par  le  procédé  de  lu  conliniialiim  analytique. 

Etudions  cette  l'unclion  9 (À). 

Je  dis  d'dhoid  (in'cllc  ilnit  èirr  uni funni'  ',  si  en  ellel  elle  ne  l'élail  pas,  il 
existerait  pour  une  même  valeur  de  /,  deux  potenlirls  \\  1  cl  \\  -  (pii  !?ali,sie- 
raient  à  la  fuis  à  la  condilion  (i)  de  sorte  qu'on  aurail  : 

\,  — \-,  =  >.i'\-,-t-\',  )+''l', 
\ .  —  \  ',  =  À  (  \  ,  -t-  \  '„  I  +  ■>,  'I'. 

De  plus,  cela  devrait  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  À  conq)rises  à 
l'intérieur  d'un  certain  domaine;  cela  aurait  donc  lieu  pour  des  valeurs  imagi- 
naires de  \  et  pas  seulement  pour  des  valeurs  rétdles. 

Si  je  pose 

W  =  W,  — \V,, 

un  aura 

V  — V=  >,(  \  -I- N')        ou         \'=\ilLi: 

cl  couiuie  W    esl  le  piilcnliel  il  une  (IduIiIc  cuuclir  : 

,l\  ■  _  d\ 
fin         di\ 

Soil     iiiaiiilrnaul     o    iiur    IdnclKiu    (lui    mjiI    ('gale   à    W     à    riiilciirnr   de    S   cl 

,    »  «    1  -H  /.  .    I .        ,    ■ 

a    W    -a  lexleiieiir;  on  aura 


ce  qui  monlrc  (pie  q  est  le  iidlcutiel  diiiic  -.nii]ilc  (uni  lie.   Il  \iiiil  ciimiiIc  : 

c/o'  _  I  -(-  À  d^ 
(In         I  —  /,  du 

ce  fiiii  iiKuitre  inic  o  esl  une  lonclion  londamenlale  ;  mais  cDmiur  nous  lavons 
vu  ci^la  lu^  [jeiil  avoir  lieu  (nie  si  le  iiiultiplicalciir  r-  est  réel.  Cette  cir- 
constance ne  peut  donc  pas  se  produire  pour  des  valeurs  imaginaires  de  À. 

c.    y.    i".    I). 

Diverses  analogies  me  portent  à  penser  que  la  (onction  9(^')  ne  peut  avoir 
de  points  singuliers  que  sur  l'axe  des  quantités  réelles;  mais  on  peut  supposer 
que  ces  points  singuliers  sont  des  pôles  ou  bien  des  points  singuliers  essentiels, 
ou  liicn  (pi'ils  riirineiil  des  lignes  singulières. 
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^Diis  iilloiis  voir  coinmcnl  ces  dixcrses  liyi>ol  lièscs  se  nillacliL'ul  k  celles  que 
1(111  peut  liiire  au  sujet  des  quaulilés  que  nous  avons  appelées  m'^,  el  M^,  au 
chapitre  II. 

Supposons  d'abord  (|ue  les  quantités  ?.,  (ornienl  une  seule  série  telle  que  : 

o  =  Ào  <  À I  <  À. < . . . , 
liniÀ^^  A  pour     p  =  oc. 

C'est  là  l'hypothèse  la  plus  simple  et  celle  que  d'après  certaines  analogies  nous 
avons  adoptée  jusqu'ici. 
Reprenons  alors  la  formule 

.1   _  AgX,i  +  AjÀi  -f-..  ■ 
.1'  ~  As  5,5-+-  Af  Xî-H. . . 

relative  à  une  double  couche  :  J'observe  d'abord  que  Ào  étant  nul,  cette  lurmule 
peut  s'écrire  : 

.1    _   A;).|  +... 

y  ~  AïXr-i-...  ' 
Si  nous  posons  (cf.  chap.  II,  §  1  et  2) 

(2)  \V  =  =(,W,-l-a.,W..-f-...+  5;;,W,,. 

les  W,  étant  des  potentiels  de  doubles  couches  données  el  les  et  des  coellicients 
arbitraires,  nous  pourrons  disposer  des  a  de  façon  à  faire  disparaître  les 
coefficienls 

Ao,     A,,     ...,     A/,_-., 

(le  sorte  (jue  nous  aurons  : 


J  _  a;,^i  '/./,- 


d'où  : 


On  a  donc  : 


J'         A;,_,X;,_,- 

i^-L.. 
J'  -  >.;,-. 

''p—i 


Pour  calculer  /n'     supposons  que  dans  la  formule  (2)  on  détermine  les  \A  ,  de 
façon  qu'à  l'intérieur  de  S 

il  vient  : 

£  _  a'î  X,,4-i  -H  a'i  '/.,/+■■  -\- .  . .  +  a'j,  '/~,i+p 
J'  ~  «ï  >4+ 1  -^  "l  '-v+s  -h... -h  a;,  X^+„  ' 
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il  où  : 

Donc  R'i  csl  loujours  plus  grand  qno      el  on  peut  prendro  q  nssoz  ^rand  pour 

(ju  il  dillèrc  aussi  peu  (ju'on  le  veul  de      • 
On  a  donc  : 

Mais  on  pcul  encore  taire  d'autres  hypothèses;  on  peul  supposer  que  les  À,  au 
lieu  de  former  une  seule  série  en  forment  deux  ou  trois. 
Ceux  de  la  première  série  satisfont  aux  conditions 

o  =  ;,o<  ).,<  /.2<..., 
liiii/.^=  ).  pour    /)  =  ac. 

Ceux  de  la  deuxième  série  salisfont  aux  conditions 

o  = /,',  >À'2>..., 
limÀ'^,  =  A'         pour    p  =  x. 

On  a  d'ailleurs  : 

A  ^A'. 

Si  A  <  A',  on  peul  supjioser  encore  qu'il  existe  une  troisième  série  de  (nianlités 
analogues  aux  À,  cl  qui  sont  toutes  comprises  entre  A  et  A'. 
Dans  ce  cas,  on  a  : 

..(1  ,1 

Mp=T î  "'/'=v- 

Ap_l  A,, 

Si  d'une  manière  quelconque,  par  exemple  en  perfectionnant  les  procédés  du 
chapitre  II,  on  parvenait  à  démontrer  que 

limm',,  =  M'^         pour    yj  =  oo, 

on  pourrait  par  les  procédés  de  mon  Mémoire  des  Nendico/Ui  ché  plus  haut, 
démontrer  les  résultats  suivants  : 

La  fonction  (o{\)  n'a  que  des  pôles  et  un  seul  point  singuliiu-  essentiel  qui 
est  rejeté  ta  l'infini  si  l'on  suppose 

limm'p  =  limM',,  =  I. 

Si  l'on  considère  un  de  ces  pôles,   le  résidu  correspondant  regardé  comme 
fonction  de  x,  y  cl  z  est  une  fonction  fondamentale. 

H.  P.  —  IX.  34 
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CIIAIMTHK  Vil. 
La   méthode   de  Robin. 

I.  Lu  iiii-l liiiili'  ilf  lliihin  cl  les  fiiiirlioiis  foiula iiiriiliilc.s.  —  M.  Kohin  a 
réceniiuciil  iniatiim;  nue  iiiciIiikIc  (|iii  pcriiicl  (le  résoudre  le  prolilèmc  Av  la 
dislril)iili<>ii  l'iei'lriijiie,  cl  (jui  séml)le  d'ahortl,  comme  celle  de  Neumann,  n'élrc 
applicabk'  qu'aux  surfaces  convexes. 

Il  peut  élre  intéressant  de  voir  rornmeni  celte  méthode  se  ratlaclic  aux 
considérations  précédenlcs. 

Admettons  d'abord  l'existence  des  fonctions  fondamentales  et  la  possibilité 
des  développements  en  séries  dont  il  a  été  question  dans  le  chapitre  précédent. 

Soii  \\   le  pdlcnlicl  d'une  simple  couche  satisfaisant  à  la  condition  suivante  : 

Si  nous  cherclions  à  dévelop|)er  \\    suivant  les  |)uissances  de  ).,  de  sorte  (pie 

(2)  w  =  w„ -h"/.  \v,  +  >,nv  ■,  +  ..., 

il  viendra  : 

d\  „  _  rAJ,  _  ^ 
du  dii  ' 

d\,         d\\    _  d\j,        d\"„ 
d/i  fin  dn  dn 


ce  (pii   iiicjMlic  (pii'   \\  Il  rsi   \v  poicnllel  dune  simple  couciie  de  densité      _  > 
\\  I  le  poicnticl  il'iine  simple  couche  de  densité 


,    !'■] 


4  K  V  dn  dn  /  ' 


Siipposcins  iiiamlenaul  (Mie  <!•  soil  (h'\eh)ppabl(!  en  série  sous  la  lorme  : 


Soit  ensuite 

W  =  Ao<I'o+  A,*|  +. . ., 

d'où  : 

dW' 
dn 


{1  —"V  A    '^'*'  —  —  _V  A    •     ~ 

n       ^     '  dn  dn  A4     '    '  dn 
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(le  sorte  (jiiu  la  rclalioii  (  1  )  ilcvical  : 


d'oii 


A,=  -■'''■■ 


On  a  donc 


cl,  |)ar  coiisc'cjiii'Ul 


ou 


VV 


(I  -H  Ai) -H  À  (l—  A,  ) 

\v=-.,y '2i^ 

~AJIi-h  ?.,)-+-  ).Ci  —  À,) 

^       _y    C/'D,-   /À,— iV" 
■^  I  -+-  À,  \  >,/-)-  I  / 


(^iiaïul  ru  cioîl  indcliiiimoiil,  lous  les  tacleiiis 

V    I  -•-  A,-  / 

léiideiil  vers  zéro  à  l'exccpliou  du  tacteiii- 

(|iii  resie  (■;;al  à   i.  ()ii  a  donr  |>iiili-  ///  / ^  00 

lim(—  II'"  'I  VV„,  =  7r,„<l>„. 

(  )ii  Miil  ddiir  i|uc  SI  ///  esl  Irt's  grand,  W  ,„  didèir  I  l'és  |ieM  du  |ii)lriilirl  d  une 
Miii|ilc  ((iiiclie  iliiiil  la  dunsili'  esl  |ir(i|)()rl  ioiinelle  à  ccdle  <le  I  elceliinli'  en 
(•(judibre  sur  la  Mirlace  S. 

C'esl  là  le  principe  de  la  niûlliodé  de  Robin. 

Rapprociions-le  du  |)rinci|)e  de  la  niélhode  de  iNeuniaïui. 

l^our  le  poUuiliel  d'une  d(jid)lc  couche  satisfaisant  à  la  condition  : 

V-V'=).(V  + V'j-+--.<I', 
nous  avons  IrouNc  à  1  inlerieur  île  S  : 

w=y ^M^ , 

^(IH-).,)-/,!!-).,) 

d'où  : 
V  l'cxtéiieur  de  S,  C,  doit  èli'e  r(!mplacé  par  —  C,/,. 
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On  a  (lune  poiii'  //(  =00  à  riiiU'riour  de  S 

lini  W,„  =  >  Co  'l'o  =  const. 
l't  il  l't'xiér'ieiir  ilo  S 

liniW„,  =  —  ■.lCu),o'^(J=  o. 

1^0  ces  ik'iix  ronmili's.  il  scrall  aisé  de  déduire  tous  les  lliéorèmcs  dcNcumann. 
Revenons  à  la  méthode  de  Robin.  Si  nous  supposons  que  la  fonction  <&  donni'e 
qui  ligure  dans  la  relation  (1)  soit  telle  que  Co=  o,  c'esl-à-dire  tell(^  cpir 


/ 


'I'  (/(.)  =  o, 

iiii  a  jiuiir  ///  inliui  : 

liniW,„=  o. 

On  voit  de  plus  que  la  série 

^v„-^.x^v,-4-xnv..^-... 

C()nver<;e  pour 

Or  pour  /.  ^  I  la  rclaliun  (1)  devient  : 

an 

Pour  7  =: — I,  elle  devient  : 

On  voit  dcjnc  que  la  uiélliode  de  Robin  pernu'l  de  trouver  une  loiiction  luirnio- 
nique  soit  à  l'extérieur  de  S,  soit  à  l'intérieur  de  S,  élanl  donnée  la  valeur  de 

la  dérivée  -3—  en  tous  les  points  de  S. 

2.  La  méthode  de  Robin  et  le  problème  de  Neumann.  —  Ce  qui  précède 
nous  fait  déjà  prévoir  que  la  méthode  de  Robin  est  applicable  à  toutes  les 
>urfaces  simplement  connexes.  Mais  l'aperçu  du  paragraphe  précédent  n'a 
aucun  caractère  de  rigueur.  Rapprochons  donc  d'une  autre  manière  la  méthode 
de  Robin  et  celle  de  Neumann. 

Soit  w  le  potentiel  d'une  simple  couche  satisfaisant  à  la  condition 

dv        dv         ,   /  dv        dv' 


Je  pose  d'ailleurs 

IV  =  IVO  -H  À  Wi  -I-  À-  W-i  - 
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Soil  inainlcnanl  VV  le  potentiel  d'une  double  couche  satisfaisant  à 

(2)  V  — \"=)-(V-f-V')-^-a'I> 

eL  développable  sous  la  forme 

\\  =  \V„-t-/,W,+.... 

Je  suppose  que  la  loiiclion  q  soit  donnée,  nous  calculeions  iVq,  h'j,  .  .  .,  par 
récurrence  à  l'aide  des  formules  : 


(/t'o        dv'„ 
du  du 

dv\        dv\         d\'Q        dv'„ 


d/i  d/i  '  ' 


Nous  savons  que  la  mélliode  de  Neumann,  applicable  à  toutes  les  surfaces 
simplement  connexes,  nous  permet  de  trouver  une  double  couche  doni  le 
|i(ilentiel  \\   satisfasse  à  la  condition 

V  =  i'onctiiin  donnée. 
Nous  piiuniins  donc  choisir  \\  n  de  l(dh'  façon  (pu' 

d'où 

W„  =  ((•„     (il  l'intéiioiir  de  S) 

et 

dVo  _  dvi, 
dn         dn 

On  calculera  ensuite  par  ri'currence  Wi,  W^,,  .  .  .,  à  l'aide  ihvs  fuTiiiules  : 

N'i  — V',  =  V„-i-  \"u, 


Posons 


et  soient  w'„,  \}\  les  valeurs  de  u^  et  Ui  au  point  x' ,  y',  z' \  soit  /■  la  distance  des 
points  X,  j',  5,  x\  y,  z';  conservons  aux  notations  d'W  et  ch'  le  même  sens  que 
plus  haut;  soient  a',  ^',  y'  les  cosinus  directeurs  de  d'W;  soil  enfin,  pour  une 
fonction  quelconque  _/"  de  x',  y',  :■'  : 

dn  dx'        '    dr'        '   dz  ' 
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il  \  iondra  : 


/' 


(3) 


rciiiiii"-  (■(ini|)l<'  tiialiilc'iiani  des  relallons  : 


d'où  l'on  déduit 


,  ff\'„  _  d\a  _  i/t'o 

V  0  —  f  (I  —  l'ii ,  — 7 —    —   —} —    —    -^      ) 

i/ri  dit  du 


d\'„  di'\, 

an  lin 


Sj  donc  nous  posons  à  l'exléricur  de  S  : 

W„  ^  „•„  =  T 

el  si  V  l'sl  la  valeur  de  T  au  point  x' ,  y' ,  z' ,  on  aura  à  la  surlare  de;  S  : 

Or  le  lliécii'ènii'  de  (irccn  nous  donne  (juand  le  point  x,  y,  z  est  inlérieui-  à  S  : 

On  ania  donc  à  l'inlérienr  de  S 

\V,  =—  H'|. 

On  trouverait  de  mi'nie  |)ar  récuriciice  à  rinlc'rieur  de  S  : 

W..  =  ..■,,         \\,,  =  —  w,., 

Mai>  nous  savons  (uic  la  série  : 

(Wo-'iC)  -h  (W, -■..(:.;  -I-. ..  +  (W„.-  9.C)  +  . . . 

convorije  ahsolumc'nt  et  uniforrnénKMil   si  la  constante   C  est   convenablement 
(  lioisi<'. 

il  en  sera  donc  de  luênie  à  I  inti'rieur  de  S  de  la  s('rie 

(«•<,- 2  C)  + (.<•,- ■'.G) +  ...-)-(»'„,-  :>,C)  +  .... 
Si 

f.d.,  =  ., 

la  c(jnslanle  C  est  nulle. 
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Nous  désignerons  l'inléorale 


n 


dx      dx 


|>''ii'  /„,./,  <iii  ptn'./,,,,,  siiiviinl  qu'elle  sera  ('tencliic  à  l'inti-rieiir  on  à  rextériein- 
.le  S. 

On  verrait  comme  au  chapitre  I  que  ces  intégrales  ne  dépendent  que  de  la 
somme  des  indices  //;  etjo,  ce  qui  nous  permettra  de  remplacer  la  notation/,,,/,, 
./'"./'  P'""'  ^^  notation  à  un  seul  inilicey,„+y,,  7,,,+.,. 

Nous  lrouv(>rions  ensuite 

J  m-^  J  iii'^  J  in—[        J  m-  1  • 

De  plus.    /■..,„,    /',,„  sont   positifs  et  l'on  peut  assigner  une  Iiiuile  :>ii|i('rieure  el 

iurérieure  au   i;qi|iort  i^^ pourvu  que    1  Zjt  (ht  ^=  o  et  que  par  conséquent,  ht 

shiipli-  couche  qui  cni;cn<lvc  u„,  dit  sa  masse  totale  nulle  (cf.  chap.  il,  J5  o). 
On  tirera  donc  de  là  les  mômes  conclusions  cpi'en  cetjui  concerne  la  niélliode 
de  ^'eumann  et  l'on  aura  : 

B  étant  un  nombre  donné. 
Nous  avons  d'ailleurs  : 

./  1  m  —  ^  lin  -^   '^  '^ 

et  comme  nous  pouvons  assigner  une  limite  supérieure  M  au  raj>port4:^)  nous 

aurons 

y.;,„<AML2"'. 

Nous  savons  que  si  U's  constantes  C,  D  et  L,  (  Li  <  1)  sont  convenai)lemeiit 
choisies,  on  aura  : 

;W,„-'2C|<DLr. 

On  a  donc  à  rinltu'ieur  do  S 

|iv„,-2C|<DL',". 

Si 

la  constante  C  es!  nulle  et  on  aura  à  l'intérieur  de  S  : 

1  iv„,  1  <  DL',". 
On  aura  donc  sur  .S 

I  "»  I  =  I  "m  I  <  ui^r 
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cl  coiniiic  I  n",„  I  ni'  pcul  Mllcindrc  ^ou  inaxiiniiin  que  sur  S,  on  tiiira  à  rcxtérieiir 

do  S 

I  ..',„  '  <  DL',". 

I  )iiiic  lit  srrit' 

ii„-+-  À  "i  -h.  .  . 

couM'i'iic  al)M)liiiii('iil    cl    niilldiincniciil    |)(iiir   |  },  |  ^  i  .    La   iiirl IkiiIi'  de   Itiihiii 
est  ildlir  ciiiilliic  rrllc  (le    \  /■iini/iliii   uj>j)li((tl>lc  à   toutes  les  siiij'ttci-s  sinuilr- 

II  le  lit  connexes. 


/îrsnmr.  —  Nous  savons  •que  la  niclhode  dite  du  liidayai;o  jx'rmcl  de 
di'uiontrer  le  principe  de  Diriclilet  dans  le  cas  général. 

Mais  si  celle  niélliodc  est  Lrès  bonne  comme  procédé  de  démonslralion,  elli' 
est  inférieure  comme  procédé  de  calcul  à  celle  de  Neumann.  Celle-ci  mallieu- 
reusement  n'était  jus(|u'ici  applicable  qu'aux  surfaces  convexes. 

lui  m'appavanl  sur  le  principe  de  Dirichlet  supposé  démontré  par  la  méthode 
de  Walayage,  j'ai  montré  que  la  méthode  de  Neumann  (de  même  que  celle  de 
l'uiiiiiu  conduit  à  la  solution  du  problème  de  Dirichlet  aux  condlli(uis  sui\anlcs  : 


i"   Si  la  surlace  S  est  smqjleuienl  connexe; 

a"  Si  cette  surface  a  [lartout  un  plan  tangent  et  deux  rayons  de  courbure 
principaux  déterminés; 

3"  Si  la  fonction  donnée  <i'  a  des  dérivées  de  tous  les  ordres. 

Toutes  ces  restrictions  sont  pioljablement  inutiles  et  tout  porte  à  penser  (pie 
le  théorème  est  vrai  dans  tous  les  cas.  Mais  je  ne  l'ai  démonlic'  (pi'avec  ces 
restrictions. 

Après  avoir  établi  ces  résultats  d'une  façon  rigoureuse,  j'ai  cru  de\oir  dans 
les  deux  derniers  chapitres,  donner  une  idée  des  aperçus  qui  m'avaient  d'abord 
Conduit  à  les  deviner.  J'ai  pensé  que,  malgré  leur  peu  de  rigueur,  ils  pouvaient 
rire  ulilcs  cdiiiim^  pr()C('dés  d'investigaliou,  pnisfpie  je  m'en  étais  déjà  servi  une 
luis  avec  succès. 


SUR 

L'ÉQUILIBRE  D'UN  CORPS  ÉLASTIQUE 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  122,  p.  1)^-159  (27  janvier  i8'j6). 


Le  [jrolilùnic  de  lV'(jiiilil)re  élasllqiic  d  un  corps  peut  s'ononcer  analjliqiic- 
nienl  comnie  il  suit  : 

Trouver  linis  J'anclions  ?,  rj,  Ç  qui.  à  l' intérieur  du  corps,  satisfassetil  aux 
équdlions 

M 


1     .  rfO  .  /,         /Il  r/r,         rf; 

(l)  ^  ^y,  +  ,^^_^_   H_,^Airi  =  o  (^0=      ^      ■         '     ■        ■= 

(a  H-  ix)  —  -I-  \l.^x,  =  (I, 


dy       '  \         rix        dy 

dn 


(;/  qui,  à  lu  surface  du  corps,  que  j'appellerai 'S,  sont  telles  que  les  trois 
exj)ressions 

,.  n            /  ,  di               de  d'z  \            I  ,  (/;  dr,             dt   , 

r  ,.  =  /  aO  -t-  ;i     /  -i  +  /n  -i  -f-  /)  --i      -1-  jjL     /  -  -  -h  ni  --    +  «  -r-     , 

\   dx            dy  dz  /           \   dx  dx           dx  / 

,    ,               )  r^          , ,  ,            /  ■  dr,             dr,  dr\\            /  , d^  dn            dt, 

^                  ]     ■                       \    dx            dy  dz  I           \    dy  dy           dy 

dl             dl  dr,\            (    d--  dr,            dX, 


\    dx  dy  dz  /  \ 


P;  =  />,()  -I-  a  (  /  -^  -I-  /n  -^  -I-  n  -yî   )  -h  'X  {  /  -^_  -h  m  .    .. 


(ail  t.  m.  n  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  S,  cesl-à-dire  à  la 
surface  dn  eorjis)  prennent  des  valeurs  données  d'avance. 

.le  (ouiniciiceriii  par  résoudre  le  prolilème  suivant  :   je  chercherai  trois  fonc- 
tions ^,  -fi,  Ç  qui  satisfont  aux  équations  (i)  non  seulement  à  l'intérieur  de  S, 
H    P.  —  IX.  35 
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mais  à  l'extOriour  do  S.  Je  supposerai  que  ces  fouclions  sont  coulinues  quand 
on  traverse  S,  mais  que  leurs  dérivées  ne  le  soiil  pas.  Les  expressions  (2) 
subissent  donc  une  varinliiui  brusque  quand  on  f'rancliit  celle  surface  ;  j'appel- 
lerai Pj-,  P,-,  P;  les  valeurs  de  ces  expressions  du  côle  interne;  j'appellerai  l*'', 
P",  P"  les  valeurs  qu'elles  prennent  du  côté  externe. 

Je  suppose  alors  qu'on  se  donne  les  difl'érences  P". —  Px,  P" —  'Vi  1'"  —  !*-> 
el  je  cherche  à  déterminer  ï,  yj,  Ç. 

Pour  cela,  soient  Ç',  ri',  Ç'  les  potentiels  de  trois  surfaces  attirantes,  coïn- 
cidant toutes  trois  avec  S  et  dont  les  densités  superflcielles  sont  respectivement 

7^(1'.';— I '..•),   :i^(''.v-p.v)'   ^(P"-''^' 

Soient  ensuite 

(,  +  „,)e  =  --^-^  +  _. 

Soit  u  le  potenliel  d'un  volume  attirant  remplissant  tout  l'espace  et  dont  la 

densité  est  -j—- 

4- 

Les  ionclious  cherchées  £,  rj,  Z  nous  seront  données  par  les  formules 

,  .  du 

Ce  problème  une  lois  résolu,  proposons-nous  de  trouver  Irois  fonctions  i;,  rj,  Ç 
satisfaisant  aux  conditions 

/  I -',■- I •,=  /. (I ■.','.+ P., )'-f-',\, 

(  l'i'  —  P-  =  k{Vl  +  P;  )  +  aZ, 

où  /,  esl  une  indi'lcnuinée  et  X,  \  ,  /  trois  foiiclious  données, 
l'our  A'  ^  I ,  ces  conditions  se  rc-duisent  à 

P.,  =  -\,         P,=-V,         P,  =  -/, 

de  sorli'  que.  si  nous  pouvons  salislairi'  aux  equalious  (  .i  j  pour  /i=  1  .  nous 
aurons  résolu  \r  jiroblème  de  l'eipiilibre  élasli(|ue. 
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Développons  ^,  n,  Ç,  P,,  P".  .  .  .,  suivant  les  puissances  de  k  et  soit  i„,  rt,,, 
Ç„,  P,,,.,,  P,"_j.  les  coefficients  de  A"  dans  ces  différents  développements;  il 
viendra 


(4) 


)r>o     ij        po.        -i-I> 


Les  équations  (4)  permettent  alors,  par  le  procédé  exposé  plus  liaut,  de;  déter- 
miner par  récurrence  ^0,  lOo,  Ço)  puis  Çi,  r,i,  Çj  ;  puis  £2,  "12,  Ç2,  

Il  s'agil  de  savoir  quel  est  le  rayon  de  convergence  des  séries  et  si  ce  rayon 
est  plus  j;rand  que  1 . 

Soicul 

hn.„=         f    (;„,  r'„..r-l-   l-,,,,!'/,,,  -t-  ?,„l'»,;)'-''('>, 

les  intégrations  sont  étendues  à  tous  les  éléments  rfw  de  S. 

J'observe  d'a!)ord  que,  en  vertu  d'un  théorème  analogue  à  celui  île  (ireen, 

^  in,/i  ^^  ■'  /',  frit  -^  .11.11  ^^  ^  n,"i* 

r,es  équations  (4)  mr  dinini'ul  ensuite 
Ou  rn  (li'iliiil  (pic 


,=  J 


///,H  JO. /*(  +  //■ 


"111,11  "II,  Itt  +  lt  • 


Cela  nous   permet  décrire  avec  un  seul  inilici'  ,)„,+„  et  •l^„+„  au  lieu  de  .l,,,,,,  et 
,J'(jbserve  ensuite  que 


fli-j;,,,,,- 


Celle  inlégralc  est  en  ell'et  égale  à  l'intégrale  iripK 


j'"-'""'- 


( 


I  V  ; ''''•5'"  1"      I  V  / ''''^"'       '^''un\' 


Vil  eunsliuiiiiieut  en  ernissiinl,   fie  même 


étendue  à  loiil  le  volume  du  corps.  De  même,  .1',,,,  est  positif. 
On  en  conclul  fpie  le  rHpporl  '^JILL 

que  -p — -  ;  de  même  le  riip|iiirl  -^^-^ 7^ cruil  Imijoiirs,  mais  il  resli'  liiii|ipurs 

J  -ifn  J  .f/i  -^~  J2/1/ 

|)liis  pelil  (lue  1 . 
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Si  1  on  suuliiit  se  conlciiler  tl'iin  aperçu  analogue  à  ceux  dont  on  a  si  souvenl 
usé  en  Physique  malhéniatique,  on  pourrait  raisonner  comme  il  suit. 

(".iuTclions  le  rayon  Je  convergence  de  noire;  série  et  admettons  (pie  cette 
convergence  soil  uniforme  ;  alors  on  verrait  (pic  le  rayon  de  convergence 
miniinum  sera  le  mi^me  que  celui  des  séries 

.l„  +  /.--J,-(-ÂiJ,  -+-..., 

.r„-h/,M',  +  />M'>-H.... 


Ce  rayon  est  au  moins  égal  à  i  el  il  est  plus  grand  (pie  i  si  Ion  peut  assigner. 


au  rapport  -p-^S  une  limite  supérieure  finie  et  une  limite  iiilcrieure  plus  grande 


'/;,„ 

dr^m 

<r„n 

'l'^m          <i<\,n 

(il  III.          lJ\m 

il', m           f/i,, 

=  — ; —   -\~  = 

-    ■    "• T 

dx 

~  'ly  ' 

dz 

"    (fy           dz 

dz           dx 

dx          d\ 

que  zéro. 

•)'.,„,  ne  peut  s'annuler  que  si  Idii  a  eu  tous  les  points  exti'rieiirs  à  S 

(5) 

De  même  .l-.>,„  ne  peu!  s'auiiiiler  (pie  si  les  mêmes  relations  ont  lieu  en  tous 
les  points  intérieurs  à  .S. 

Or  c(;s  relations  entraineni  les  suivantes  : 

(6)  1„^  =  a-\-  qz  —  ry,         ■i\,i,  =  b  -i-  rx  —  j>:.,         Zm=  c -h py  —  gx, 

a,  b,  c,  p,  q,  r  étant  des  constantes. 

\  l'extérieur  de  S,  les  relations  (6)  ne  peuvent  évideiiiineut  avoir  lieu  (jue  si 
ces  six  constantes  sont  milles,  puisque  im,  'im,  Km  doivent  être  nulles  à  l'iufini. 

Si  donc 

i'.,m=  (>, 

on  aura 

dOù 

.1.,,,,  =  (I. 

Supposons  iiKiinlenaul  cpie  ,L,„  soit  nul;  les  relati(Uis  (6)  devront  èlre  salis- 
faites  à  l'inléricur  de  S  et,  par  (■ouse(pieul,  sur  S  ell(!-méiiic. 

D'autre  part,  nous  devons  supposer  que  les  fonctions  données  X,  ^  ,  Z 
satisfassent  aux  conditions  de  r(''quilibre  d'un  cor])s  solide  qui  s'écrivent 

(    /  \  d:>  =  /  Y  du>  =  /  /.  (-/'■'  =  I  (y'/.  —  z\  )  do 

(7) 

I  =  j  (z\-  x7.)d,„  =  j  (x\  —y\)dw  =  „. 

d'il  est  un  élément  de  la  surlace  .S. 
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Les  conditions  (7J  enlraînenl  les  relaliuns  suivantes  : 

(8) 

avec  celles  qu'on  en  déduit  par  symétrie. 

Si  alors  les  relations  (6)  ont  lieu  à  l'intérieur  de  S,  et  par  conséquent  aussi 
sur  la  surface  S  elle-même,  on  aura,  eu  verlu  des  équations  (8), 

y-2m  =  <>■ 

Ainsi,  Sont  ne  peut  s'annuler  sans  que  J  ,,„  s'annule  et  inversement.  Donc  le 

rapport  t-^  ne  peut  ni  s'annuler,  ni  devenir  infini,  et  nous  pouvons  lui  assigner 

une  limite  supérieure  M  el  une  limite  inférieure   ^• 

On  l'n  cunclul,  par  un  |H'0C('d(''  connu,  rin(''i;alité 

J'g„,-.-2-i- Jj,n^o      ,1—  M  y- 

ce  qui  prouve  que  le  rayon  de  convergence  est  plus  grand  que —■ 

Cette  démonstration  laisse  à  désirer,  il  y  aurait  lieu  de  la  compléter;  je 
signale  cette  question  aux  chercheurs  ;  on  pourrait  employer,  en  les  modifiant 
quelque  peu,  les  procédés  dont  je  me  suis  servi  dans  mes  recherches  sur  la 
méthode  de  Neumann,  avec  laquelle  la  méthode  exposée  ici  pri'sente  une 
parenté  évidente. 


SUR 

LA  PROPAGATION  DE  L'ÉLECTRICITÉ 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  l.   117,  p.  1027-1032  (26  décembre  iSgS). 


On  a  représenté  les  variations  du  potentiel  électrique  dans  un  fil  qui  Irans- 
niet  une  perturbation  électrique  par  l'équation 

qui  est  connue  sous  le  nom  (ïrf/ii'f/io/>  drs  Irlrg-raphisti's.  V  est  le  potentiel, 
A,  B,  C  sont  des  constantes;  le  premier  terme  provient  de  la  selt-induction,  le 
second  de  la  résistance  ohmique,  le  second  membre  de  la  capacité  du  fil. 

On  peut,  en  choisissant  convenablement  les  unités,  r(''dnii-e  l'équalion  à  la 
forme 

lîF  ^"'di~  dx'-  ' 

l'unilt'  de  vitesse  est  alors  la  vitesse  de  la  lumière.  Si  l'on  pose 

V  =  U  e-i, 
l'équalion  devient 

'  dr-         dx"- 

Pour  que  le  problème  soit  déterminé,  il  faut  que  l'on  se  donne  les  conditions 
initiales;  je  suppose  donc  que,  pour  t  =  0,  U  se  réduit  à  une  fonction  donnée 
f{x),  que  je  mettrai  sous  la  forme  d'une  intégrale  de  Fourier 


f(x)=  j  fHq)ri'l'-,lq, 
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el  t|iie  -j-^  pour  f  ^o,  se  réduit  à  une  tonclKia  donnéii 

Je  puis  alors  iiiéltre  rintégrak-  de  (i)  sous  la  forme 

(2)  U=  f^  "  ei'l-  r 6  cos ?  s/.7^^=^  +  0 ,  ''"  ''_^"  '  1  (Ici, 


(3) 


U  =  f^  '  oc  e'f''''-*'  '''    '  '  dq  -^f^  '  p  e'^'''-"  '''    '  ^  dq. 


0,  ,,         8  0, 

:  J 


~        "^.i  \I(J'- — 1  -        xifjq- —  1 

Discutons  ces  résultats  et,  pour  fixer  les  idées,  supposons  que _/'(:?')  ety'i(j") 
soient  nuls  pour 

a:  >  fl        ou        a:  <  6 

el  soient  ('gaux  à  des  polynômes  entiers  en  x  poui' 

«  >  j;  >  b. 

Alors  «  et  (3  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

a  =   a'  e-''/"  +  a"  e-''/*,  9,  —  [i'  e-''/"  -t-  p"  e-''/'', 

a',  a",  j3'  et  (3"  étant  développables  suivant  les  puissances  de  -  quand  q  est  assez 
grand. 

Si  alors  nous  mettons  L^  sous  la  forme  (3),  la  première  intégrale  tlu  second 
membre  de  (3)  s'écrira 


/  (a  e-''7"  -4-  a"  e-^<ll>)  ei'T.^+')  'l{q,  t)dq, 

où 

i/(q,  0  =  e''f''^^-''] 

est  développahie  pour  q  suffisamment  grand,  suivant  les  puissances  croissantes 

de  -  et  de  t.  Alors,  en  vertu  d'un  théorème  facile  à  démontrer,  cette  intégrale 
q  '  o 

est  une  fonction  holomorplie  de  x  et  de  t,  pour  i  =  o,  et  pour  toutes  les  valeurs 

réelles  de  x,  sauf  pour 

X  =  ri  —  t,         X  =  b  —  /. 
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Di'  im^iiie,   la  secumlt'  iiilc^ralo  du  suconti  ineinljrc  de  (3)  sera   lioloiiiiirplio, 
sauf  pour 

.r  =  a  -h  t,         X  =  b  -\-  t. 

Ainsi,  pour  /  ^  o,  U  sera  une  foiirLiou  holomorphe  de  x  cl  de  l,  saut  pour 

X  =  o  ±t,        X  ^  b  àz  t. 

Les  valeurs  initiales  de  U  el  de  —rj-  étanl  nulles  pour  ,r  >■  «  et  x  <i  h,  il  en 
résulte  ipie  U  sera  nul  pour 

x^  a  +  t         el         u-  <  6  —  t. 

On  voit  Légalement  que  la  fonction  U  possède  quatre  discontinuités 

X  =  a  dz  f,         X  =  b  ±  /, 

qui  se  propagent  avec  une  vitesse  constante  égale  à  celle  de  la  lumière. 

Pour  pousser  celte  élude  plus  loin,  commençons  par  faire  une  hypothèse 
particulière. 

Soient  _/'=:  o  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et/i^o  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  non  comprises  entre  — £  el  +£,  /i=  r  pour  —  e  <  .r  ■<  e.  On  en  conclut, 

si  £  est  très  petit, 

0  =  o,         Oi  =  I 

et 

U  =  /  e"?- IL-       dq  =    /  .     . ch,  -   /  .     . dq. 

•J—^  dq- — I  J       il  dq-  —  I  -y       'il  \J    ' 


I 


Les  deux  intégrales  du  troisième  membre  doivent  Oirc  prises  le  long  d'un 
chemin  allant  de  — -oo  à  +  oo ,  mais  passant  au-dessus  de  l'axe  des  quantités 
réelles,  de  façon  à  éviter  les  points  singuliers  (/  =  ±:  i . 

La  théorie  des  intégrales  imaginaires  de  Cauchy  montre  que  la  jiremière 
intégrale  du  troisième  membre  est  égale  à  o  pour  ,r  +  i  >■  o  el  à 


_    /        e'':<'"'fe"^'T'dti  =  \{x,t) 
2  J,, 


pour  X  -[-  t  <C.o. 

De  même,  la  seconde  intégrale  est  égale  à  o  pour  x -\-  l  ^  o  et  à  A{x,  t) 
pour  X —  <  <;  o. 
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On  a  donc 

U  =  Il  pour  X  y-  t, 

U  =  A  pour  Z  >  a;  >  —  t, 

U  ^  Il  pour  ■X  <C  —  '• 

On  trouve  d'ailleurs  aisi'Mnent 

Jo  étant  la  fonction  de  Bessel. 

Soit  maintenant  O^o,  mais  Oi  quelconque;  ou,  ce  qui  revient  au  môme, 
/nul  ety'i  quelconque;  nous  supposerons  toutefois  que  fi  est  nul  pour  a"  >  « 
o\  X  <Cb  et  différent  de  o  quand  x  est  compris  entre  b  et  a. 

On  a  alors 


\lq-—i 
OÙ  l'on  a  posé 


On  voit  que 

K  =  o         pour     G>j^  +  /     ou     z  <  X  —  t 

et 

K  =  .V(j;  —  2,?)         pour     .t'-4-?>5>a:  —  t. 

Comme  d'autre  part,  J\  est  nul  sauf  entre  b  et  a,  nous  aurons  (  si  /  >  — — 
cinq  hypothèses  à  distinguer  : 

I"  x>  a-Jr  t,         U  =  o, 

?"     a  +  Z>x>6-l-/,         U=r     ■f^^^\{x  —  z,t)dz, 

(4)  \  3"     6-4-?>.r>«  — «,         U=f-à^\dz, 

1  ^/,       -  '^ 

4"     a-  f>x>b  —  l,         U  =  /  ''-Ij^  A  </;, 

5"  b  —  f^x,         U  =  o. 

Soit  maintenant  /i  nul,  et  /  différent   de  o  entre  b  et  a,  mais  nul   encore 
pour  X  >  «  ou  X  <  &•  Il  vient 

/-+"  

U  =  /         9  ces/  \/ç- —  I  rf^i, 

H.  P.  —  IX.  36 
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Ji'  soilc  iiiu',  pour  passci'  ilii  (MS  |)rôc('(li'iil  à  ('cliii-cl,  il  SLiflit  île  cliangt'i'  Oi 
l'ii  0  l^t'I/i  l'nf).  l'I  ili'  (liUcicMl  lor  |iiir  ri(|i|)(iil  à  /.  On  Iruiivu  ainsi  dans  nus 
ciiK]  li\  pullièsos  : 

1"  ,r  "■  Il  -i-  /.         lî  =  (I, 


•>"     Il 


i"    Il  —  t>  x>  b  —  t, 

0"  /;  —  t  ">  ^,         U  =  I). 

Observons  d'.iilleiirs  que 

\(t,   t)=X(  —  t,   t)=  71. 

Nous  avons  ainsi  la  solution  coniplèlc  de  deux  cas  parliculiers,  celui  oùy'osl 
nul  et  celui  où  /\  csl  nul.  Il  est  clair  fpie  l'on  résoudrait  le  cas  général,  en 
ajoutant  ces  deux  solutions  particulières. 

Les  résultats  précédents  peuvent  donner  lieu  à  diverses  observations  ;  on 
voit  d'abord  que  la  /(He  de  la  perturbation  se  propage  avec  une  certaine  vitesse, 
de  telle  sorte  que,  en  avant  de  cette  tête,  la  perturbation  est  nulle,  contraire- 
ment à  ce  qui  se  passe  dans  la  théorie  de  la  chaleur  de  Fouriei-  et  conformé- 
ment aux  lois  de  la  propagation  île  la  lumière  ou  du  son  par  ondes  planes, 
déduites  de  l'équation  des  cordes  vibrantes.  Mais  il  y  a,  avec  ce  dernier  cas, 
une  différence  importante,  car  la  perturbation,  en  se  propageant,  laisse  derrière 
elle  un  résidu  qui  n'est  pas  nul  ;  car  U  ne  s'annule  pas  pour  b  -\- 1^  x>  a  —  t. 

Si  a  —  b  est  très  petit,  c'est-à-dire  si  la  perturbation  est  de  très  courte 
durée,  les  termes  qui,  flans  les  équations  (4)  et  (5),  sont  exprimées  par  des 
intégrales  sont  très  [)etits,  tandis  que  les  termes  débarrassés  du  signe/  restent 
finis.  On  a  donc  sensiblement 

U  =    -  /'(  j;  —  I  )         pour     II  +  1  y-  X  >  b  -l-  t, 
2-'  '         ' 

U  =  -f{x  -y-  t)         pour     K  —  t       .V  >  b  —  f, 

U  =  o         dans  tous  li'S  autres  cas. 

Le  résidu  est  donc  négligeable  devant  la  peiturhalion  j)rin(;ipale;  mais  il  n'en 
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est  plus  de  même  si  Li  pcrliulvilion  est  de  loni;iK'  (lurée  et  si  n  —  h  est  fini.  Le 
résidu  peut  alors  (rouLler  les  ol)ser\ati()iis. 

Je  crois  qu'il  ne  sera  pas  inutile  de  s(;  rappeler  ces  résultats  quand  on  voudra 
discuter  les  expériences  relatives  à  la  vitesse  de  propagation  de  l'électricité. 

Des  questions  du  même  genre  avaient  été  abordées  par  des  méthodes  toutes 
dillerentes,  par  le  regretté  Ilngoniot,  dans  ses  Mémoires  des  LVII"  el  l^VIIP 
Cahiers  du  Joitinal  de  l'Ecole  Polytechnique;  les  niélhodes  que  je  propose 
conduiseni  à  une  solution  plus  complète  cl  à  dos  démonstrations  plus 
ritioureuses. 


NOTES    ET    COMMENTAIRES. 


XXIII. 
ÉQUATIONS  UIFFÉRENTIKLLES  DE  LA  PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE. 


M.  Jacques  Hadamakd  a  publié  dans  le  tome  38  (19.31)  des  Âcta  Malhematica 
consacré  à  l'œuvre  de  Henri  Poincaré,  une  analyse  approfondie  des  plus 
importants  travaux  de  H.  Poincaré.  Nous  reproduisons  en  tète  de  ces  Noies  la 
partie  de  cette  analyse  relative  aux  équations  aux  dérivées  partielles  de  la  Physique 
mathématique. 


L'OEUVRE  MATHEMATIQUE  DE  HENRI  POINCARE 

par  Jacques  IIadamard. 

III.   —  Les  équations   aux  dérivées  partielles   et  les   problèmes 
de  la  Physique  mathématique. 

Même  après  l'évolution  qui  a  augmenté  l'importance  des  équations  différentielles 
ordinaires  pour  la  Physique  mathématique,  celle-ci  continue  —  et  continuera  —  à 
sappuyer  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles. 

Pour  ces  dernières  également,  et  plus  nettement  même  que  pour  les  précédentes, 
la  solution  telle  qu'on  la  concevait  primitivement  —  ce  qu'on  a  appelé  l'intégra- 
tion formelle  —  est  hors  de  cause.  Non  seulement  Vintégrale  générale,  par  le 
moyen  des  symboles  élémentaires  connus,  est  le  plus  souvent  introuvable;  niais 
même  une  fois  obtenue,  elle  ne  rend  pas  les  mêmes  services  que  dans  le  cas  des 
équations  dillérenlielles  et  ne  dispense  pas  de  recherches  aussi  difficiles  ou  plus 
difficiles  que  celles  qui  ont  conduit  i\  l'écrire,  lorsqu'on  veut  l'appliquer  aux 
véritables  problèmes  qui  se  posent  le  plus  généralement. 

Les  difficultés  que  ceux-ci  présentent  peuvent  être,  suivant  les  cas,  de  nature 
très  difiérente. 

Il  peut  arriver  qu'elles  ressemblent,  avec  des  dill'érences  de  degré,  à  ce  qu'elles 


s 
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sont  pour  les  équations  dillérentielles,  de  sorte  que  la  solution  puisse  être 
considérée,  au  point  de  vue  tiiéorique,  comme  fournie  localement  par  les  méthodes 
de  Cauchy,  quitte,  dans  une  seconde  partie  du  travail,  a  faire  la  synthèse  des 
différents  éléments  de  solution  ainsi  obtenus. 

C'est  ce  qui  se  passe  —  l'équation  étant  supposée  introduite  par  l'étude  d'un 
phénomène  physique  —  lorsque  celui-ci  se  déroule  librement  dans  l'espace  illimité, 
et  oii,  par  conséquent,  pour  déllnir  son  évolution,  il  suffit  de  se  donner  les  con- 
ditions initiales,  c'est-à-dire  son  état  à  un  instant  déterminé. 

Mais  si  le  phénomène  a  pour  théâtre  une  enceinte  limitée  par  des  parois,  de 
sorte  que  pour  achever  de  le  définir,  il  faut  écrire  un  système  de  conditions  aux 
limites,  exprimant  le  lôle  joué  par  les  parois  en  questions,  une  difliculté  d'un  tout 
autre  ordre  apparaît. 

11  est  encore  vrai  que,  au  voisinage  d'un  point  quelconque,  la  solution  est  le  plus 
souvent  représentable  par  des  développements  en  séries  du  même  type  que  dans 
les  problèmes  précédents.  Mais,  cette  fois,  aucun  de  ces  é/é/ne///5  de  solution  —  non 
pas  même  le  premier  (').  comme  il  arrivait  pour  les  équations  dillerenlielles 
ordinaires  —  ne  peut  être  déterminé  isolément  :  la  connaissance  de  chacun  d'eux 
est  inséparable  de  celle  de  tous  les  autres. 

C'est  le  renversement  du  principe  même  qui,  en  toutes  les  autres  circonstances, 
guide  la  marche  du  calcul  intégral  :  la  division  de  la  difliculté  en  une  difliculté 
locale  et  une  difliculté  de  synthèse.  Une  telle  division  est  ici  radicalement 
impossible. 

Aussi  l'apparition  de  ces  sortes  de  problèmes  —  et  surtout  du  premier  de  tous, 
celui  qui  leur  a  servi  de  type,  le  problème  de  Dirichlel  —  a-t-elle  changé  profon- 
dément toute  l'allure  de  la  Matiiémalique  moderne. 

Cet  exemple  est  précisément  celui  que  l'oincaré  a  choisi  pour  montrer  comment 
la  Physique  impose  aux  mathématiques  des  problèmes  auxquels  elle  n'aurait  pas 
songé  à  elle  seule.  On  voit  qu'il  n'en  pouvait  exister  de  plus  typique. 

Un  tel  problème  ne  pouvait  manquer  d'attirer  l'attention  de  l'oincaré  comme 
il  avait  attiré  celle  de  plusieurs  de  ses  prédécesseurs.  La  nouvelle  solution  qu'il 
y  apporta,  la  méthode  du  baliiyage,  s'inspire  très  directement  de  la  nature  même 
de  la  question,  de  celte  interdépendance  mutuelle  de  toutes  les  parties  de  la 
solution  telle  que  nous  venons  de  la  signaler. 

Mais,  alors  que  la  méthode  du  balayage  elle-même  se  rattache  aux  autres 
travaux  antérieurement  consacrés  à  la  théorie  du  problème  de  Dirichlel  (-),  celle 
théorie  devait  peu  après  entrer  dans  une  phase  toute  nouvelle  et  subir  une  révolu- 
tion profonde  dont  l'utilité  ressort,  elle  aussi,  des  remarques  précédentes. 

Son  principe  consiste  à   remplacer  l'équation  nax  dérivées  piirticlles,  ainsi  que 


(')  Rien  ne  comluil  d'ailleurs  ii  établir  entre  les  éléments  en  question  un  ordre  déterminé  : 
à  considérer  spécialement  l'un  d'entre  eux  plutôt  qu'un  autre  comme  le  premier. 

('■)  Elle  se  distingue  des  métliodes  d'approximations  successives  proposées  jusqu'à  lui  surtout 
en  ce  que  celles  ci,  dans  le  choix  des  expressions  destinées  à  servir  de  points  de  départ,  se 
préoccupaient  tout  d'abord  de  satisfaire  dès  l'abord  à  l'équation  aux  dérivées  partielles,  les 
autres  conditions  du  problème  devant  être  vérifiées  par  le  jeu  des  retouches  successives. 
Poincaré,  le  premier,  guidé  par  l'interprétation  pbj'sique  de  ses  calculs,  songea  à  faire  l'inverse. 
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les  autres  eoiidilions  aux(iuelles  doit  satisfaire  la  l'onclion  inconnue,  par  une 
équation  intégnile.  Au  lieu  de  faire  (igurer  l'inconnue  sous  des  signes  de  dérivation, 
on  la  fait  apparaître  sous  un  signe  d'intégration. 

Les  premiers  sont  évidcniinent  une  sorte  de  micioscope  par  laquelle  on 
représente  des  relations  dans  Tinliniment  petit.  Le  second,  au  contraire,  est  essen- 
tiellement synthèse  et  non  analyse.  Point  n'est  besoin  dès  lors  de  longues  explica- 
tions pour  comprendre  comment  son  emploi  est  autrement  bien  adapté  aux 
circonstances  dont  nous  avons  parlé  que  celui  de  la  diUérenlialion. 

Ce  changement  complet  d'orientation  dans  l'étude  du  problème  de  Dirichlet  et 
de  tous  les  problèmes  analogues  de  la  Physique  mathématique  évoque,  tout 
d'abord,  le  nom  de  M.  Fredholni. 

On  se  tromperait  cependant  du  tout  au  tout  en  n'y  rattachant  pas  également, 
et  d'une  manière  très  étroite,  celui  de  Poincaré.  Ce  serait  méconnaître  cette  vérité 
aujourd'inii  banale  que  les  manifestations  les  plus  importantes,  les  plus  inattendues 
de  l'esprit  humain  sont  le  produit  non  seulement  du  cerveau  de  leur  auteur,  mais 
de  toute  l'époque  qui  les  a  vu  naître. 

Or  notre  époque,  au  point  de  vue  mallii'matique,  c'est  avant  tout,  Poincaré. 

N'oyons  comment  son  œuvre  a  été  une  condition  indispensable,  la  naissance  de  la 
nouvelle  méthode. 

La  première  étape  qui  devait  conduire  à  celle-ci  peut  être  cherchée  dans  le 
célèbre  travail  de  M.  Schwarz  inséré,  à  l'occasion  du  jubilé  de  Weierslrass,  dans 
les  Acla  Societatis  Fennkm  (i885). 

Le  point  de  départ  de  M.  Scinvarz  est  une  question  de  pure  analyse  empruntée 
au  Calcul  des  Variations.  Mais  le  résultat  obtenu  admet  une  interprétation  physique 
immédiate.  L'équation  aux  dérivées  partielles  considérée  par  M.  Schwarz  est 
immédiatement  liée  à  celle  qui  gouverne  les  vibrations  d'une  membrane  tendue  et 
ce  qu'il  obtient,  c'est  le  so/i  fo/ir/nmenùil  lequel  se  présente  comme  correspondant 
à  la  valeur  qu'il  faut  donner  à  un  certain  paramètre  1  qui  figure  dans  l'équation 
aux  dérivées  partielles. 

Dans  l'étude  de  tout  phénomène  vibratoire  dans  un  milieu  limité  l'expérimenla- 
teur  constate,  on  le  sait,  l'existence  d'un  tel  son  fondamental,  ou,  s'il  s'agit  d'autre 
chose  que  d'acoustique,  d'une  \elle  frériuence  fondamentnle.  Mais,  de  plus,  cette 
fréquence  fondamentale  n'est  pas  la  seule  fréquence  propre  :  en  acoustique,  par 
exemple,  le  son  fondamental  s'accompagne  d'une  série  indéfinie  d''hiirmoniques 
dont  les  propriétés,  sous  les  rappoils  les  plus  essentiels,  sont  analogues  à  celles  du 
premier. 

Expérimentalement,  l'existence  de  toutes  ces  fréquences  propres  est  manifeste. 
Mathématiquement,  M.  Schwarz  était  le  premier  à  démontrer  par  sa  savante 
iric'thode  celle  de  la  plus  simple  d'entre  elles,  la  fréquence  fondamentale.  H  est 
clair  qu'un  tel  résultat  deinandait  à  être  complété  par  son  extension  aux  sons 
harmoniques.  Dix  ans  après,  en  ellet,  M.  Picard  parvenait  ii  établir  l'existence  du 
[>remier  d'entre  eux,  c'est-ii-dire  du  second  son  propre. 

C'est  à  Poincaré  qu'est  due  la  solution  générale,  c'est-à-dire  la  <lémonslratioti  de 
l'existence  de  tous  les  harmoniques  successifs. 

Par   l'emploi   de   profonds    lemmes  géométriques,   il   démontre  ([uc,   multipliant 
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la  solution  par  un  polynôme  en  /  à  coefficients  indéterminés,  on  peut  toujours 
choisir  ces  coefficients  de  manière  à  ce  que  le  développement  du  produit  suivant 
les  puissances  de  /  converge  dans  un  rayon  plus  grand  qu'avant  la  multiplication, 
et  même  aussi  grand  qu'on  le  veut  si  le  degré  du  polynôme  a  été  pris  suffisamment 
élevé.  Ceci  équivaut  à  dire  que  cette  solution  est  une  fonction  méromorphe  de  /. 
Son  numérateur  seul  est  fonction  de  la  position  d'un  point  dans  le  domaine  que 
remplit  le  milieu  considéré  :  son  dénominateur  et,  par  conséquent,  ses  pôles  en 
sont  indépendants. 

Ce  sont  eux  qui  fournissent  les  fréquences  propres  cherchées.  Les  résidus 
correspondants  ou  fonftions  foiidarnenltiles  qui  donnent  la  forme  des  vibrations 
propres,  représentent  une  seconde  partie  importante  de  la  découverte  ainsi  réalisée. 

Ce  résultat  capital,  véritable  fondement  de  toute  celte  partie  de  la  Physique 
rualhémalique,  ne  suffisait  cependant  pas  à  préparer  l'évolution  dont  nous  avons 
parlé  tout  à  l'heure.  Kn  particulier,  il  n'aurait  pas  à  lui  seul  rendu  possible 
l'application   de   la    méthode  des   équations   intégrales   au    problème  de  Dirichlet. 

11  a  fallu  d'abord  que  Poincaré  reprit  au  même  point  de  vue  la  plus  connue  et 
la  plus  importante  des  méthodes  indiquées  (indépendamment  de  celle  du  balayage) 
pour  la  résolution  de  ce  problème,  la  méthode  de  iXeumann. 

Ce  qui  fait  peut-être  du  Mémoire  sur  la  Méthode  de  Neuinann  et  le  principi'  de 
Dirichlet  un  des  plus  beaux  triomphes  du  génie  de  Poincaré,  c'est  que  rien  ne 
faisait  prévoir  l'analogie  qu'il  allait  établir  entre  ce  problème  et  le  précédent. 

Nous  avons  rappelé  que  les  constatations  expérimentales  indiquaient  a  priori 
l'existence,  dans  le  problème  considéré  par  Schwarz  d'une  série  d'harmoniques, 
ainsi  que  de  fonctions  fondamentales  correspondantes. 

Bien  de  pareil  ne  se  présentait  à  propos  de  la  métliode  de  Neumann;  et  même, 
rien  ne  conduisait  à  introduire  dans  cette  nouvelle  question  le  paramètre  indé- 
terminé /  qui  s'introduit  de  lui-même  dans  celle  des  harmoniques. 

L'analogie  analytique  était  à  peine  plus  utilisable  que  l'analogie  physique.  11  est 
vrai  que  la  solution  fournie  par  Poincaré  fait  apparaître  dans  les  deux  cas  les 
mêmes  résultats  essentiels,  mais  non  pour  les  mêmes  raisons. 

En  un  mot,  les  tondions  fondamentales,  au  lieu  d'être  suggérées  par  une 
interprétation  physique  simple,  devaient  ici  sortir  tout  armées  du  cerveau  de 
l'analyste. 

Poincaré  montra  cependant,  ici  encore,  que  la  vraie  signification  de  la  méthode 
de  Neumann  n'était  autre  que  le  développement  de  la  solution  par  rapport  aux 
puissances  d'un  certain  paramètre  qu'il  introduit  dans  les  données  du  problème, 
et  que  toutes  les  autres  circonstances  principales  rencontrées  à  propos  de  l'étude 
des  sons  harmoniques  se  retrouvent  ici. 

Ces  résultais  étaient  d'ailleurs  essentiels  pour  la  méthode  de  Neumann  elle-même  : 
car  ils  permettaient  d'en  établir  la  légitimité  sans  les  restrictions  qu'avait  apportées 
son  autoui'. 

Avec  eux,  —  et  aussi,  ajoulons-le,  après  la  méthode  de  Robin,  d'une  part,  à  côté 
de  laquelle  il  faut  citer,  de  l'autre,  les  travaux  bien  connus  de  M.  Volterra, 
—  loul  était  prêt  pour  l'entrée  en  scène  de  la  méthode  de  M.  Fredholm. 

Celle-ci,   en   ellet,   suit  pas  à  pas  la   marciie  que  nous  venons  de  retracer.  Elle 
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repose  essentiellement  sur  riiilroduclion  du  païamèlre  /.  de  l'oincaré  et  sur  la 
manière  dont  il  figure  dans  l'expression  de  l'inconnue.  Seulement,  grâce  à  sa  belle 
méthode  de  résolution  des  équations  intégrales,  M.  Fredholm  peut  écrire,  sous 
forme  de  développements  en  séries  immédiatement  connus,  le  numérateur  et  le 
dénominateur  que  Poincaré  n'olitcMiait  que  par  de  délicates  approximations 
successives. 

■  Ainsi    les    solutions    de     tous    ces    problèmes    fondamentaux    de     la    l'Iivsique 

matliénialique  —  et  en  particulier,  la  détermination  des  sons  propres,  où  la  forme 

des  domaines  intervient  d'une  manière  si  mj'stérieuse  —  sont  acquises  dès  Poincaré. 

Seulement,  pour  reprendre  la  parole  même  que  nous  citions  en  commençant, 

ces  mêmes  problèmes  sont  «  plus  »  résolus  par  la  méthode  de  Fredliolm. 


Sur  le  problème  de  lo  disirihaiion  électrique  (p.  i5).  —  La  méthode  dite  de 
balayage  pour  la  résolution  du  problème  de  Dirichlet,  dont  le  principe  est  énoncé 
pour  la  première  fois  dans  cette  Note  est  développée  en  délai!  dans  le  Mémoire 
de  II.  Poincaré  Sur  les  éfjualions  aux  dérivées  partielles  de  la  Physii/ue  mathé- 
matique (p.  28). 

Sur  lu  théorie  analytique  de  la  chaleur  (p.  18  el  a/J).  —  Les  démonstrations 
de  l'existence  des  fonctions  fondamentales  et  de  la  croissance  illimitée  de  la  suite 
des  constantes  fondamentales,  esquissées  dans  ces  Notes  sont  reprises  et  dévelop- 
pées par  II.  Poincaré  dans  le  Mémoire  :  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
de  la  Physique  mathématique  (p.  28). 

Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  de  la  Physique  mathématique  (p.  28). 
—  Dans  cet  important  Mémoire,  II.  Poincaré,  d'une  part  expose  la  méthode  dite  de 
balayage  qui  permet  de  démontrer  l'existence  des  solutions  des  problèmes  aux 
limites  associés  à  l'éipiation  de  Laplace  et,  par  suite,  de  démontrer  le  principe  de 
Dirichlet  et,  d'autre  part,  précise  la  méthode  dite  des  fonctions  fondamentales 
pour  laquelle  il  donnera  plus  tard  les  démonstrations  rigoureuses  des  théorèmes 
d'existence  (p.  128). 

Pour  résoudre  le  problème  de  l)iiichlet,  H.  Poincaré  développe  la  méthode  de 
balayage  des  masses  qu'il  avait  déjà  esquissée,  dans  une  Note  sur  le  problème  de  la 
distribution  électrique  (p.  ")').  Cette  méthode  établit  le  principe  de  Dirichlet  pour 
tout  domaine  dont  la  surface  admet  un  plan  tangent  déterminé  en  rliaipie  point 
sauf  éventuellement  en  un  nombre  limité  de  points  coniques  ordinaires. 

H.  Poincaré  a  également  donné  un  exposé  de  celle  méthode  dans  son  Ouvrage  : 
Théorie  du  potentiel  newtunien  (cliap.  Vil,  p.  260-288:  Hésolution  du  problème 
de  Dirichlet;  La  méthode  de  balayage).  Elle  est  légalement  exposée  dans  le  Traité 
iFAnalyse  de  M.  l'.mile  Picaro  {l.  Il,  chap.  IV,  p.  96-rn8,  2''  édit.  :  Méthode  de 
M.  Poincaré  pour  la  solution  du  problème  de  Dirichlet). 
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La  mélliode  de  \l.  H.  Poincaré,  iospirée  directenieiU  des  problèmes  posés  par  la 
Physique  mathémalique,  considère  exclusivement  le  cas  de  l'espace  à  trois 
dimensions.  Dans  sa  Thèse,  M.  A.  Par.4F  [Sur  le  problème  de  Dirichlet  et  son 
extension  au  cas  de  l'équation  linéaire  générale  {Ann.  Fac.  Se.  Toulouse,  1892)] 
a  indiqué  les  modifications  importantes  que  l'on  doit  apporter  à  cette  méthode 
pour  rappliquer  aux  problèmes  posés  dans  le  plan.  Les  Mémoires  de  M.  H.  Poincaré 
et  M.  \.  Paraf  ont  servi  de  bases  aux  recheiches  de  M.  Ed.  Le  Roy  \Sur  Vintégra- 
tion  des  équations  de  la  chaleur  {Thèse,  Paris,  1898)].  Parlant  d'une  remarque 
de  INL  Paraf,  M.  Ed.  Le  Roy  étend  à  des  équations  d'un  type  général  les  résultats 
établis  pour  l'équation  de  Laplace  et  en  mettant  la  méthode  de  balayage  sous  une 
forme  canonique  valable  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes,  en 
déduit  par  un  procédé  unifoime  les  théorèmes  d'existence  relatifs  aux  problèmes 
associés  à  l'équation  de  la  chaleur. 

La  méthode  de  balayage  de  M.  H.  Poincaré  se  trouve  ii  la  base  des  recherches 
contemporaines  sur  la  théorie  du  potentiel. 

iXous  citerons  notamment  les  Ouvrages  suivants  : 

G.  BoL'LiGAND,  Fonctions  harmoniques.  Principes  de  Picard  et  de  Dirichlet 
{Mém.  Se.  math.,  n"  11,   1926). 

0.  D.  Kei.i.og,  Foundations  of  Polenlial  Theor\  {G  rundlehren  dcr  Math .  M  iss., 
t.  31,  Springer,  1929). 

C.  i)B  LA  Vallée  Poussin,  Le  potentiel  logarithmique.  Balayage  et  représentation 
conforme  (Paris  et  Louvain,  i949J- 

Parmi  les  très  nombreux  Mémoires  consacrés  au  problème  de  Dirichlet  et  aux 
extensions  de  la  méthode  de  balayage,  nous  citerons  notamment  les  publications 
suivantes  : 

G.  BoiLiGAND,  Sur  le  problème  de  Dirichlet  {Ann.  Soc.  Polon.  Math.,  t.  k, 
1930,  p.  59-112). 

C.  DB  LA  Vallée  Poissln,  Extension  de  la  méthode  de  balayage  de  Poincaré  et 
problême  de  Dirichlet  {Ann.  Inst.  H.  Poincaré,  I.  2,  1932,  p.  169-282). 

F.  Vasilesco,  Sur  la  méthode  de  balayage  de  Poincaré,  son  extension  par 
M.  de  la  Vallée  Poussin  et  le  problème  de  Dirichlet  généralisé  {.!.  Math,  pares  et 
appl.,  t.  li,  193.5,  p.  209-227). 

W.  G.  (',.  EvA.NS,  Dirichlet  Problems  {Amer.  Math.  Soc,  Semi  Centennial 
publ.,  t.  2,  1938,  p.  i85-236). 

II.  Cartan,  Sur  les  fondements  de  la  théorie  du  potentiel  {Bull.  Soc.  Math. 
Fr.,  t.  69,  igîi,  p.  71-96);  Théorie  du  potentiel  newtonien  :  énergie,  capacité, 
suites  de  potentiel  {Bull.  Sor.  Math.  Fr.,  t.  73,  1945,  p.  74-106). 

Et  les  travaux  récents  de  M.  1^.  Brei.ot. 

L'étude  du  problème  de  Fourier  développée  par  IL  Poincaré  dans  la  seconde 
partie  a  été  reprise  par  lui  plus  rigoureusement  dans  son  Mémoire  :  Sur  les 
équations  de  la  Physique  mathématique  (p.  I23).  Ces  travaux  ont  été  prolongés 
par  M.  Ed.  Le  Roy  dans  sa  Thèse  citée  plus  haut. 
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Dans  la  dernièic  partie  (§  j,  Retour  à  Pliypothése  moléculaire,  p.  io4), 
II.  Poiiicaré  a  montré  notamment  comment  les  résultats  obtenus  par  l'étude  des 
éiiuations  aux.  dérivées  partielles  s'interprètent  dans  une  description  moléculaire 
de  la  matière  en  se  ramenant  à  des  équations  dillérentielles  linéaires  à  coefficients 
constants.  Dans  celles-ci,  la  seule  variable  indépendante  est  le  temps,  mais  un  très 
grand  nombre  de  fonctions  inconnues  interviennent.  11.  Poincaré  insiste  sur  la 
persistance  dans  le  passage  des  équations  dillérentielles  aux  équations  aux  dérivées 
partielles  des  propriétés  de  symétrie  ou  des  caractères  imposés  j)ar  la  nature 
piiysique  des  phénomènes.  Le  point  de  vue  de  H.  Poincaré  est  discuté  dans  le 
tome  I\',  de  VEnryclopéilic  des  Sciences  miithéinatiqties  (édit.  française)  : 
Principes  de  la  Mécanique  rationnelle  d\iprès  A.  Voss,  par  E.  et  F.  Cosserat 
(§  li,  p.  35,  Le  principe  de  continuité). 

Sur  certains  dé^cloppenienls  en  séries  que  Pon  rencontre  dans  lu  théorie  de  Ik 
propai^iition  de  lu  chaleur  (p.  ii4).  —  Sur  l  équation  des  vibialions  d\ine 
membrane  (t^.  119).  —  Les  questions  examinées  dans  ces  Notes  sont  reprises  et 
développées  dans  le  Mémoire  :  Sur  les  équations  de  lu  Pliysique  mathématique 

(p.    123). 

Sur  les  équations  de  la  Physique  mathématique  ([>.  I23).  —  II.  Poincaré 
après  avoir  discuté  et  développé  des  résultats  obtenus  antérieurement  par 
MM.  E.  Picard,  11.  A.  Schwar/.  et  C.  Neumann  sur  le  problème  de  Dirielilet 
généralisé,  établit  d'une  façon  rigoureuse  la  méthode  dite  des  fonctions  fondamen- 
tales pour  la  résolution  des  équations  de  la  Physique  mathématique  et  notamment 
l'équation   de   la   chaleur  et    l'équation   des  vibrations    des  membranes   élastiques. 

Les  lésultats  de  II.  Poincaré  ont  été  étendus  et  généralisés  par  Ed.  Le  Roy  dans 
sa  Thèse  citée  plus  haut,  mais  la  solution  des  problèmes  posés  par  l'équation  des 
vibrations  de  la  membrane  élastl([ue  a  trouvé  une  forme  plus  définitive  dans  la 
théûiie  des  équations  intégrales.  M.  E.  Goursat  {Cours  d' Analyse  mathématique, 
4°  édit.,  t.  3,  1927,  chap.  XXXIII.  Applications  des  équations  intégrales,  p.  5o7-544) 
a  notamment  montré  comment  les  méthodes  et  les  résultats  de  H.  Poincaré  se 
justifiaient  et  se  retrouvaient  facilement  par  la  théorie  des  équations  intégrales. 
E.  Gol'rsat  {lac.  cit.,  S  616  :  Vibrations  des  membranes  élastiques,  p.  53i)  dit 
notamment  en  note  :  «  L'existence  de  la  première  valeur  singulière  qui  coirespond 
au  son  fondamental  avait  été  établie  rigoureusement  par  Schwarz  {OEuvres,  t.  1. 
p.  241).  M.  E.  Picard  avait  démontré  ensuite  l'existence  de  la  seconde  valeur 
singulière  (  C.  R.  Acad.  Se,  t.  116,  iSgS).  Enfin  II.  Poincaré  a  établi  l'e.vistence 
d'une  infinité  de  valeurs  singulières.  Ces  valeuis  singulières  correspondent  aux 
dill'érentes  harmoniques  en  nombre  infini.  On  voit  combien  la  démonstration 
devient  simple  avec  la  théorie  de  Fredholm  .«  Cette  déduction  des  résultais  de 
H.  Poincaré  à  i)arlir  de  la  théorie  de  l'équation  de  Fredholm  a  été  établie  par 
I'..  Picard  [Sur  quelques  applications  rie  Véquation  fonctionnelle  de  Fredholm 
(Rend.  Cire.  Matem.  Palermo,  t.  22,  19<;(5,  p.  24i-25y)J.  Cette  théorie  se  trouve 
également  exposée  dans  l'Ouvrage  de  A.  Korn  :  Uber  freie  und  erzwungene 
Sclnvingungen,  eine  lunfiihrung  in  die  Théorie  der  linearen  Intégral  gleichiin- 
gen  (H.  G.  Teubner,  édit.,  Leipzig  et  Berlin,  ujio). 
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Sur  la  méthode  de  Neumann  el  le  iirohléme  de  Diridilel  (|>.  ii)(3).  — 
II.  Poincaié  a  exposé  la  mélhode  de  Neumann  dans  son  Ouvia»e  :  Théorie  du 
polentiel  newlonien  (Leçons  professées  pendant  le  premier  semestre  1894-1890) 
au.  cliapilre  VIII  (p.  289-826  :  Résolution  du  problème  de  Dirichlet).  I)ans  le 
chapitre  suivant  (chap.  IX,  p.  32y-36i  :  E.tlensiou  de  la  méthode  de  Neumann  au 
cas  des  domaines  simplement  conne.xes.  Les  fonctions  fondamentales.),  il  a  donné 
un  résumé  des  résultats  établis  ici. 

La  méthode  de  Neumann  et  un  aperçu  sur  les  travaux  qui  Font  développée  sont 
exposés  dans  le  Cours  d'Analyse  mulhémalique  de  E.  Goubsat  (t.  3,  chap.  XVII 
et  XVIIl.  4°  édit.)  el  dans  le  Truite  d'Analyse  de  E.  Picviin  (3'  édit.,  t.  1, 
chap.  VllI,  §  15-20). 

Le  Mémoire  de  H.  Poincaré  est  examiné  et  discuté  dans  V fîncyilo[irdie  des 
Sricnces  rtiathéniatiques  [édition  allemande,  t.  II,  chap.  III  :  Neuere  Ent«icklung 
der  Potentialtheorie,  par  L.  Lichtenstei.n  (p.  233-238)]. 

Les  méthodes  de  C.  Neumann  et  de  G.  Robin  ainsi  que  les  résultats  de  H.  Poincaré 
sont  notamment  exposés  et  développés  dans  les  Ouvrages  de  E.  R.  Neumann 
{Sludien  iiber  die  Methoden  von  C.  Aeumunn  iind  G.  Robin  sur  Losung  der 
beiden  Randwertaufgaben  der  Potentialtheorie,  Teubner.  Leipzig,  igoS; 
Beitrage  zu  einzelnen  Fragen  der  hnheren  Potentialtheorie,  Leipzig,  1912),  de 
A.  KoRN  {Lehrhurh  der  Potentialtheorie,  t.  1,  Berlin,  1899;  l.  "2,  Berlin,  1901; 
Fiinf  Abhandiungen  zur  Potentialtheorie,  Berlin  i9o>,)  et  de  0.  D.  Kem.og 
{  Foundations  of  Polential  Tlieory,  loc.  cit.). 

Les  résultats  de  il.  Poincaré  ont  élé  généralisés  par  T.  Carleman  (  Ueber 
Neumann-Poincarésche  Probien)  fiir  rin  Gebiet  mit  Ecken,  Upsala,  1916). 

Sur  Véquilibre  tTun  corps  élastique  (p.  278).  —  H.  Poincaré  dans  ses  Leçons 
sur  la  théorie  de  Célasticité  (Paris,  1882)  considérait  le  problème  de  rinlégration 
des  éi|uations  de  l'élasticité  comme  très  ardu  et  présentant  des  difficultés  insur- 
montables. 

Parmi  les  très  nombreux  travaux  consacrés  à  la  recherche  d'une  solution  générale 
de  ces  équations,  nous  citerons  notamment  les  publications  de  A.  Korn  [principa- 
lement Ann.  Ec.  I\'orni.  Sup.  (3),  t.  2i,  1907,  p.  9  el  Ann.  Far.  Se.  Toulouse,  1908, 
p.  i65]  et  de  E.  et  F.  Cosserat  {G.  R.  Acad.  Se,  t.  126,  1898,  p.  1089  et  1129; 
t.  127,  1898,  p.  3i5;  t.  133,  igoi,  p.  i45,  210,  271,  826,  36i,  382  et  4oo;  t.  143, 
1907,  p.  ii39;"t.  l'i-6,  1908,  p.  169). 

Des  exposés  généraux  sur  les  travaux  relatifs  à  ce  problème  se  trouvent  dans  les 
Ouvrages  de  P.  Appell  (Traité  de  Mécanique  rationnelle,  3°  édit.,  t.  3,  1921, 
p.  636),  A.  I].  H.  Love  {A  Treatise  on  the  mathematical  theory  ofelasticity, 
4"  édit.,  1927,  chap.  X,  p.  229),  L.  Lecornu  [  Théorie  mathématique  de  l'élas- 
ticité  {Mém.  Se.  math.,  fasc.  33,  1929)]. 

Sur  la  propagation  de  l  électricité  (p.  278).  —  La  solution  remarquable  de 
l'équation  dite  des  télégraphistes  donnée  dans  celle  Note  a  été  développée  par 
H.  Poincaré  dans  son  Ouvrage  :  Les  oscillations  électriques  (Compléments  au 
chapitre  IV,  §  87  d,  p.  182-18S). 
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1,11  Nolo  (le  II.  l'oiiKNui-  a  é[v.  couniiuiiicfiici'  à  I  Vcadciiiie  des  Sciences  dans  lu 
séance  du  26  décembre  iSgS.  La  séance  suivante  (C  fi.  Acad.  Sr.,  i.  118,  1894, 
p.  16-17'),  M.  K.  PiCAUi)  dans  une  iVole  inlilulée  :  Sur  ré<iualion  aii.r  dérivées 
niirtit'lles  </iii  se  ren/  outre  dans  ht  théorie  de  la  propagation  de  l'électricité  a 
montré  que  l'on  retrouvait  très  simplement  les  résultais  de  11.  Poincaréen  utilisant 
une  méthode  de  Uiemann  applicable  aux  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  i>  caractéristiques  réelles.  M.  I-.  l'iCAim  à  développé  sa  Mole  dans  un  Méuioire  : 
Sur  une  équation  aux  dérivées  partielles  de  la  théorie  de  la  propagation  de 
rélertricitc  (  Hull.  Soc.  Math.,  t.  2'2.  iStj'i,  p.  2-8)  ainsi  que  dans  son  Ouvrage  : 
Leçons  sur  t/uelques  types  simples  d'équations  aux  dérivées  partielles  avec 
applications  à  la  Physique  mathématique  (  Cahiers  scientifiques,  publiés  sous  la 
dii'eclion  de  M.  (i.  Jli.ia,  l'asc.  1,  chap.  XIX,  p.  \'^[\-\']Qi).  iM.  K.  Picard  expose 
également  dans  cet  Ouvrage  la  solution  de  H.  Poincaré  (chap.  XX,  p.  180-182). 

La  méthode  de  IL  Poincaré  a  été  étendue  au  cas  d'une  propagation  dans  un 
milieu  à  trois  dimensions  par  M.  J.  Bou.ssinesq  dans  deux  Notes  :  Intégration  de 
l'équation  du  son  pour  un  fluide  indétini  à  une,  deu.r  ou  trois  dimensions,  quand 
des  résistances  de  natures  diverses  introduisent  dans  cette  équation  des  termes 
respectivement  proportionnels  à  la  fonction  caractéristique  du  mouvement  ou  à 
ses  dérivées  partielles  premières  (('.  fi.  Acad.  Se,  I.  118,  1894,  p.  162-166)  et 
Intégration  de  l'équation  du  son  pour  un  /luide  indéjini  à  une,  deux  ou  trois 
dimensions  quand  il  y  a  diverses  résistances  au  mouvement  :  conséquences 
physiques  de  cette  intégration  (C.  R.  Acad.  Se,  t,  118,  1894,  p.  228-228). 

Plus  tard  [  Sur  l'extinction  graduelle  du  mouvement  à  l'arrière  d'une  onde 
isolée  dans  un  milieu  élastique  éprouvant  une  résistance  proportionnelle  ou  à  la 
vitesse,  ou  au  déplacement  {C.  R.  Acad.  Se,  t.  130,  1908,  p.  337-342)|, 
M.  J.  BoussiNESy  a  repris  l'analyse  de  Poincaré  pour  discuter  comment  se  fait 
l'e.xlinction  graduelle  du  mouvement  dans  la  queue  de  Tonde. 


XXIV..  -  THÉORIES  PHYSIQUES. 


SUR 

LA  POLARISATION  PAR  DIFFRACTION 


Acla  Malhenttilica,  t.  KJ,  p.  ■2i)-]-'.^3ç\  (  iSj^-iSg'i). 


I. 


On  sail  à  t|uc'llu.s  discussiuiis  a  doiiiié  liuu  la  question  de  savoir  si  la  viljialiuu 
lumineuse  est  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation  comme  le  veut  Frcsncl, 
ou  parallèle  comme  le  pense  Neuiiiaini.  Une  discussion  de  inèiiie  nalure  a  été 
soulevée  depuis  que  la  théorie  électromagnétique  semble,  aux  yeux  de  beau- 
coup de  savants,  dcvoii'  remplacer  la  théorie  élastique.  On  s'est  demandé  si  la 
force  électrique  est  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation  et  la  force  magné- 
tique parallèle  à  ce  plan,  ou  si  c'est  le  contraire.  Cette  seconde  question  semble 
aujourd'hui  à  peu  près  résolue  et  l'on  est  d'accord  pour  admettre  la  première 
hypothèse.  Mais  si  l'on  conserve  la  théorie  élastique,  la  (juestion  de  la  direction 
de  la  vdiralion  lumineuse  reste  sans  solution  certaine. 

On  a  espéré  quelque  temps  trouver  cette  solution  dans  l'étude  des  phéno- 
mènes de  polarisation  par  diflVaclion.  Une  application,  que  je  crois  erronée, 
du  jirincipe  de  Huyghens  avait  fait  croire  à  presque  tous  les  physiciens  que  le 
plan  perpendiculaire  à  la  vibralion  devait  pai-  la  diliraetioa,  se  rapprochci-  du 
plan  de  dill'raction.  L'Iiypothèse  de  Frcsnel  serait  donc  vérifiik'  si  le  plan  de 
polarisation  se  rapprochait  du  plan  de  dill'raclion. 

l-,es  résultats  des  expériences  furent  contradictoires,  ce  qu'on  expliqua  par 
la  complexité  des  phénomènes  ;  il  se  produit  sur  les  réseaux,  une  réflexion  ou 
une  réfraction  dont  les  effets  viennent  compliquer  ou  même  masquer  l'action 
exercée  |)ar  la  dill'raction  sur  le  plan  de  polarisation.  ,Je  crois  que  ce  n'est  pas 
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là  la  principale  causo  de  l'insuccès  de  ces  tenlalives.  Le  principe  de  Huyghens 
a  donné  lieu  à  de  nombreuses  objections  el  elles  n'ont  été  complètement  réfu- 
tées que  par  Kircliluill'  ijui  a  donné  à  ce  principe  sa  forme  définitive.  Sous  celle 
forme,  ce  principe  csl  une  conséquence  des  équations  fondamentales.  Or,  ces 
équations  soni  les  mêmes  pour  le  vecteur  qui  dans  le  langage  de  la  théorie 
électromagnétique  s'appellerait  force  électrique  et  pour  celui  qui  s'appellerait 
force  magnétique.  Le  principe  de  Huyghens  est  donc  vrai  pour  l'un  et  l'autre 
vecteur.  .Si  donc  l'applicalion  qu'on  en  a  voulu  faire  était  légitime,  elle  le  serait 
pour  les  deux  vecteurs,  et  non  pas  seulement  ])our  celui  qui  représente  en 
grandeur,  direction  et  sens  la  vibration  lumineuse.  Les  plans  normaux  à  ces 
deux  vecteurs  devraient  donc  l'un  el  l'autre  se  rapprocher  du  plan  de  diflVac- 
tion,  ce  qui  est  impossible  puisque  ces  deux  plans  normaux  sont  rectangulaires. 
Cela  seul  devrait  suffire  pour  nous  avertir  de  l'insuffisance  de  la  théorie  adoptée; 
mais  une  analyse  plus  complète  confirme  cette  première  impression;  pour  faire 
passer  le  principe  de  Huyghens  de  hi  forme  que  lui  donne  RirchhoH'  à  celle 
que  lui  donnait  Fresnel,  il  laiil  négliger  cerlains  termes.  Cela  était  légitime 
dans  les  cas  où  Fresnel  l'a  fait,  cela  ne  l'esl  plus  si  le  réseau  est  très  serré  et  la 
déviation  grande,  ce  qui  est  nécessaire  pour  qu'on  puisse  observer  la  rotation 
du  plan  de  polarisation.  On  doit  donc  renoncer  à  tout  espoir  de  résoudre  de 
celte  manière  la  question  de  savoir  si  la  vibration  lumineuse  est  perpendiculaire 
ou  parallèle  au  plan  de  polarisation,  ou  ce  qui  revient  au  même,  si  elle  est 
représentée  par  le  vecteur  que  la  théorie  électromagnétique  appelle  force  élec- 
trique ou  par  celui  qu'elle  appelle  force  magnétique. 

On  n'en  était  pas  encore  tout  à  fait  convaincu  quand  M.  Fizeau  publia  dans  le 
tome  52  des  Comptes  rendus  de  L  Académie  des  Sciences  les  résultats  d'un 
grand  nombre  d'expériences  intéressantes  sur  certains  phénomènes  très 
curieux.  L'illustre  ])hysicien  observa,  en  elfet,  que  la  lumière  réfléchie  réguliè- 
ment  ou  irrégulièrement  sur  des  stries  très  fines  tracées  à  la  surface  d'un  métal, 
de  même  que  la  lumière  transmise  à  travers  une  fente  très  fine  à  parois  métal- 
liques, présente  une  polarisation  souvent  notable  et  tantôt  perpendiculaire, 
tantôt  parallèle  à  la  direction  des  stries  ou  de  la  fente.  Dans  le  Mémoire  que 
y-  viens  de  citer  il  donna  une  explication  générale  de  ces  phénomènes,  qu'il 
aiinl)u:i  m  1  interléi'cnce  des  rayons  réfléchis  avec  ceux  qui  n'ont  pas  subi  de 
réflexion.  .J'avcili-,  loul  de  suite  que  le  présent  travail  n'(!st  rpie  le  développe- 
ment analytique  dans  un  cas  très  particulier  de  l'explication  de  M.  Fizeau. 
Une  vingtaine  d'années  api-ès,  M.  Gouy  a  observé  des  phénomènes  de  polarisa- 
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lion  par  dillrachoii  ([iii  se  lallaclieni  ùvidemmeni  aux  précfdonls,  mais  (iiii 
soni  ht-aiicoup  moins  complexes  cl  il  est  arrivé  ainsi  à  forniiiler  plusieurs  lois 
simples  donl  je  rappellerai  plus  loin  rénf)nc('.  Ses  reeherclies  sont  décrites  en 
détail  dans  le  tome  8,  6°  série  des  Annales  de  Physique  et  de  Chimie  et  dans 
les  Comptes  rendus  de  l Académie  des  Sciences  (12  mars  i883,  1884  et  i885). 
Les  expériences  ont  été  tout  récemment  reprises  et  complétées  par  M.  Hurniu- 
zescu  (C.  R.  Acad.  Se  i"  semestre  1892). 

C'est  à  l'explicalion  des  phénomènes  observés  par  M.  Gouy  que  je  consacre- 
rai exclusivement  ce  qui  va  suivre  ;  mais  bien  que  les  circonstances  soient 
beaucoup  moins  compliqu('es  que  dans  les  expériences  de  M.  Fizeau,  je  ne 
pouvais  songer  à  aborder  le  problème  dans  toute  sa  généralité  et  j'ai  dû  me 
restreindre  à  un  cas  extrêmement  particulier;  me  bornant  ensuite  dans  les 
deux  paragraphes  V  et  NI  à  indiquei'  par  des  aperçus  plus  ou  moins  grossiers, 
dans  quel  sens  les  diverses  circonstances  que  j'avais  d'abord  négligées  pouvaient 
modifier  les  résultats.  J'ai  l'intention  d'y  revenir  plus  lard  dans  une  seconde 
partie  de  ce  travail  et  d'étudier  l'influence  de  ces  circonstances  par  une  analyse 
plus  complète  et  plus  rigoureuse. 

J'aurais  même  à  peine  osé  publier  des  résultats  aussi  incomplets  si  je  n'y 
avais  été  encoui-agé  par  la  phrase  sui\aute  qui  se  tiouve  dans  le  Mémoire 
de  M.  Fizeau  cité  plus  liaut  :  «  tout  au  plus  peut-on  espérer  qu'en  appliquant 
le  calcul  à  quelques  cas  théoriques  plus  simples,  on  ariiveiail  à  des  déductions 
rigoureuses  qui  pourraient  éclairer  la  question  ». 

J'ai  trouvé  plus  commode  d'employer  le  langage  de  la  théorie  électro- 
magnéti(|ue;  mais  il  ne  faut  ])as  s'y  tromper;  il  ne  faut  pas  croire  que  les  faits 
s'expliquent  dans  la  thi'orie  de  Maxwcdl  et  ne  s'expliquent  pas  dans  la  théorie 
élastique.  Les  équations  sont  exactement  les  mêmes  dans  les  deux  théories 
et  si  l'une  rend  bien  compte  des  faits,  il  en  est  certainement  de  même  de 
l'autre. 

J'ai  désigné  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  électrique  qui,  d'après 
Fresnel,  représente  en  grandeur,  (hrection  et  sens  la  vibration  lumineuse;  j'ai 
désigné  à  l'exemple  de  Maxwell  par  a,  (3,  y  les  com|)osaules  dt'  la  force  magné- 
tique qui  d'après  Neumann  représenterait  cette  même  vibration. 

Dans  toutes  les  applications  que  j'ai  faites,  j'ai  pris  pour  axe  des  z  la  direc- 
tion de  celle  de  ces  deux  forces  que  je  considérais.  Deux  des  composantes  sont 
alors  nulles  et  j'ai  pu  employer  les  lettres  a  et  (3  pour  représenter  d'autres 
(jiiiuil  ités,  » 
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Si  la  liiiiiiL'it'  l'Sl  luiiiu>i;('ii('  on  ii  : 

'L  ^'L«  cos j>l  -h  Z|  iin pt 

OU 

Z  =  pnrlie  réelle  (Zg  —  îZ,  V'V", 

Zosl  ainsi  la  jiarlic  n't'lle  d'une  l'xponcnllcllf  iniaj;inaire,  cl  celle  ex|)i)ncnliello, 
comme  il  est  ais(''  de  le  voir,  salislail  aux  mi''mes  equalions  (iiie  Z. 

Ponr  celte  raison,  il  me  sera  quelquefois  commode,  comme  on  le  lail  sou- 
vent, de  désigner  par  Z,  non  pas  la  force  éleclrique,  c'esl-à-dire  la  partie  réelle 
de  l'exponentielle,  mnis  l'exponentielle  elle-même.  Afin  d'éviter  toute  confusion 
je  préviens  tout  de  suite  que  dans  les  paragraphes  III  et  IV  c'est  la  partie  r('elle 
de  l'exponentielle  que  je  désigne  par  Z  et  que  dans  les  paragraphes  \  ei  \  t 
c'est  l'exponentielle  imaginaire  elle-même.  De  même  poui-  y. 

J'emploierai  aussi  une  noialion  cpii  es!  souvent  usit('e.  Soil  S  une  surface 
quelconque,  M  un  point  de  celte  surface,  MN  la  normale  à  celle  surface,  M'  un 
point  de  celte  normale  infinimeni  voisin  de  M;  je  (li'slgnerai  par  </n  la  lon- 
gueur MM'.  Soil  ensuite  F(x,  y,  z)  une  fonction  fpiel(on(|ue  ;  l'o  la  valeur  de 
celte  fonction  au  point  M.  Je  désignerai  par 

F„  -I-  -—  lin 
(In 

la  \aleur  dt'  celle  même  loiiclion  au  poinl  M',  et  le  rnp|)orl  -  -  s'appt'llera  la 
dérivée  de  la  fonction  F  csliniée  suivant  la  normale  à  la  surface  .S. 


II. 


Rappelons  d'ahord  succinclement  les  résiillals  oiileuus  par  AI.  Gou\  el  (pi  il 
s'agit  d'expliquer.  Ce  physicien  sesertd'un  ('riaii  m(''lallique  forme''  d'une  sorle 
de  hiseau  1res  aigu,  el  il  ccmceiilre  la  lumière  à  l'aide  d'une  leiilille  sui-  larêle 
de  ce  biseau.  Il  observe  ensuite  la  lumière  (iiHiai^ti'e  à  1  aide  d  un  luicroscope 
do  faible  grossissemeni  poinh'  sur  celte  même  arêle. 

Dans  ces  conditions,  la  lumière  diff'ractée  (^st  sensible  dans  une  direction 
quelconque  et  on  peut  observer  des  rayons  qui  ont  subi  des  dr^vialioiis  consi- 
dérables pouvant  aller  jusqu'à  i(Jo".  M.  Gouy  a  découvert  de  la  soiie  les  lois 
suivantes  : 
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1"  A  rinh-riL'ur  do  l'ombre  géoniolriquc,  la  lumière  esl  polarisée  porpendi- 
culairemeiil  au  plan  dv  diflVaction.  Cette  polarisation  esl  d'autant  plus  marquée 
qu'on  se  rapproche  davantage  de  l'écran,  c'est-à-dire  que  la  déviation  est  plus 
grande,  et  peut  devenir  presque  complète. 

2"  A  l'extérieur  de  l'ombre  géomi'Mriqiie,  la  lumière  esl  polarisée  au  coniraire 
dans  le  plan  de  difl'raction.  La  polarisation  nulle  quand  la  d(''viation  est  très 
petite,  alteini  son  maximum  vers  3o  ou  /jo"  ;  dans  de  bonnes  conditions,  elle 
peut  être  alors  presque  complète  ;  elle  di'croil  ensuilc  liMilemeiil,  mais  elle  esl 
encore  notable  pour  une  déviation  de  i6o". 

3°  Pour  une  même  déviation,  la  lumière  diflractée  est  maximum  quand  le 
faisceau  incident  et  le  faisceau  diffracté  font  des  angles  égaux  avec  ri'-cran. 

4"  Quand  les  bords  soni  très  tranchants  et  que  la  lumière  incidente  est 
naturelle,  la  quantité  de  lumière  diflractée  esl  la  même  pour  une  même  dévia- 
tion, que  celte  déviai  ion  ail  lieu  vers  linh'rieur  ou  vers  rexiérieiir. 

5"  A  I  inlcnciir  de  Idmbre  géomi'triqiie,  la  lumière  |iolaris(''c  perpendicu- 
lairement au  plan  de  dill'rarlion  esl  en  gi'ueral  forlemenl  colorée  tandis  que  la 
lumière  polarisée  dans  le  plan  de  dill'rarlion  resie  blanche. 

6"  Si  la  lumière  incidente  esl  polarisée  dans  un  plan  oblique  au  j)lan  de 
diffraction  on  peut  la  décomposer  en  deux  composantes;  l'iinc^  polarisi'C  dans 
le  plan  de  diffraction  et  l'aiilre  perpendiculairemenl  à  ce  plan;  et  ces  deux 
composantes  éprouvent  dans  la  dillVaclion  une  dilférence  de  marche  qui  croit 
avec  la  déviation  (à  l'intérieur  de  l'ombre  géométrique),  reste  bien  inlV'ricure 

à  -  si  le  tranchant  est  très  fin,  mais  peut  approcher  de  -  avec  des  bords  arron- 
dis; c'est  la  composante  polarisée  dans  h'  plnu  de  dilTraction  (c'est-à-dire  la 
composante  blanche  et  faible  )  qui  prend  l'avance. 

A  l'extérieur  de  l'ombre  géométrique,  cette  différence  de  marche  esl  de  même 
sens  que  celle  que  produirait  la  réilexion,  mais  plus  petite  à  déviation  égale. 

Tels  sont  les  faits  dont  nous  avons  à  rendre  compte;  il  ne  serait  pas  facile  de 
mettre  en  équations  toutes  les  données  d'un  problème  aussi  complexe  et  de  les 
résoudre  ensuite,  si  l'on  ne  cherchait  à  diviser  la  difficulté. 

Je  traiterai  donc  d'abord  une  question  beaucoup  plus  simple. 

Je  supposerai  que  les  ondes  incidentes  sont  cylindriques,  les  génératrices  du 
cylindre  étant  parallèles  au  tranchant  du  biseau  ;  il  en  résulte  alors  évidemment 
qu'il  en  sera  de  même  des  ondes  diffractées.  On  réaliserait  ce  cas  en  concen- 
H.  P.  —  IX.  38 
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Irniil  lii  liiini('ri'  sur  Ir  Ijord  de  rrcriin  luia  |)Iun  ;i\('('  une  IciiliUc  .siilit'TKjnc, 
mais  avec  uni'  Iculillc  ex  liii(lri(|iii'.  .Su|)[iiis()iis  alors  (|M()ii  lucmic  le  hord  de 
I  rcraii  conimo  axe  des  z'.  les  diverses  quanlilés  que  nous  aurons  à  considi'Ter, 
cesl-à-dire  les  composantes  du  déplacement  d'une  molécule  d'c-llier  dans  la 
théorie  élastique  ou  les  composantes  de  la  i'orce  électrique  ou  de  la  force 
magnétique  (dans  la  théorie  éleclromagnétique)  seront  alors  des  fonctions  dex, 
de  y  et  du  temps  t,  mais  ne  dépendront  pas  de  z. 

Si  la  lumière  incidente  est  polarisée  dans  lu  plan  dr  dillraction,  il  en  sera  de 
même  de  la  lumière  diff'ractée,  et  comme  la  force  électrique  est  perpendiculaire 
au  plan  de  polarisation,  elle  devra  être  parallèle  à  l'axe  des  z.  Appelons  alors  Z 
cette  force  électrique,  elle  devra  satisfaire  à  l'équation  : 


\dx-  ^  dy^)-  dn 


V  désignant  la  vitesse  de  la  lumière.  Lintensilé  de  la  lumière  est  ])roporlion- 
nelle  à  Z-  et  il  est  facile  de  déduire  de  la  connaissance  de  la  fonction  Z,  celle 
des  composantes  de  la  force  magnétique  a  cl  (i  ;  la  troisième  composante  y  de 
cette  force  magnétique  est  toujours  nulle. 

.Supposons  maintenant,  au  contraire,  que  la  lumière  incidente  soit  polarisée 
perpendiculairement  au  plan  de  dillraction  et  qu'il  en  soit  par  conséquent  de 
même  de  la  lumière  diffractée.  Comme  la  force  magnétique  c^st  parallèle  au 
plan  de  polarisation,  elle  sera  parallèle  à  l'axe  des  ;.  Si  nous  la  désignons  pary 
l'Ile  satisfera  à  r('([ualioii  : 


\  d.c-    '    dy^  /         dt- 

I  iiilensilé  de  la  lumière  sera  jjroportionnelle  à  y-  ;  et  la  connaissance  de  y 
entraînera  celle  des  composantes  X  et  Y  de  la  force  électrique;  la  troisième 
composante  Z  étant  toujours  nulle. 

La  seconde  simplification  que  j'introduirai  étonnera  sans  doute  davantage. 
Peut-être  plus  d'un  lecteur  ne  la  trouvera-t-il  légitime  qu'après  avoir  lu  le  para- 
graphe 'V?  On  sait  que  vis-à-vis  des  oscillations  hertziennes,  tous  les  métaux  se 
comportent  absolument  de  la  même  manière  et,  par  conséquent,  de  la  même 
façon  que  des  conducteurs  parfaits.  En  d'autres  termes,  au  moins  avec  la 
précision  assez  faihic  que  comportent  les  expériences,  les  lignes  de  force 
électrique  aboutissent  normalement  à  la  surface  des  conducteurs.  Au  contraire, 
vis-à-vis  des  oscillations  lumineuses,  il  n'en  est  plus  rigoureusement  de  môme, 
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l'cladc  lie  la  icllcxioii  iin'talliqiu'  nous  l'apprencl;  la  condition  des  inélaux  n'csl 
plus  Idiil  à  iiiil  l.i  même  que  celle  d  un  conducteur  parlai!  ;  mais  elle  s  en 
lajjpiociie  d  aiilaiil   plus  que  le  ])cuivoii'  riMlecleur  (>sl   plus  grand. 

Eh  bien,  nous  supposerons  que  notre  écran  se  roinportc  comme  un  conduc- 
teur pnrfait,  c'est-à-dire  que  les  lignes  de  l'orée  électi-ique  aboutissent  norma- 
lement à  la  surface.  Comment  cotte  condition  s'exprime-l-elle  analjliquement? 

Si  la  luiiiière  est  polarisée  dans  le  plan  de  diffraction,  la  force  électrique  est 
parallèle  à  Taxe  des  z,  parallèle  par  conséquent  à  la  surface  de  l'écran  (jui  est 
un  cylindre  dont  les  géni'ratriccs  sont  parallèles  à  cet  axe,  cette  force  n"a  donc 
pas  de  composante  normale  à  celle  surface  et  comme  d'après  l'hypothèse  que 
nous  venons  de  faire  elle  ne  doit  pas  avoir  non  plus  de  composante  tangentielle, 
elle  doil  être  nulle.  On  aura  donc 

Z  =  .. 

à  la  siirlac<'  lie  l'i'iian. 

Si,  au  Contraire,  la  lumière  est  polarisée  perpendiculairement  au  plan  de 
diffraction,  la  lorce  magnéticjue  y  est  parallèle  à  l'axe  des  ;.  Considérons  un 
point  de  la  surface  de  l'écran  que  nous  prendrons  pour  un  instant  comme  ori- 
gine des  coordonnées,  pendant  tpie  l'axe  des  x  sera  la  tangente  à  la  section 
droite  lie  l'écran  cylindrique  et  l'axe  des  y  la  normale  à  celte  section.  Les 
dérivées  par  rappori  au  temps  de  la  force  électrique  seront  à  un  facteur  cons- 
tant près. 

dy  d-{ 

dy  dx 

La  première  de  ces  composantes  devra  être  nulle,  c'est-à-dire  que  la  dérivée 
de  y  estimée  suivant  la  normale  à  l'écran  devra  être  nulle.  Nous  écrirons  donc, 
en  renonçant  aux  axes  parliculiers  que  nous  avions  choisis  pour  un  instant 

dn^''- 

Cette  égalité  aura  lieu  en  tous  les  points  de  l;i  surface  de  l'écran,  et  on  en  voit 
aisément  la  signification.  Si  M  est  un  point  de  celte  surface,  y  la  valeur  de  la 
force  magnétique  en  ce  point,  si  ]M'  est  un  point  infiniment  voisin,  tel  que  MM' 
soit  normale  à  la  surface,  la  valeur  de  la  force  magnélique  au  point  M'  sera 

■'-H  ^MM'. 
dn 
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(".oininc  troislèini'  siinplilicalion,  jo  sujiposLM'ui  que  le  lr;incliaiil  ilii  hiseau  esl 
liiirlait,  i'"t>sl-à-(lire  ijiie  la  surface  de  l'écran  se  réduit  à  deux  plans  qui  se 
coupeni  .sui\anl  Taxe  dos  :■,  sous  uu  anjj;lc  1res  aij;u. 

Je  simplilierai  cucorc  le  problème  en  supposant  que  cet  angle  esl  infiniment 
|ii'lil.  Enfin  je  supposerai  que  la  lentille  cylindrique  qui  concentre  la  lumière 
sur  le  bord  de  l'écran  est  partaitemeni  aplanéli(pu'  et  (pic  sa  ligne  locale  coïn- 
cide rigoureusement  avec  l'axe  des  ;. 

Réduit  à  ces  termes,  le  problème  esl  facile  à  résoudre  et  l'on  peut  déjà 
rendre  compte  des  ])arlicularilés  les  plus  im|)ortanles  découvertes  par  M.  Gouy. 
Néanmoins,  on  pourrail  croire  (jue  les  hypothèses  très  particulières  que  je 
viens  de  faire  joueni  un  rôle  essentiel  et  cjue  les  résultats  seraient  profondément 
modifiés  si  on  les  abandonnait.  Ces  livpotlièses,  je  K-  rappelle  sont  au  nombre 
de  cinq  : 

i"  L'angle  du  iiiseau  esl  infiniment  petit  ; 

2"  Le  tranchant  du  biseau  esl  parfait; 

.3"  L'écran  se  comporte  comme  un  conducteui'  parfait  ; 

\"  La  lentille  convergente  a  sa  ligne  focale  sur  l'axe  des  z; 

')°  Celte  lentille  est  cylindrique. 

l  n  examen  plus  approfondi  est  donc  indispensable.  Je  vais,  par  conséquent, 
procéder  de  la  façon  suivante. 

.le  triiiterai  d'aboril  le  prolilème  complètement  en  admcllanl  ces  cinq  liypo- 
liièscs,  puis  je  les  abandonnerai  successivement  et  je  verrai  (juelles  inodifica- 
lions  j'intrcjduis  dans  les  résultais. 

.le  les  abandonn(!rai  d'ailleurs  dans  l'ordre  <iù  je  viens  d(!  les  énoncer  vn 
diiiiicr  lieu. 


IH. 


Rappelons  d'abord   les  propriétés  des   l(uicli(uis  de  lîessel  ijiii   nous   seront 
ulilcs  dans  la  siiile.  Suit  : 

,    ,    .  X"  r  X-  .i'  jr«  1 

2"r(rt-:-i;L  .'.'.n        ■>  ./i.:>./t.:>./t  -h  2        i..\A').i.ii.?n-\-j..in-\-\       ■■■y 

où  //  esl  un  nombre  entier,  fractionnaire  ou  uiéiru'  incommensurable.  On  sait 
que   i„x~"    est    uni;   fonction   entière!    de   x   <■!    (pie   .1,,    satisfait    à    l'équation 
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(lÉllérCllllL'llc 

dx-         X    dx  "  \         x-  ] 

î>;i  fuiiclion  .[„  n'est  généi'alciiK'nt  pas  lôiluclihle  à  dus  Iniiciioiis  plus  simples; 
il  y  a  poiirlaul  un  cas  où  il  en  esl  ainsi,  c'est  quand  itt  est  un  entier  impair;  il 
vieni  alors  : 


y   -Kx  \x  (ix J 


On  voit  ainsi  fpie  .!„  est  un  polynôme  entier  en  cosx,  sina"  el 

\Jx 

J'aurai  besoin  aussi  de  la  valeur  asjmptolicpie  de  in{x)  [)Our  ,7'  très  j;rand. 
Cette  valeur  est  : 


v/a^'-(-^-t^-D- 


Cela  posé,  supposons  dahord  la  liiiiiirrc  polarisée  dan>  le  plan  de  dlllrarlion. 
Notre  équation  s'écrit  alors  : 


/(/OÇ       ,t'  7.  \  _  d-  Z 
'\dx--  '^  dy^)  ~  77ÏÏ  ■ 


Si  nous  supposons  que  la  lumière  soit  homogène,  c'est-à-dire  que  nous  avons 

Z  =  Z||  cos/)/  -^  Z|  iinpl, 

Zo  et  Zi  ne  dépendant  (pie  de  x  el  de  >',  il  viendra  : 

—r-,   =  —  P-Z: 


V 


SI  nous  posons  : 

notre  équation  devient  : 

r/2Z        d^-7. 
dx-         dy- 

La  longueur  d'onde  est  alors  égale  à  '^-^^ 

Passons  aux  courdonn(;es  polaires  en  posant  : 

a:  =  p  cosoj,  )■  =  p  siii  10, 

l'équation  deviendra  : 

, , ,  d-7,       i  d7.        I   d- Z 

(3)  -T-T  ^ -r  +    ■>  -T^  -\-y--L  =  o. 

frp-        p  rtp       p-  ati)- 


SUR    LA    POLARISATION    PAR    DIFFRACTION. 


Si  1  l'craii  c^t   un   hiseau   parlait,  les  équaliuiis  îles  deux  nlaii^  (im  liniilcnt  cet 
écran  seront  île  la  loniio  : 


(.)   =  10|. 


Si  nous  supposons  comme  nous  venons  de  le  l'aire  (|iie  l'angle  du  biseau  est 
infiiiiiiHMit  petit,  ces  équations  pourront  s'écrire  : 


Nous    ferons   varier   '.i    de   o  à    a-;    pour  w  =  o  et  pour   '.)--27T,    Z,  devra   être 

nul  ;  mais  -7-^    pourra  éprouver  une  discontinuité  quand  on  Iranciiira  l'écran  qui 

se  trouve  ici  réduit  à  un  plan.  Au  contraire,  s'il  n'y  avait  pas  d'écran,  Z  ne 
serait  pas  assujetti  à  s'annuler  pour  co  ^  o,  mais  ce  serait  une  fonction  pério- 
dique de  M  de  période  27r,  qui  serait  continue  ainsi  (jue  sa  dérivée.  Comment 
ces  conditions  se  traduisent-elles  anaiyliquement. 

S'il   n'y   avait    pas   d'écran,    <iii    pourrait    ('ciire,    en    vertu   de    la  loiiiiule   de 
Fourier 

(i )  Z  =  ^  I'„  cos/HO  -I-  ^  l"„  sin  nco, 

/(  étant  un  entier,  P„  et  P'„  des  loncLiuns  de  p.  Mais  avec  un  écran,  nous  devrons 
remplacer  cette  formule  par  la  suivante  : 

(5)  z  =  yf„si„"", 

/i  étant  lin  entier  et  !*„  une  fonction  de  p  et  del.  Le  développement  (5)  ne  doit 
pas  contenir  de  cosinus  parce  que  Z  doit  s'annuler  pour  to  =  o  et  pour  gj  =  27;. 
En  revanche  le  développement  (4)  ne  doit  pas  contenir  de  fonctions  trigono- 

, .    •  ,      /!  O)    ,        .  „  dZ     1     ■  . 

métriques  ue  —  ( /;  imuair  )  iiarce  que  L  el  -r-  doivent  être  continues. 

Adoptons  doue  le  développement  ('5)  et  suhslituons-le  dans  l'équation  (3); 
nous  aurons  en  égalant  à  o  le  coefficient  de  sin 


«10 
2 


ePP„        I  'H',, 


d'où  puisque  V II  doit  rester  II  ni  pour  p  =:  o  : 

P„  =  A„  .!„(  xp  1. 


SUR    LA    POLARISATION    PAR    DIFFRACTION  3o3 

A/,  éliiiit  une  ioiiclion  de  t.  On  a  donc  : 

Z=7    A„J/i(  «0)5111 

^J  "  2 

OU  en  remplaçant  les  fonctions  de  Bessel  par  leur  valeur  approchée,  ce  qui  est 
permis  dès  que  ap  est  très  f;raiid,  cesl-à-dire  dès  que  p  est  beaucoup  plus 
grand  que  la  lonj;u('ur  d'onde  : 

/  r  X  '/         V    l      .    /~~^  l  /)  -4-  1       \      .       «  '■! 

(  6  )  /  =    >     A  „  1  /  COS      zp -, -       ÇUl  • 

Rappelons  que  A„  doit  être  linéain^  et  liouiogène  en  cus/ji  el  binjjl. 

Pour  pousser  |)lus  loin  cette  étude,  nous  devons  distinguer  les  diverses 
sortes  de  faisceaux  luiiiiutux  doiii  la  superposition  produit  le  niouveitient  de 
l'élher  représenté  par  l'équation  ((i). 

Parmi  ces  faisceaux,  ilj  en  a  un  qui  se  rapproclie  du  hord  de  l'écran,  c'est-à- 
dire  de  l'axe  des  ;,  c'est  le  faisceau  incident;  les  autres  s'en  éloignent;  à  savoir, 
le  faisceau  transmis  direcleuienl,  le  faisceau  rélléclii  el  les  faisceaux  diffractés. 
Le  premier  se  rapprochant  de  l'écran,  son  équation  peut  s'écrii-e  : 

L  =  - — —  COS  (  ap  -I-  /)<  -t-  A  I, 

V'P 

//  étant  une  constante  qui  doit  être  indépendante  de  w,  si  l'on  suppose  comme 
il  y  a  pou  d'inconvénient  à  le  faire  que  la  phase  est  la  même  en  tous  les  points 
du  faisceau.  Nous  pourrons  alors  choisir  l'origine  du  temps  de  façon  que  celte 

constante  soil  égale  à  —  7)  ce  qui  nous  pennettra  d'écrire  : 


(7) 


^ = sJt^  2  ^"  '"'  (^p  -  \  ^  ^0  ''"  '^  ' 


les  B„  étant  des  constantes. 

Les  autres  faisceaux  qui  s'éloignent  de  l'écran  doivent  avoir  une  équation  de 
la  forme  : 

./■|  (  w  ) 


Z  =■ 


\/p 


COS  (.p  -  ;,-  -  pf)  +  -^  .iM  (.p  ^■~-  pt') , 


ce  qui  peut  s  écrire  encore  : 

(b)  Z=      ^_2^Ucos(^ap--    -/,^jsn,— 

.  /    ?-     V^  ,       .     /  "  \    .     nu> 


Jl>l 


SUR    LA    POLARISATION    PAR    DIFFRACTION. 


Le  sri'oiul    inciiihri'  de  ((>)  iloil   rire  Im   soiuiiiu  (Il's  seconds  iiiemlji-eb  de  (7)  Cl 
de  (8).  Si  nous  identdioiis  en  ('ijalaal  les  coefficienls  de 

(~\       .      «<•)                      .       /                   -  \       .       /)  Cl 
«s  —    -        Sin et        SMl        -J.Ù ^,    I    Mil   —  , 
4/           -i                      \    '         .1/  ^ 


nous  (pIiI  iiMididus  : 


A„  l'iiv— p  =       |;^j  cosj)/  -+-  (;,  cas/i/  —  |)„  siii/)^ 


•I 
Il  7. 


\„  sin—  =  —  1!„  ^'iwjjt  -f-  C„  s\npt  ~-  D„  cos j/t, 


(9) 


4 

si       /l  £=ï  O 

si  n^^  i 
si  ra  =  2 
si     ra  5s  3 


iiiod  . 


lî«  =  C„,  ]»„  =  11, 

lî„  =  Un,  C,i  =  O, 

B,i  =  —  C„,  D„  =  11, 

li„  =  —  D„,  C„  =  11. 


C'esl  le  l'aisceaii  iiieidcnl  qui  nous  est  donné,  nous  connaissons  donc  B„;  les 
é<[ualions  (9)  nous  permellenl  alors  de  calculer  C„  et  l),,  et  nous  font  ainsi 
connaiire  lous  les  ('lémenls  des  l'aisceaux  direci,  réfléclii  el  difliaclés. 

Il  est  curieux  de  voir  ce  que  donne  ce  même  calcul  quand  on  l'applique  au 
cas  où  il  n'j  a  pas  d'écran.  On  a  alors  pour  le  mouvement  total  : 

(6')  Z  =^(  AX  cos/i(o  +  A^  siii/iw  )  J,i(ap) 

=2(A,1ri.>/<  co  4-  Ai  sinnw)^-l-f-os  (^ap  -  ^_  ^  j, 

pour  le  faisceau  uicidenl  : 

(7')         Z  =  4  /  — —  ^cos  (  ap  —  ',  ^  J)f  )  I  B)!  cos  «Cl  -+-  B,',  sin  n  ci  1  —/(  p,  ci,  l) 

et  poiu'  1  ensemlile  des  iaisceaiix  transmis  : 

^8'  )      /,  =      1  /  -^^    7  cos  (  ap  —  "  —  71 M  (  Cl!  ciis/tc)  -1-  (','„  sin  /ici  ) 

-+■  W  -^r:  ^*'"("p  ~  V  —/'M  ("h  l'iis/icj  -i-  d;,  sin  «ci  )  =./'i(p,  w,  0- 


L'idenllficalion    laiic    alisoliimenl    dr    la    même   manière  que   plus   liant   nous 
donne  alors  : 


(9') 


SI     n  ^  I)  I 
«  =  I    i 


mod . 


ro n  II  pi  1!  I  11" n  I  _  f, 

''Il  —         "m  ^n  —         ''nj  '  'n  —  "i,  —  ") 

(;"  — —  B"       ('.'  — —  li'        11"  — r)'  =  o 
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d'où  : 

/i(p,  oj,  0  =/(p,  0)  -t-  ;t,  —  t), 

ce  qui  veut  dire  en  somme  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  faisceau  transmis  que  le 
faisceau  direct,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  ni  réflexion,  ni  diffraction. 

Revenons  au  cas  où  il  y  a  un  écran  et  cherchons  à  interpréter  les  équations  (9). 
Supposons  que  le  faisceau  incident  soit  contenu  entre  les  deux  plans  co  =  a, 
ti)  =  ,3  et  qu'entre  ces  deux  plans  son  intensité  soit  constante,  ou  plutôt  ne 
dépende  que  de  p.  Soit  ensuite  : 

/(.o)=VB„sin^'. 

Alors  /(u)  sera  nulle,  quand  &)  ne  sera  pas  compris  entre  ot.  et  jS,  et  sera  une 
constante  égale  à  i  par  exemple,  quand  (.)  sera  compris  entre  a  et  |3.  Si  l'on 
observe  alors  que  /(fj)  change  de  signe  avec  co  et  est  une  fonction  périodique 
de  période  1^-k,  on  en  concluera  : 

y((o)  =  -Hi  si  4^t -t- ^  <  ti»  <  4^" -*- ;j  (Rentier), 
f[M)  =  —  I  si  ^/cK  —  ji)<oj<4A-:r  —  3.  (/rentier), 
/(('))  =  o  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  to. 

Soit  ensuite  : 

/i ( w )  =2|j  ^-''  *'"  " '"  =  "^ — T "  ' 

on  voit  que  /"i(w)  a  pour  période  27r  et  est  égale  à 

H —     si  u)  est  compris  entre  2k7z  -h  x  et  -ikit  -i-  '(j, 

si  to  est  compris  entre  2  A:x  —  3  et  ikx  —  x, 

2  ' 

o        pour  les  autres  valeurs  de  w. 
Posons  de  môme  : 


/«(w)  =2b2„^,  sin  ?-^ 


Il  résulte  de  cette  définition  : 

'"  Que/,(w)=— /2(u  +  27:); 
2"  Que  fi{(it)  est  égale  à  : 

H.  P.  -  IX.  39 


3o6  SUR    LA    POLARISATION    PAR    DIFFRACTION. 

+  -  si  (i)  csl  compris  ciUre  [\lxTi  +  a  et  4/>7r  +  |3  <>"  entre  {t\  h -\- :i)  ii  —  p 
et  (4  A-  +  a):;  —  a  ; 

si  Cl)  est  compris  entre  .^kn  —  (3  et  ^kn  —  a  ou  entre  {^ k  +  :>.)  t:  +  y. 

et  (4A-4-  2)7:  +  ji; 

o  pour  les  autres  valeurs  de  co. 

Posons  alors  : 

-  ,     .  .  sin3co         sinSio 

—  ç  (  (0  )  =  sin  (o  H —   H h  .  .  . 

de  telle  sorte  que  c?(w)  soit  égale  à  : 

H —     pour  u  compris  entre  a/»'::  et  (r>/,  +  1)  '^j 

pour  to  compris  entre  (  2  A"  +  1)7:  et  (  2  A'  +  2)7:; 

on  aura  alors 

2/.(.o)  =  9(^)-.(^^)  +  .(^^-^)-9{^-4     ' 

Posons  maintenant  : 

1  (j/,(w)=N  G„  sin  -^  =^B;„(— 1)"  sin/ii'), 
Clo) 

J      1       /        ^  V  T-,  .        «  t'J  'V   1,  ,  ,  .        (  2  ra   -(-  I  )  (') 

I  0.«(<o)  =  >^D„  ^n-^  =2^Bo„^..(-i)"  sin!^ ^-^^; 

l'équation  (6)  qui  exprime  le  mouvement  total  de  l'étlier  pourra  s'écrire  : 
(n)  Z^^=:      /,(,„)cos(^c<p-^-+/>/) 

-t-  4'i("')  COS  (  ap  — pt]-^  O^'-iC"')  si"  (  "P  —   / P^ 

La  première  équation  (10)  nous  montre  que 

'l'i(<")  =/i(">-t-  t) 
et,  par  conséquent,  est  égale  à  : 

-I —     pour  '>)  compris  entre  r.  -\-  a  et  tt  +  (3  (faisceau  direct)  ; 

—  ;      pour  '•)  compris  entre  n  —  (5  et  7:  —  a  (faisceau  rénéchi); 
o  pour  les  autres  valeurs  de  o)  (fo  variant  ilc  o  à  271). 
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On  voit  ainsi  que  dans  le  second  membre  de  (i  i),  le  premier  terme  corres- 
pond au  faisceau  incident,  le  second  aux  faisceaux  direct  et  réfléchi  et  que 
le  troisième  terme  qui  reste  correspondra  aux  faisceaux  difTractés. 

Nous  sommes  donc  amené  à  calculer  la  fonction  ^^(ùi);  car  l'intensité  de 
la  lumière  diffractée  sera  proportionnelle  au  carré  de  cette  fonction. 

Rappelons  le  développement  connu  : 


-  lo" 

2     "  T  —  e 


En  égalant  les  parties  imaginaires,  on  trouve  : 

;;     ,  sinto        sin3(o 

-i(w)  = 1 - 

2  T  i 


et  en  égalant  les  parties  réelles 


los 


cols 


cos  to        cos  3  O)        cos  5  oi 
I  i  5 


Changeant  w  en  w 

+  '" 

vient 

I , 
-log 

/  (0           k\ 

'=°'H2  -^  4  ) 

=  — 

ou  enfin 

-ç,(co) 

=  ^log 

/m 

^d 

SUl  M 
I 


sinSoj        sinâoj 


i 


sinto        sinSo)        sin5w 


en  sorte  que  pour  passer  de  cp(to)  à  cpi(ti))  il  suffit  de  changer  le  signe  du  coef- 
ficient de  sin(4«  +  3)  cij. 

Il  en  résulte  qu'on  passera  de  cp( j  à  cpi  (  —^ — ■  )  en  changeant  le  signe 

,  iv-.i      •4«-<-3  ,  4n-h3 

du  coeincienl  de  sin w  ou  de  cos u. 

2  ■> 

De  même,  pour  passer  dey2(w)  à  i];2(w),  il  suffit  de  changer  le  signe  du 
M.  Or,  on  a  : 


coefficient  de  sin-i 


On  aura,  par  conséquent  : 


2l}/o((0)  =  ç, 


(^) 


?1 


O)  —   p 


/  (0  -f-   'i  \  /  (0  +  ût  \ 


3o8  SUR   LA   POLARISATION   PAR   DIFFRACTION. 

on  eniiii  : 


(12)  f,((o)=— log 


r  (T I  <r  . 


Telle  est  l'expression  de  la  racine  carrée  tle  l'intensité  de  la  lumière  diffractée. 
Une  chose  nous  frappera  d'abord;  c'est  que  cette  expression  peut  devenir 
infinie.  Elle  le  devient  en  effet  pour  les  valeurs  suivantes  de  w  : 

(I)  =  a  H-  z,         (o  =  li  -h  iz,         10  =  ;i  —  a,         lo  =  tc  —  [i, 

c'est-à-dire  sur  les  bords  du  faisceau  direct  et  du  faisceau  réfléchi.  Cette 
circonstance  pourrait  d'abord  provoquer  des  doutes. 

En  premier  lieu  au  point  de  vue  purement  analytique;  nous  avons  été 
amené  à  plusieurs  reprises  à  supposer  que  la  fonction  Z  restait  finie;  et  si  à 
la  fin  du  calcul,  nous  trouvons  un  résultat  contradictoire  avec  cette  hypothèse, 
on  peut  se  demander  si  tout  notre  échafaudage  de  raisonnements  ne  s'écroule 
|)as;  on  sera  rassuré  si  l'on  observe  que  l'équation  (ii)  n'est  qu'approchée  et 
(pi'ou  l'obtient  en  remplaçant  les  fonctions  de  Bessel  par  leur  valeur  approchée; 
or  cela  n'est  permis  que  si  p  est  infini;  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  p, 
l'expression  exacte  de  Z  demeure  finie. 

Ensuite  au  point  de  vue  physique,  ce  résultat  n'est  pas  conforme  aux  obser- 
vations. Il  est  vrai  que  comme  on  observe  à  l'aide  d'un  microscope,  l'objectif 
de  ce  microscope  a  forcément  une  certaine  ouverture  et  serait  vu  de  l'axe  des  ^ 
sous  un  angle  fini  ;  de  sorte  que  la  racine  carrée  de  l'intensité  observée,  n'est 
pas  v}/.j(ti)),  mais  : 


i 


ili2(('))  dit). 


Or  cette  intégrale  est  évidemment  toujours  finie;  la  différence  (oj —  wo  était 
relativement  assez  grande,  dans  les  expériences  de  M.  Gouy  elle  était  égale 
à  |3  — a. 

Mais  cette  explication  est  insuffisante,  ce  résultat  paradoxal  tient  aux  hypo- 
thèses extrêmes  que  nous  avons  faites  ;  nous  nous  en  rendrons  mieux  compte 
dans  les  paragraphes  suivants,  quand  nous  abandonnerons  successivement  ces 
hypothèses.  Mais  dès  maintenant  je  puis  mettre  en  évidence  l'effet  d'une 
d'entre  elles.  Nous  avons  admis  que  l'intensité  du  faisceau  incident  était 
constante  pour  w  compris  entre  a  et  (3  et  était  nulle  quand  w  n'était  pas  com- 
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pris  entre  ces  limites.  Il  en  résultait  quef(ù>)  était  une  fonction  discontinue; 
c'est  ce  qui  n'arrivera  pas  dans  la  réalité;  or  il  est  aisé  de  voir  par  une  analyse 
toute  pareille  à  celle  cpii  précède  et  sur  laquelle  nous  reviendrons  à  la  fin  de  ce 
paragraphe  que  siy(w)  est  continu,  ']/2(co)  est  fini. 

Ne  nous  arrêtons  donc  pas  pour  le  moment  à  cette  difficulté;  et  appliquons 
la  môme  méthode  au  cas  où  la  lumière  est  polarisée  dans  un  plan  perpendi- 
culaire au  plan  de  diffraction.  Nous  devons  alors  satisfaire  à  l'équation  : 

(3")  :7-4  +  -  :r  -+-  -;  :7-T,  +  «-T  =  o- 

ofp-         p  crp        p-  «w- 
Sur  le  bord  de  l'écran,  c'est-à-dire  pour 


on  devra  avoir  : 

rfy 


(ILil 


do  sorte  que  y  sera  de  la  forme  : 

P„  étant  fonction  de  p  et  de  /.  On  verrait  comme  plus  haut  que  : 

P„=  A„  J„(ap), 

A„  dépendant  seulement  de  /;  d'où  l'équation  approchée  analogue  à  (6) 


y/    2              /                «  -t-  I       \  «  ( 

A„  1/  cos  (  ap ■ —  -  I  cos  — 

^     "V   «^P        \^  i         /  2 


Les  équations  (7)  et  (8)  qui  donnent  l'expression  de  la  lumière  incidente  et 
celle  des  lumières  transmise  directement,  réfléchie  et  diffractée  seront  encore 

vraies  ici  avec  cette  diflerence  que  L  sera  remplace  par  y  et  sin —  par  cos^-- 

On  aura  donc  : 

(7")         ''=2'^"v  ;^'°'(''^~^"^'^')'""^' 

(8")  y  =yC„l/— L-osecos—  -t-y  D„t/—  sin 6  cos  — 

^^        y     -j-.o  2         ^i        \    o.-o  2 

en  posant  pour  abréger  : 

9  =  ap  — pt. 

4 
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Kn  identifiant  le  second  membre  de  (6")  avec  la  somme  des  seconds  membres 
de  (-")  et  de  (8")  nous  retrouverons  les  équations  (9)  qui  sont  donc  encore 
vraies  dans  le  cas  qui  nous  occupe  maintenant. 
Posons  encore 

/("')=^B"COS^^. 

I.a  fonction  /(w)  aura  pour  période  ^n,  elle  ne  changera  pas  quand  u  se 
changera  en  — 1,>;  d'autre  part,  ses  valeurs  entre  o  et  2n  sont  connues,  elle  est 
égale  à  1  quand  01  varie  de  a  à  p  et  à  o  pour  les  valeurs  de  (j>  comprises  entre  o 
et  2  7r  et  non  comprises  entre  a  et  (3.  Nous  aurons  donc 

/('■')  =  > 
pour  t.)  compris  entre 

.'tkr.-t-x  et   ik--\-[j     ou  entre     4  ^t  —  P  l'I  ^i^-k  —  a, 
/(<o)  =  o 
pour  les  autres  valeurs  de  w. 
Soit  maintenant  : 

/•  /      N        Vd  /((■))-I-/((0  4-  2Jl) 

.A ( '" )  =_^  B..„  cos  n  ,„  = ^ , 

.A(">)=^B.>„+,  cos = , 

il  est  clair  que  l'on  aura  : 

pour  0)  compris  entre 

4  A-  ~  -f-  a  et    iAx  -h  [j     ou  entre     4  A'  "  —  P  el  4  ^  ~  —  «j 

pour  '■)  compris  entre 

(ik  -h  ::)-  -i-  3.  el  (  4  A-  -i-  2 )  n  -4-  fi     ou  entre     (  4  A  +  2 )  n  —  fi  et  ( 4  A  -t-  a )  -  —  a, 

/,(<„)  =  0 

pour  les  autres  valeurs  de  w. 

Cela  peut  s'exprimer  par  l'équation  suivante  : 

,/.,„,=,(^")-.('^)~'C-^-")*'{^"-4 
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Soil,  comme  plus  hniil  : 

'h,  (m)  =\  C„  cos  — '-  =^B2„( —  I)"  cos  «(■), 

"t'îCw)  =_^D,jCOs  —  =^Bî„+,(— Oncos —  <.). 

Nous  aurons  clans  l'expression  complète  de  y  un  terme  enf((i))  correspondant 
au  faisceau  incident,  un  terme  en  4'i(^)  correspondant  aux  faisceaux  direct  et 
réfléchi,  un  terme  en  <|'o((o)  correspondant  aux  faisceaux  difï'ractés.  On  voit 
d'abord  que  : 

4'i('")=/i(<"  +  '=)- 
Quant  à  i|i2(«),  on  l'obtiendra  en  partant  de/o( M)  et  en  changeant  le  signe  du 
coefficient  de  cos^ ^  w. 


On  trouvera  ainsi  : 


l-=).„(^ 


ou  bien  enfin 


']'••;("•')=  —'"g 


tg- 


tg- 


J1  +  -. 


Telle  est  l'expression  de  la  racine  carrée  de  l'intensité  de  la  lumière  difl'ractée. 
On  voit  que  celte  expression  n'est  pas  la  même  suivant  que  la  lumière  est 
|)ola risée  dans  le  plan  de  difl'raction  ou  perpendiculairement  à  ce  plan.  Par 
conséquent,  si  la  lumière  incidente  est  naturelle,  la  lumière  difTractée  sera 
polarisée. 

Pour  simplifier  la  discussion,  supposons  que  a  soit  très  peu  différent  de  |3  et 
négligeons   les    termes    en   ((3  —  a)^;    il    viendra   pour   les    deux   expressions 

(  polarisalidii  parallèle  au  plan  de  dilTraction), 


4:r 


cos cos- 


et 


p-« 

I 

I 

4;t 

oj  —  a 

COS  

2 

oj  -f-  a 

2 

(  polarisalipn  perpendiculaire  au  plan  de  diffraction). 
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Los  circonslaïu'cs  ilo  la  pohuisalKtii  ilépendrtml  doue  de  la  valeur  du  rapport  : 


I 

1 

to  -^ 

a 

(')  -t-  a 

•2 

■> 

I 

-+- 

I 

(0  — 

X 

0)  -+-  a 

•_\ 

> 

(!)  -t-  a                 (o  —  a 
—  L'OS 


cos h  cos  


l'iiis  ce  rapport  s'éloignera  de  i.  plus  la  polarisation  sera  intense.  S'il  est  plus 
grand  que  i,  le  plan  de  polarisation  sera  parallèle  au  plan  de  diffraction;  s'il 
est  plus  petit  que  i,  ces  deux  plans  seront  perpendiculaires. 

La  condition  jiour  que  le  rapport  soit  plus  grand  que  i,  c'est  que  w  soit 
compris  entre  a  +  r  et  r  —  x,  c'esl-à-dire  que  le  rayon  diffracté  soit  compris 
entre  le  faisceau  direct  et  le  taisceau  réfléchi.  On  aura  donc  : 

Entre  l'écran  et  le  faisceau  direct  (diffraction  intérieure),  de  la  lumière 
polarisée  perpendiculairement  au  plan  de  diffraction; 

Entre  le  faisceau  direct  et  le  faisceau  réfléchi  (diffraction  extérieure),  de 
la  lumière  polarisée  parallèlement  au  |)laii  de  diffraction. 

Ces  résultats  sont  conformes  à  l'observation  ;  les  expériences  n'ont  pas  porté 
sur  le  troisième  cas  où  w  serait  compris  entre  o  et  tt  —  a. 

Pour  oj  =  27r,  le  rapport  s'annule,  la  polarisation  est  donc  complète,  ce  qui 
est  encore  conforme  à  l'observation.  Pour  w  =  7r,  le  rapport  devient  infini  et 
la  polarisation  devrait  encore  être  complète;  il  est  probable  que  le  mélange  des 
rayons  réfléchis  sur  les  bords  qui  sont  toujours  arrondis,  s'oppose  à  ce  qu'on 
puisse  l'observer. 

M.  Gouy  a  observé  que  l'intensité  totale  de  la  lumière  diffractée  est  maximum 
à  déviation  égale  quand  les  axes  optiques  du  collimateur  et  du  microscope  font 
des  angles  égaux  avec  l'écran.  Notre  formule  donne  un  résultat  contraire, 
l'intensité  totale  qui  est  proportionnelle  à  : 


est,  au  contraire,  minimum  quand  les  conditions  que  je  viens  d'énoncer  sont 
remplies,  c'est-à-dire  quand 


10  -1-  a  =  2  s. 
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3l3 


Nous  chercherons  phis  loin,  quand  nous  abandonnerons  successivement  nos 
hypothèses  simples,  à  expliquer  celte  divergence.  Il  ne  sera  pas  inutile  néan- 
moins de  voir  ce  que  deviennent  nos  formules  quand  on  suppose  gj  +  a  ^  27r. 
J'appellerai  ô  la  déviation  w  —  a  —  7r  qui  sera  positive  à  l'intérieur. 

Je  trouve  alors  que  la  racine  carrée  de  l'intensité  de  la  lumière  difiVactée  est 
proportionnelle  à 


si  le  plan  de  polarisation  est  parallèle  au  plan  de  diffraction  et  à 


si  ces  deux  plans  sont  perpendiculaires. 
L'intensité  totale  sera  proportionnelle  à 


Elle  ne  change  donc  pns  quand  on  change  ô  en  — o,  ce  qui  est  conforme  à 
l'une  des  lois  de  M.  Gouj,  celle  que  nous  avons  énoncée  plus  haut  sous  le  n"  A. 

Nous  rendrons  donc  compte  déjà  des  principales  circonstances  observées 
par  M.  Gouj;  mais  en  revanche  il  en  est  d'autres  qui  échappent  à  notre  expli- 
cation comme  la  coloration  des  rayons  diffractés  et  la  différence  de  marche 
entre  les  deux  composantes  (lois  énoncées  plus  haut  sous  les  n°*  o  et  6).  Nous 
verrons  dans  les  paragraphes  suivants  si  nous  pouvons  en  rendre  compte. 

J'ai  dit  plus  haut  que  si  la  fonction  y'(w)  était  continue,  la  fonction  dio(fo) 
ne  deviendrait  pas  infinie;  il  est  aisé  de  s'en  assurer,  on  trouve  en  effet  siy((o) 
est  nul  pour  w  :=  2  7r  et  si  l'on  suppose  par  exeijiple  que  le  plan  de  polarisation 
soit  parallèle  au  plan  de  diffraction  : 


/'(7.)\0S 


tg 

0)  —  y. 

-f- 

t: 

4 

tg 

(0  -1-  a 

— 

;; 

4 

rfa. 


Il  est  clair  que  si/'(w)  est  fini,  cette  intégrale  ne  pourra  devenir  infinie. 
H.  P.  —  IX.  4o 
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IV. 


Voyons  inaintcnant  coniinenl  les  résultats  précédents  sont  modifiés  quand 
on  ne  suppose  plus  que  l'angle  du  biseau  soit  infiniment  petit.  Soit 


(0  =  <>,  (0  =  Ati 


les  deux  plans  qui  limitent  le  biseau. 

Supposons    d'abord    que  le    plan  de  polarisation  soit  parallèle  au  plan  de 
difTpaetion.  Z  qui  doit  s'annuler  pour  (o  :=  o  et  pour  w  =;  Xtt  sera  de  la  forme  : 

Z  =\  A„  J„(ap)  sin  -r^; 

5: 

en  se  bornant  à  la  valeur  approchée  on  retrouvera  l'équation 

Soit 

(7)  7.  =  y  ^^^"à,,  cos(«p  -  J  -^rt)  -^i"  "^'. 

l'équation  du  faisceau  incident  et 

(8)  Z  =l/^  2*'"  "7^    C„  cosfap—  j  —  pt\  -+-  D„  sin/ap—  j  —  rt\ 

celle  des  faisceaux  qui  s'éloignent  de  l'écran.  On  trouvera  par  un  calcul  tout 
pareil  à  celui  du  paragraphe  précédent  : 

A„  cos  ^r-  =       B„  cos/>«  -+-  C„  cosy*/  —  D^  sinp/, 

A„  sin  -^-  =  —  B„  siii/»/  -I-  C„  siiiy)^  -*-  l)„  cospf, 


d'où  les  équations 
(9) 


C,  =  rns  ^"  n„ 


^  •        "  "   n 

D„  =  Sin  ^  B„. 


Il  est  aisé  de  voir  qu'en  y  faisant  X  =  2,  on  retrouve  les  équations  (g)  du  para- 
graphe précédent. 
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L'équation  (8)  devient  alors  : 

Si  nous  posons  alors  comme  dans  le  paragraphe  précédent  : 

fonction  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  l'intensité  du  faisceau  incident, 
nous  aurons  à  calculer  les  fonctions 

...  V'  D  HT.      .       Il  M 

?l("0  =_/i°''   '^°*  ~Y   *'"   ^' 

?2("')   =   7,'^"    *"'  "1"   ^'"  ^' 

et  l'inlensité  de  lu  lumière  transmise  soit  directement,  soit  par  rétlexion,  soil 
par  diffraction  sera  proportionnelle  à  : 

^fCw)--- 4-1(0)). 

Remarquons  d'abord  que  la  fonction  /((•))  est  périodique  de  période  iiÀr, 
qu'elle  change  de  signe  avec  w,  et  quelle  est  égale  à  o  quand  m  varie  de  o  à  a 
ou  de  |3  à  Xtt;  et  égale  à  i  quand  &>  varie  de  a  à  jj.  La  fonction  /(w)  et,  par 
conséquent,  les  coefficients  B„  sont  entièrement  déterminés.  Considérons  alors 
la  fonction  suivante  ri(z)  de  la  variable  imaginaire  z  ;  soit  : 

La  fonction  y)(s)  est  évidemment  égale  à  : 

—  I  ,       1;  —  e '■  )U  —  ( 


On  vérifie,  en  eilet,  que  la  partie  imaginaire  de 

est  bien  égale  à  /(co);  je  désignerai  par  /i('jj)  la  partie  réelle  qui  est  évider 
ment  égale  à 


/,(o,)=  -— log 


sin 

(0  — 

a 

sin 

(0  +  a 

lX 

2>, 

«in 

(0  — 

[i 

«in 

(.)  -+-  [i 

2), 

2), 

=  ^BnCOS  — 
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Il  vient  ensuite  : 

aJ/m»)  =  >  B„siii ^ i-^B„siii T. =J{(-'>  -h  n)-hf{M  —  ;t), 

ce  qui  moniro  une  le  terme  'j'i('^)  correspond  encore  aux  faisceaux  direct  et 
réfléchi,  à  savoir  le  terme  /{m  +  7r)  au  faisceau  direct  et  le  terme  _/'(&>  —  ::)  au 
faisceau  réfléchi.  Quant  au  terme  4'2(w),  il  représentera  comme  dans  le  para- 
graphe précédent  les  faisceaux  difl'ractés;  étudions-le  de  plus  près. 
Il  vient  : 

262(10)  =^B„cos ^ l-^B„cos  T =/i(w  —  t )—/,((.)  -h  7:) 


(10)     ■j/2(io)=  —  log 


.    (.)  -t-  - 

—  a     ,     (1)  -)~  :î  -4-  a     .     tu  —  7Z  — 

.j       .        (.)  7t   -r    .i 

2X 

2  X                                2  X 

ïl. 

(0  —  — 

—  a    .     (0  —  7:  -i-  3.    .     (0  -t-  ;î  — 

[i    .     (.)  -1-  ;i:  -H  fJ 

2  A 

2  X                         2  /■ 

2>. 

On  retrouverait  la  formule  du  paragraphe  précédent  en  faisant  À  :=  2.  Si  nous 
supposons  que  la  différence  P  —  a  soit  infiniment  petite,  cette  formule  se 
simplifie  un  peu  et  on  voit  que  4'2(w)  est  égal  à  un  facteur  près  à  : 


(II) 


2X 


a     .      (o  - 

—    Mil  


.le  ferai  observer  que  les  expressions  (10)  et  (11)  s'annulent  pour  w  ;=  o  et 
pour  0)  :=  Xtt,  c'est-à-dire  sur  le  bord  de  l'écran;  c'est  le  résultat  auquel  nous 
étions  déjà  parvenu  dans  le  paragraphe  précédent. 

L'expression  peut  d'ailleurs  s'écrire  au  facteur  constant  2  près  : 


cos  r —  cos  ■ 


fos  ; cos  ■ 


Sous  celte  forme  on  voit  aisément  que  les  seules  valeurs  de  o)  pour  lesquelles 
cette  expression  puisse  s'annuler  sont  : 


=  Xr. 


Passons  maintenant  au  cas  où  la  lumière  est  polarisée  perpendiculairement  au 
plan  de  diffraction;  on  doit  alors  avoir  : 
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pour  w  =  G  et  pour  co  =  Xtt  ;  il  en  résulte  que  y  sera  de  la  forme  : 

Y  =  V  An  J„(ap)cos  — 1 

la  partie  de  y  qui  correspond  au  faisceau  incident  sera,  si  p  est  assez  grand  : 
et  l'équation  des  faisceaux  qui  s'éloignent  de  l'écran  sera  : 

Si  alors  nous  posons,  comme  plus  liaul  : 

Y'!")  =  /  ,"n  cos-^  cos  '    -,  62(10)  =  >K„  sin  -^  cos  -^i 

la  racine  carrée  de  l'inlensilé  de  la  lumière  sera  proportionnelle  à 

/(&))       pour  le  faisceau  incident; 

i]/i(w)     pour  les  faisceaux  direct  et  rélléciii  ; 

']'i{'^)     pour  les  faisceaux  difiractés. 

On  trouve  d'ailleurs  : 

I    ,             V^  ■-.            /((oi-l-:t)        ^^  „             "("' —  ") 
2ljil(l0j  =   >    B„  eus ^ hy^n  COS-^ ^ -'   =J(M-hK)-t-J((jù—x), 

ce  qui  montre  que  les  propriétés  des  faisceaux  direct  et  rénéchi  sont  les  mêmes 
que  dans  le  cas  précédent. 

Reste  à  étudier  ^(/.^(co). 

Si  nous  posons  comme  plus  haut  : 

il  viendra  : 

•fl(z)  =  -  log 


[z-e-'^)[z-e     '-) 


3i8 
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i-;u-  pour  z  =  e  *•   la  partie  réelle  de  vj(^)  doit  ôlre  égale  à  /(w),  c'est-à-dire 
à  -|-  I   pour  ijo  compris  entre  a  et  [3  ou  entre  — (3  et  —  a,  et  à  o  pour  toutes  les 
autres  valeurs  de  o)  depuis  — In,  jusqu'à  -+-  In. 
On  aur;i  alors  : 


en  posant 


•r,(ev)=/((o  )  +  £•/,(  10) 

[5 


/i  ('■')=  _  log 


(0  —  a    . 
sni ; —  siii 


2X 


2X 


!0  —  [3    .     10  -+■  a 
sm ^  sin ^ — 


■??, 


=  7  B„  siii  ^-  ■ 


D'aulrc  pari  : 

■?.'l->(  (O  )  =  7  B„  sin 
d'où  enfin  : 

(li.>((>J)  =    lo 


«((0  -t-  :t  ) 


2X 


^X  H„  sin^ i  =/,(,,)-)- :t)—/,(<o  —  n), 


1      .       (0  ^  n  -I-   S      .       (0  -+-   71 

sm ^ sin  ■ 


2X 


2), 


.     (0  -H  Ji  —  a     .     10  — ■  ;;  —  [j    .     lo  -|-  Jt  H-  [j    .     co  —  Ji  -<-  a 
sin  7 sin ; sin ; sin 


aX 


2X 


2X 


2X 


En  faisant  /.  =  2,  on  retrouve  la  formule  du  paragrapiie  précédent;  si  nous 
supposons  |3  —  a  très  petit,  cette  formule  se  simplifie  un  peu  et  l'on  trouve 
que  4'2(t>))  est  égal  à  un  facteur  constant  près  à  : 


COS  T cos  - 


TT                   10  -h  a 
cos  T-  -h  COS 


Les  circonstances  de  la  polarisation  dépendent  alors  de  la  valeur  du  rapport  : 


(0  -I-  a  n 

COS  r 2  cos  r- 


Ce  rapport  s'annule  pour  co  =  o  et  pour  w  =  X7î;  il  est  plus  petit  que  i  pour 
u  >  «  -H  TT,  c'est-à-dire  dans  le  cas  de  la  diffraction  intérieure  ;  il  est  plus  grand 
que  I  pour  di  compris  entre  n  —  a  et  n-\-a,  c'est-à-dire  dans  le  cas  de  la 
dilTraction  extérieure. 

Les  résultats  sont  donc  absolument  les  mêmes  que  ceux  du  paragraphe 
précédent;  nous  rendrons  compte  des  lois  les  plus  importantes  delà  diffraction, 
mais  il  y  quelques  circonstances  que  nous  ne  pouvons  encore  expliquer;  c'est 
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donc  seulement  dans  les  paragraphes  suivants  que   nous  pouvons  espérer  en 
trouver  la  clef. 


V. 


Nous  aurons  maintenant  à  tenir  compte  de  ce  fait  que  Técran  n'est  pas  formr 
d'un  conducteur  parfait,  mais  (l'un  métal  et  que  la  force  électrique  n'est,  par 
conséquent,  pas  rigoureusement  normale  à  la  surface  de  cet  écran. 

Supposons  d'abord  ijue  la  lumière  soit  polarisée  dans  le  plan  de  diflraclion 
et  voyons  quelles  sont  les  équations  auxquelles  nous  devrons  satisfaire. 

Dans  l'air,  c'est-à-dire  de  w  =  o  à  w  ^  Xtt,  nous  aurons  : 

r/p-        p  ap        p-  «(')- 

Pour  pouvoir  appliquer  les  formules  de  la  réflexion  métallique,  nous  emploierons 
la  métlii)il(!  des  exponentielles  imaginaires.  Par  iiypolhèse,  la  lumière  élanl 
homogène,  Z  sera  de  la  forme  : 

Zo  co%pl  -(-  7.1  ûwpt, 

ce  sera  donc  la  partie  réelle  de 

(Z„-j-Z,)e'7". 

Celle  quantité  complexe  satisfait  aux  mêmes  équations  que  Z.  C'est  elle  que 
nous  appellerons  Z,  quitte  à  ne  conserver  à  la  fin  du  calcul  que  la  partie  réelle. 
Dans  le  métal,  c'est-à-dire  de  w  =  Xt:  à  to  ^  27:,  on  aura  : 

d-Z        i  dZ         I    d'^Z       . 

ap-  p    do  p2    d<^i- 

j3  étant  une  cûnslanle  complexe. 

D'autre  part,  Z  et  -^doivent  être  continues  quand  on  passe  du  métal  à  l'air 

et  réciproquement,  c'est-à-dire  que  les  valeurs  de  ces  deux  quantités  pour 
co  ^  Xt:  —  £  doivent  très  peu  différer  des  valeurs  de  ces  deux  quantités  pour 
ti)  =  ÀTT  -f-  £  et  que  leurs  valeurs  pour  o)  =  271  —  e  ^doivent  très  peu  différer  de 
leurs  valeurs  pour  w  1=  -|-  e. 

Tel  est  le  résultat  auquel  conduisent  toutes  les  théories  de  la  réflexion  métal- 
lique que   nous  n'avons  pas  à   discuter  ici.   Le   problème  ainsi   posé  est  très 


dx-- 

-*- 

dy- 

d'-Z 
dx'- 

-1- 

d'-Z 

dy^ 
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compliqué,  iii:ii.s  uni"  circoiislancc  pormel  de  le  siinplilier;  c'esl  que  la  lumière 
est  élciuti'  à  une  profondeur  excessivement  faible  au-dessous  de  la  surface  du 
métal.  11  en  résulte  que  dans  l'intérieur  du  métal,  Z  doit  être  représentée  par 
une  somme  d'exponentielles  où  l'exposant  est  la  distance  du  point  considéré  à 
la  surface  du  métal,  multipliée  par  un  coefficient  très  grand  et  négatif.  Pour 
mieux  nous  en  rendre  compte,  rappelons  ce  qui  se  passe  dans  le  cas  simple  et 
bien  connu  de  la  réflexion  d'une  onde  plane  sur  une  surface  métallique  plane. 
Il  convient  pour  cela  de  revenir  aux  coordonnées  rectangulaires,  en  prenant 
par  exemple  la  surface  du  métal  comme  plan  des  yz^  et  le  plan  de  polarisation 
coïncidant  avec  le  plan  d'incidence  comme  plan  des  xy.  Nos  équations 
deviennent  alors  : 

,/2  7  ,/2  7 

-i-a'-Z  =  o     dans  l'air, 

-I-  [j-Z  =  I)     dans  le  mêlai, 

et  à  la  surface  de  séparatinn  L  et  -j-  devront  être  continues. 
Soit  Q  l'angle  d'incidence  ;  il  viendra  : 

d-Z  .  „    ,, 

-; —  = — -a-  sin^oi, 
dy^- 

d'où  : 

-; ha-cos-oZ  =o     dans  lau', 

dx'^ 

—, — '  -h  (b" —  a-  sin^ii)  Z  =  o     dans  le  métal. 
dx-  ' 

Si  donc  nous  faisons  pour  abréger  : 

a-  sin-  9  —  p-  =  o- 

en  choisissant  le  signe  de  â  de  telle  façon  que  la  partie  réelle  de  â  soit  positive, 
nous  devrons  avoir  dans  le  métal  : 

Z=/(jK)e5-'-+-/,(,>')«-«^       . 

comme  la  lumière  doit  s'éteindre  dès  que  x  a  une  valeur  positive  sensible  (en 
supposant  par  exemple  que  le  métal  soit  du  côté  des  x  positifs  et  l'air  du  côté 
des  X  négatifs),  la  première  fonction  de  y,  f{y)  doit  être  nulle  et  il  restera  : 

Z=/,fy)e-K 


(I  ou 
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dL 


Comme  Z  el  -r^  sonl  conlinucs,  celte  môme  relalion  (3)  devra  (Hro  enroiv  vraie 

dans  l'air  dans  le  voisinage  du  plan  de  séparation  a?  =  o.  Telle  csl  la  condition 
aux  limites  à  laquelle  nous  avons  à  satisfaire. 

Pour  un  métal  parfaitement  conducteur,  (3  et  par  conséquent  o  sont  très 
grands  et  la  relalion  (3)  se  réduit  à  Z=:  o,  c'est-à-dire  à  la  relalion  que  nous 
avons  admise  dans  le  paragraphe  III. 

Passons  maintenant  au  cas  où  le  plan  de  polarisation  est  perpendiculaire  an 
plan  d'incidence  et  où,  par  conséquent,  la  force  magnétique  y  est  parallèle  à 
l'axe  des  ;;  nous  retrouvons  alors  les  deux  équations  : 

d-  •;        d-  Y  rf-  7         d-  y        , 

(/./■-        d\-  dx-        ily^ 

d'où  n(jus  |)onrioiis  déduire  encore  que  l'on  a  clans  le  métal 


el 


dx  =-"''■ 


Seulement   ici   les  conditions  aux  limites  ne  son!  plus  les  mômes:  •;  doit  être 

coiilinu,  mais  il  n'en  est  pas  de  môme  de  -j-  ;  si  l'on  considère  deux  poiul>  très 

voisins  de  la  surface  de  séparation  et  de  part  et  d'autre  de  celte  surface,  les 

valeurs  de  -r- en  ces  deux  noints,  dans  l'air  et  dans  le  métal  seront  entre  elles 
dx  ' 

comuu'   y.-   est   à  S-.   Nous  aurons  donc  dans  l'air  el  dans  le  voisinaire  du  idan 

i  o  1 

X  =^  o  : 

Si    le   meta!   esl    pailiiileiiicnl    coiiduftteur  el   ^   très  grand,  celle  condition  se 
rc'tliiil  à 

d-;  dy 

-r—    =   Il  OU  -—     =    O 

dx  fin 

qui  esl  celle  que  nous  avons  adoplée  au  paragraphe  III. 

Ces   formules   sont   ((dles   de  la  réllexion  métallique;  toutes  les  théories  de 
II.  P.  —  l\.  4[ 
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celte  réflexion,  entre  lesquelles  nous  navons  pas  à  choisir,  conduisent  à  des 
équations  (jni  n'en  dill'érent  que  par  quelques  fermes  très  petits  que  nous 
pouvons  négliger.  Mais  nous  allons  fairi;  de  ces  formules  un  usage  diflerenl  de 
celui  ([u'on  en  fait  d'ordinaire.  On  s'en  sert  en  eiVet  pour  comparer  le  rayon 
rélléelii  au  rayon  incident.  Soit,  par  exemple,  en  supposant  le  rayon  polarisé 
dans  le  plan  il'incidence, 

(6)         •  /  =  partie  réelle  de  A  e'lïsiiiçij-ïcosf.r+/<o 

léqiialiou  du  rayon  incident  et 

(6)  Z  =  partie  réelle  de  B  e'(='si"?r+3i™sïï'+/") 

celle  du  rayon  rénéclii.  Le  rapport  ^  est  une  quantité  imaginaire  dont  le  carré 

du  module  représente  le  pouvoir  réflecteur  et  dont  l'argument  représente  la 
différence  de  phase  entre  le  rayon  réfléchi  et  le  rayon  incident.  En  substituant 
dans  l'équation  (3)  et  remarquant  que  la  valeur  totale  de  Z  dans  l'air  doit  élre 
la  somme  des  deux  expressions  (:"))  et  (6)  nous  trouvons  : 

(7)  £(A  —  B)acos3  =  S(A -I- B). 

En  faisanl  le  même  calcul  dans  le  cas  où  le  rayon  est  polarisé  perpendiculai- 
rement au  plan  d'incidence,  c'est-à-dire  en  faisant  la  substitution  non  [)lus 
dans  r(''([UMti(jn  (  !  ).  mais  dans  1  équation  (4)  nous  trouvons  : 

(8)  j(A  — H)[i-^eos9  =  Sa(A -I- B). 

On  se  sert  ordinairemcat  dus  (■quati(jns  (j)  et  (8)  pour  calculer  le  rapport  ; 
n(jus  allons  au  contraire  nous  en  servir  pour  étudier  le  rapport 

A-H  B 

L'étude  (le  //  nous  fera  ainsi  connaitre  le  rapport  des  amplitudes  delà  viljration 
totale  en  un  point  >ln  plan  des  yz,  et  de  la  vibration  partielle  que  Ton  aurait 
en  ce  même  point  si  le  rayon  incident  existait  seul;  elle  nous  fera  connaître 
également  la  différence  de  phase  de  ces  deux  vibrations;  en  d'autres  termes, 
elle  nous  renseignera  sur  les  circonstances  de  l'interférence  du  rayon  réfléchi 
avec  le  rayon  incident. 

Dans   le   cas   (,'xtirmc   des    nnilaux    parlailement   conducteurs  auxquels  nous 
non-,  r'iioiis  n-slriMiii^  dans  les  deux  pill"lJ;r'aph(•^  précédents,  |j  est  infiniiuent 
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grand  et  les  deux  éfimilions  (7)  et  (8)  se  réduisent  respectivement  à 

A-i-B  =  o,        A  —  B=o. 

On  a  alors  dans  les  deux  cas 

B 
A 


323 


ce  (lui  veut  ilirc  <jue  si  le  rayon   incident   est  naturel, 
rayon  réiléclii. 


en  sera  Ue  iiirine  du 


Au  C(UiIraire,  on  a  : 


B 


Cl 


A 

A  H-B 


=  o     dans  le  premier  cas 


=  2     dans  le  second  cas, 


de  sorte  que  si  l'on  lait  intertV'rer  les  deux  rayons  et  que  l'on  étudie  la  \  iljralion 
dans  le  plan  des  y:  lui-niénie.  le  rayon  résultant  de  cette  interférence  sera 
complètement  polarisé. 

M.  Fizeau,  dans  le  Mémoire  que  nous  avons  cité  plus  haut,  a  déjà  fait  remar- 
quer que  deux  rayons  naturels  peuvent  par  leur  interférence  prt)duire  un  rayon 
polarisé,  et  c'est  ainsi  qu'il  expliquait  les  phénomènes  qu'il  a\ait  découverts 
l'I  (Mil  ont,  comme  nous  lavons  dit,  les  plus  j.;rands  rapports  avec  ceux  dont 
nous  nous  occupons. 

Dans  les  deux  paragraphes  précédents,  nous  avons  vu  que  dans  le  voisinage 
immédiat  de  la  surface  mélallifjuc  la  polarisation  est  complète;  et  cela  lient, 
comme  on  pourra  s'en  assurer  en  revoyant  le  calcul,  à  ce  que  nous  avons 
supposé  que  sur  cette  surface  même  la  valeur  totale  de  Z  est  nulle.  Cette  valeur 
totale  est  égale  à  A  +  H  dans  le  cas  simple  que  nous  venons  de  traiter  et  qui 
est  celui  de  la  réilexion  d'uni-  onde  plane.  On  voit  ainsi  une  analogie  qui 
pourrait  échapper  au  lecteur  inattenlif,  mais  qui  n'en  est  pas  moins  profonde 
entre  l'analyse  des  deux  paragraphes  précédents  et  l'explication  de  M.  Fizeau, 
fondée  sur  ce  fait  que  l'interférence  des  deux  rayons  produit  une  polarisation 
beaucoup  plus  coin|)lète  que  la  simple  réflexion. 

Revenons  au  cas  des  métaux  ordinaires  à  pouvoir  réllecleur  considérable 
pour  lesquels  p  est  très  grand,  sans  être  infini.  Appelons  rj  et  ri'  les  valeurs  du 
rappiut  '■ — ^ —  tirées  respectivement  des  équations  (7)  cl  (8).  Il  viendra  : 

2  Ja  C0S3                    ,              2t2  cos  3 
■fi  =  ^ ^  '  ■''i  =  Vt  ■ 

ta  COS  3  -+-  0  .  (ITL- 

12  cos  9  -H  -^ 
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L'inleiisitù  de  la  pcihnisalioii,  ("csl-à-diie  le  lapport  tles  intensités  des  deux 
composantes  principales,  est  mesurée  par  le  rapport    -^-  • 

(>e  rapport  sous  une  incidence  voisine  de  l'incidence  rasante  peut   devenir 


égal  à 


[1' 


1    c'esl-à-dire    plus   grand    tpie   la    'j'^   puissance   ilu    coeClicienl    d'ali 


sorption. 

•Vjoutons  que  l'argunienl  de  r)  varie  plus  rapidement  avec  (f  rpie  celui  de  ■/)'; 
et  rappelons  que  cet  argument  de  ri  représente  la  diflerence  de  phase  entre  la 
vibration  résultant  de  l'interférence  des  rayons  incident  et  réiléclii  el  la  \ihrii- 
tion  incidente. 

Dans  les  expériences  de  M.  Gouy,  on  se  trouve  placé  dans  des  conditions 
bien  différentes  puisque  non  seulement  l'onde  incidente  n'est  pas  jtlaiu',  mais 
que  la  surface  réfléchissante  qui  est  celle  du  Iranciiant,  loin  d'être  plane  a  un 
rayon  de  courbure  très  petit. 

On  conçoit  néanmoins  que  les  choses  doivent  se  passer  à  peu  près  de  même. 
En  efl'et  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans  noire  raisonnement  subsiste.  Si  la  force 

électrique  Z  est  parallèle   à   l'axe  des  z,   Z  et  -^  sont   continus  (j'appelle-^ 

comme  je  l'ai  expliqué  à  la  fin  du  |)aragra|)he  I  la  dérivée  de  Z  estimée  suivant 

la  n(uinale  à  la  surface  réfléchissante).  Mais  comme  la  lumière  doit  s'éteindre 

très  rapidement  dans  l'intérieur  du   uiétal,   le  lapporl   de -;- à  Z  doit  être   1res 
'  '  '  fin 

grand,  dans  le  uK'tal  el  par  ('onséquent  dans  l'air;  par  conséquent,  Z  est  très 

petit. 

Si,  au  contraire,  c'est  la  force  magnétique  y  qui  est  parallèle  à  l'axe  des  ;, 

Y  est  encore   continu,   mais  '-J-  ne  l'est   jilus.    La   valeur  de  '—  dans  l'air  e>l  à 
'  cln  '  il  II 

celle  de  -4-  dans  le  métal  comme  a-  est  à  |j'-'.   Le  rapport  de  '-j-  à  y  est  encore 

très  grand  dans  le  métal  et  du  mêuie  ordre  de  grandeur  que  3;  mais  dans  l'air 

ce   rapport   est   au    contraire   très   petit   et  du   méuu'  cadre  de  grandeur  (pu-   ,j 

(quantité  <jui   es!   petite  si  on  prend  une    unité' de   longueur   coiu|)aral)le   à    la 

longueur  (I  onde)  et,  par  conséquent,  y- est  très  petit. 

.le  me  contenterai  de  cet  aperçu  el  ne  tenterai  |ias  li'esaliial  ion  iniiiiiTique. 
Je  me  bornerai  à  dire  ijue  l'on  doit  se  rapprocher  des  couiiilious  de  I  incidence 
rasante. 
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(iumiiK'ul  iiiiiinlouanl  \(iiil  vnrior  dans  les  deux  cas  L  cl  ■■  A  une  distance 
(inie  de  la  surface  métallique.  C'est  ce  que  va  nous  apprendre  l'application  du 
principe  de  Hujghens  sous  la  tonne  que  lui  a  donnée  Klrchiiofl. 

.Soit  S  la  surface  de  Técran,  S'  celle  d'un  cylindre  de  révolution  ajani  pour 
axe  l'axe  des  z-  et  \\\\  rajon  très  grand. 

Soil  d'^^!  un  élémenl  quelconque  d'une  de  ces  deux  surlaces,  x\  y' ■,  :■'  les 
coordonnées   du   centre  de  gravité  de  cet  élénn'nt. 

Soit  x,  y,  z-  un  point  intérieur  au  volume  limilt'  pai-  les  deux  surfaces  S 
et  S'  et  situé  par  conséquent  dans  l'air. 

Soit  /•  la  dislance  des  deux  points  x,  y,  z  cl  x' ,  y' ,  z' . 

Soit 


Nous  avons  vu  (pi'en  supposani  la  lumière  homogène  la  force  ('leclriipu'  seia 
de  la  forme 

/.Il  iosy)< -t- Zi  ^iii/)/ =  partii:  réelle  ( /-o-- /Z|  )  e'/''. 

Nous  poserons  : 

/  =  (Z„—  /Z,  )e'>', 

de  sorte  que  ce  que  nous  désignerons  par  la  lettre  Z  ce  sera  non  pas  la  lorce 
électrique  elle-même,  mais  une  exponentielle  imaginaire  dont  cette  force 
électrique  sera  la  partie  réelle. 

De  même,  dans  le  cas  où  la  fiu'ce  magnétique  est  |iarallèle  à  l'axe  des;,  cette 
force  est  la  partie  réelle  d'une  exponentielle  de  la  lorme 

(ïo— «Ti  )«'■'" 
et  nous  poserons  : 

7  =  (ïo-''Yi  )«'■'"• 

Nous  conserverons  les  lettres  Z.  et  y  sans  accent  pour  représenter  les  valeurs 
de  ces  fonctions  au  point  x,  y,  z,  et  nous  désignerons  par  7J  et  y'  les  valeurs 
de  ces  fonctions  au  point  x' ,  y',  z' .  Les  notations 

do        M'       >/■;' 
ihi         (lu         dn 

représenter(uit  les  dérivées  de  9,  Z'  et  y'  estimées  suivant  la  normale  à  l'élé- 
menl  r/cj'. 
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I .('  priii('i|ii'  lie  Ilin  i;lii'ns-l\ir('lili(ill  nous  dnimc  iilor.s  : 


(9> 


Les  intégrales  (loi\eiit  vive  ctciiiliu's  aux  doux  surlaccs  S  cl  S'. 
On  \ ml  iiiscuioul  : 


i"  Que  riulc;;rale  prise  le  long  de  S'  ne  dé|i('nd  ([iie  du  lalxcau  iacidcal, 
cl  nidleiucnl  îles  divers  faisceaux  divergents,  ni  par  c(uisé()ucnl  de  la  Inrinc  cl 
de  la  nature  de  léi  ran. 

2"  Que  l'intégrale  prise  le  long  des  portions  de  l'écran  (pii  ne  sont  pas  très 
voisines  du  Iranciianl  est  négligeable. 

fiml  tlépend  donc  il(^  la  \aleur  de  l'intégrale  prise  le  long  des  portions  de  S 
très  voisines  tiu  Iram  liant. 

Observons  que  a,  avec  nos  unités  habituelles  de  longueur  est  très  grand  de 
sorte  que  l'exponentielle  e~""  qui  entre  en  facteur  dans  cp  varie  1res  rapidement. 

La  quantité  sous  le  signe  /  esl  donc  de  la  forme  e^'^'  F,  F  étant  une  fonc- 
tion de  X,  y  et  :■  qui  varie  beaucoup  moins  rapidement  que  cette  exponentielle. 
Nous  pouvons  adopter  pour  définir  la  position  du  point  a;',  _y',  x;' sur  la  surface  S 
tel  système  de  coordonnées  que  nous  voulons;  nous  prendrons  par  exemple 
la  dislance  /■  de  ce  point  au  point  x,  y,  z  et  la  dillerence 

cl  nous  aurons  : 

M  élanl  une  loaclioii  de  /■  et  de  Ç  qui  n'est  pas  très  granile  non  plus  (jue  ses 
dérivées.  L'intégration  [lar  parties  nous  donne  alors 

j  e-"'  F  fà.,'  =  Il  e-'î^'FM  rfr  dl  =  ^   l  e-"''  1»M  dX,  -t-  ~-    Il  e-'"'  ''-^  dr  d^. 

La  présence  de  y.  au  dénominateur  nous  inonire  quelle  esl  la  coiidilion  pour 
(jiir  nuire  intégrale  ne  soit  pas  négligeable.  C'est  que  F  soit  très  grand  de 
l'ordre  de  a. 

Or  'j  est  fini,  landis  fine  -t^-osI  de  l'ordre  de  a.  Le  rapport  de  -7^  à  Z'  esl  de 
I       lin  '  '  dn 
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rorilrr  de  j3.  Le  ra[)|)orl  îles  deux  ternies 

'  du  da 

fj 
esl  donc  de  l'ordre  de  -•   Si  le  pouvoir  réflecteur  du  métal  est  très  grand,  ce 

ra|i|)(irl  -  est  très  grand  et  tout  se  passe  comme  si  '/l  était  nul. 

D'autre  pari,  le  ra])porl  de  -~-  à  -;'  est  de  l'ordre  de  y  Le  rapport  des  deux 

termes 

oTy'  ,  d<^ 

'  dn  '    dn 

est  donc  de  l'ordre  de  ,-i  c'est-à-dire  très  petit  si  le  métal  est  très  réllécliissant. 
Ainsi  tout  se  passera  à  peu  près  comme  si  l'on  avait 

'■=^="' 

Or  c'est  là  l'Iiyjjothèse  que  nous  avons  faite  dans  les  paragra[)lies  111  et  i\ . 
Nous  avons  le  droit  d'en  conclure  que  la  polarisation  sera  dans  le  même  sens 
que  dans  le  cas  où  nous  nous  étions  placé  dans  ces  doux  paragraphes. 

L'aperçu  qui  précède  est  beaucoup  trop  grossier  pour  me  permettre  nue 
comparaison  numérique  même  approchée.  Toutefois  il  semble  que  la  polari- 
sation observée  est  notablement  plus  forte  que  celle  à  laquelh;  conduiraient 
les  valeurs  de  (3  ordinairement  adoptées,  bien  que,  la  phase  de  VJ  variant  plus 
rapidement  que  celle  de  y'  d'un  point  à  l'autre  du  tranchant,  on  puisse  supposer 
que  les  différents  termes  de  l'intégrale 


/ 


Z'  -r-dui' 
dn 


se  détruisent  par  une  sorte  d'interférence,  ce  qui  expliquerai!  au  moins  en 
partie  l'intensité  de  la  polarisation.  Au  surplus,  notre  analyse  est  beaucoup 
trop  imparfaite  pour  que  de  celle  divergence  on  ail  le  droit  de  ne  rien  conclure 
contre  les  hypothèses  d'où  nous  sommes  partis,  et  qui  sont  généralement 
admises.  Quoi  qu'il  en  soit,  on  voit  que  nous  nous  rapprocherons  d'autant  plus 
des  conditions  des  deux  paragraphes  précédents  que  le  pouvoir  réflecteur  du 
métal  sera  plus  considérable.  La  polarisation  sera  donc  plus  marquée  pour  les 
couleurs  pour  lesquelles  ce  pouvoir  réflecteur  est  le  plus  grand,  c'est-à-dire 
pour  les  couleurs  qu'affecte  la  lumière  réfléchie  par  ce  métal.  C'est  sans  doute 
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pawv  collf  raison  (juc  (l;ui>  la  coinposaiili'  la  plus  lorlc,  celle  ([ui  est  polarisée 
per|iendiculaireiiionl  au  plan  <le  dinraclioii,  ce  son!  ces  couleurs  (jui  douiiiienl. 
Il  siMiiblo.   au   conlraire,   que  dans  la  coniposaiile   la  plus  faible,  les  couleurs 

coni|i!eiiienlaires    (  poiii-   lescpu^lles      osl    moins   i;raud   el    pour   lestpieiles,    par 

coiisiupieiit.   la   polaiisaUon  devrail   Ûlre  uumis  (;oui|ilète  )  dcvraieiil  ddininer  à 

leur  lour.  (îe  n'est  pas  lout  à  tail  ce  (pii  a  éle  ohsi'rvé  puiscpu^  celle  c()ni|)(isanle 
parait  blanche.  Peul-ôlre  une  cause  secondaire  vienl-elle  neutraliser  celte  colo- 
ration complémentaire  de  la  composante  faible  et  accentuer  au  conlraire  la 
coloration  de  la  composante  forte,  c'est  que  les  rayons  qui  dominent  dans  celte 
seconde  composante  st)nt  en  général  de  grande  longueur  d'onde  el  par  consé- 
quent plus  diffrangibles  que  les  autres.  Toul  cela  n'est  encore  (ju'un  aperçu 
bien  insuffisant  et  bien  des  détails  restent  inexpliqués. 


VI. 


Je  lue  |)ropose  iiiaintenaul  de  lenir  compte  de  ce  lait  (pie  le  Iraiiclianl  du 
biseau  n'est  pas  parfait,  de  telle  laçou  tpie  la  surlace  S  de  l'écran  se  compose 
de  deux  faces  planes  raccordées  par  une  sorte  de  cylindre  de  rayon  très 
petit. 

Si  nous  supposons  de  nouveau  j3  infini  el  le  métal  parfaitement  conducleur, 
de  façon  à  ne  pas  accumuler  toutes  les  difficultés  à  la  fois,  nous  devrons  avoir 
le  long  de  la  surface  S 


fin 


le  sorte  ({ue  les  équations  de  Huygliens-Kirchholl' se  réduiront  à 


(  lo)  4-/  =  /  j  1 


'A.. 


fh 


lin  ellet,  les  intégrales  des  équations  (9)  du  paragraphe  précédent  doivent  être 
prises  le  long  des  surfaces  S  el  S'.  Le  long  de  la  surface  S'  elles  soûl,  ainsi  que 
nous  l'avons  vu.  hïs  mômes  que  s'il  n'y  avait  pas  d'écran.  Elles  son!  donc 
nulles,  sauf  à  l'intérieur  du  Caisceau  directement  transmis,  el  en  dehors  duquel 
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iKiiis  iKiiis  supposerons  placé.    Le  long  de  S,  le»  leriiio  en  '/.'  (^1  en  -j-  soni 

nuls.  Les  équations  (9)  peu^ent,  donc  être  remplacées  par  les  équations  (10) 
et  (iiV 

Soit  alors  '\f  l'angle  que  fait  la  normale  à  la  surface  S  avec  le  rayon  \ecteur 
([ui  joint  le  poini  x,  >',  ;  au  point  t',  y\  z\  il  viendra  : 

du        rlr      ~  '' 

Si  11.'  point  j',  )•',  ;'  esl  Noisin  du  tranclianl  mai»  situé  eependani  sur  les  faces 
planes  du  biseau,  et  si  le  |)oint  x,  y.  z  est  voisin  de  la  surface  S,  c'est-à-dire  si 
la   déviation    est   grande  et  dirigée   vers   l'intérieur  de   l'ombre  géométrique, 

l'angle  vp  difl'érera   peu   dt'  90"  cl   cos'L   sera   petil.    Donc  -^  sera   petit.   Il  en' 

résulle  que  les  parties  de  l'inlégiale  <lii  second  riienii)re  de  (11)  qui  auronl  le 
plus  d'inlhience  sur  I,t  xaleur  de  --.  seront  celles  qui  appartiennent  à  la  pculicui 
cylindrique  du  tranchant.  Il  n'en  sera  pas  de  même  jjour  l'intégrale  du  second 
membre  de  (10). 

Peut-être  |)eut-on  s'expliquer  de  celte  manière  que  la  composante  la  plus 
forte  et  la  plus  colorée,  soit  plus  aU'ectée  que  l'autre  par  les  irrégularités  que 
ce  tranchant  peut  présenter. 

Mais  le  fait  que  le  tranciiant  est  plus  ou  moins  arrcjiuli  peut  avoir  encore 
une  autre  influence  dont  nous  rendrons  grossièrement  compte  de  la  façon 
Minante  : 

Représentons-nous  la  surface  de  l'écran  comme  prismatique  et  formée,  par 
exemple,  par  les  deux  faces  du  biseau  AB  et  CD  et  par  une  très  petite  face 
plane  BC  faisant  des  angles  égaux  avec  AB  et  CD. 

Si  la  largeur  de  la  face  BC  était  nulle,  nous  retomberions  sur  le  cas  du  para- 
graphe IV'  et-  la  polarisation  qui  serait  presque  complète  pour  de  grandes 
déviations,  serait  moins  grande  pour  les  déviations  médiocres  que  ne  l'indique 
l'observation. 

Si  la  largeur  de  la  face  BC  était  très  grande  par  rapporta  la  longueur  d'onde, 
on  devrait  se  considérer  comme  étant  en  présence  d'un  biseau  très  ouvert  BCD 
et  l'on  pourrait  encore  appliquer  les  formules  du  paragraphe  IV.  La  polarisation 
serait  complète  quand  le  rayon  dillracté  serait  parallèle  à  BC,  c'est-à-dire  pour 
une  déviation  relativement  faible,  et  pour  des  déviations  plus  grandes,  il  n'y 
aurait  plus  du  tout  de  lumière  difl'ractée. 

H.  P.  —  IX.  42 
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Si  la  l;u:;i'iir  ilc  In  laco  HC  est  petite  sans  être  nulle  (ce  qni  se  rapproche  fin 
cas  qni  est  elle(ti\cMieiit  réalisé),  on  trouverait  sans  donlc  ries  résultats  inler- 
inéiliaires  :  est-ce  pour  cette  raison  qu'on  observe  ponr  des  déviations  médiocres, 
moins  de  lumière  et  une  polarisation  plus  intense  qne  ne  l'indiqueraient  les 
formules  du  par;igia|)lie  l\  ?  Ce  (jni  tiendrait  à  le  faire  croire,  c'est  (jue  la  pola- 
risation croit  d'autani  plus  vite  a\('c  la  déviation  que  It'  trancliaul  du  hiscau  est 
plii>  aridudi. 

iNous  avons  dit  plus  haut  cjue,  d'après  l'oljservation,  la  lumière  dillractée  est 
maximum  à  déviation  égale  quand  le  rayon  incident  et  le  rayon  dilli-acté  font 
des  angles  égaux  avec  l'écran.  L'explication  doit  probablement,  comme  le  fait 
très  bien  observer  M.  Gouy,  être  cherchée  aussi  dans  la  courbure  du  tranchant. 

Les  paragraphes  \  et  VI  où  le  problème  abordé  est  beaucoup  plus  complexe 
f|uc  celui  qui  a  été  traité  dans  les  paragraphes  III  et  IV  ne  contiennent  que  des 
aperçus  qui  peuvent  grossièrement  nous  faire  prévoir  le  sens  de  certains 
phénomènes,  mais  qui  sont  dénués  de  toute  précision.  Une  analyse  plus 
rigoureuse  serait  donc  nécessaire.  Ce  sera  l'objet  de  la  seconde  partie  de  ce 
travail. 


SUR 

L4  POLARISATION  PAR  DIFFRACTION 

(SECONDE   PARTIE.) 


Acta  mathemntica,  t.   20,  p.  SiS-SS"»  (189G-1R97). 


VII. 


Jo  reprends,  après  un  iisscz  Ion;;  inlervalle,  mon  Mémoire  sur  la  polarisalion 
par  (lillraclion  (').  Depuis,  ce  proljlème  a  été  l'objet  d'un  Iravail  très  impor- 
tant de  M.  Sommerfeld,  qui  a  paru  dans  les  Math emali sel le  Aiinalen^  et  dans 
lequel  cet  auteur  retrouve  cl  complète  mes  résultats  par  une  méthode  oxlré- 
menient  ingénieuse.  J'aurai  donc,  dans  ce  qui  va  suivre,  non  seulement  à 
compléter  les  résultats  précédemment  obtenus,  mais  à  les  comparer  à  ceux 
de  M.  Sommerfeld. 

Je  vais  examiner  dans  ce  paragraphe  ce  (jui  arrive  quand  j'abandonne  la 
quatrième  hypothèse  énoncée  dans  la  première  partie  de  ce  Iravail  (p.  3o5)  (  '-)  à 
la  fin  du  paragraphe  II;  c'est-à-dire  quand  je  ne  suppose  plus  que  la  lentille  ail 
une  ligne  focale  coïncidant  exactement  avec  le  bord  du  biseau. 

Conservons  d'ailleurs  les  autres  hypothèse,  et  imaginons  que  l'angle  du 
JMseau  soit  infiniment  petit  et  que  l'écran  soit  parfaitement  conducteur. 

^'oyons  comment  les  résultats  du  paragraphe  III  vont  se  trouver  modifiés. 
Nous  aurons  toujours  [cf.  \'°  partie,  p.  3o8)  (^)  : 


Z  =^A„J„(ap)  sin 


2 


(')  Ce  journal,  t.   IC,  p.  2117-340;  Ce  tome  p.  agS. 
( -)  Ce  tome  p.  3oo. 
(')  Ce  tome  p.  3o.). 
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OU  si  p  est  Iri'.s  gi-ond  : 

■V   .     .    /    '^  /  /(  -I-  1      \     .     "  0) 

^  ..^      V    ^^•P       \  4        /         2 

l.i- coeFfîcionI  A„  doit  (Icpciidro  du  louips  ri,  d'iiprrs  nos  lij|)olliè.S('.s,  (Mrc  do 
lii  luriiic  : 

A"  cospt  -+-  A,',  siiiy;/         (  //  =  a\  ). 

M.ii>  >1  /  i';.l  de  la  loiiiR' 

■/.„c'os/)/  -I-  Z|  sin/»;     i cf.  1"'  |iai-lip.  p.   i"*;)  (  '  ), 

ce  sera  la  pari  le  iccllc  de 

Coiuim;  '//  salislail  aux   uu^uncs  (''(|ualioiis  c[uo  '/,,  Il  sera  plus  sluiplc  do  ciinsl- 
dércr  VJ  au  lieu  do  /.  cl  tlCcrirc  : 

ou 

/.'  ='^a„  e'>'.I„(ap)sin^        (^/„=  A»  —  îA,',) 

ou  eu  biijjpnuiaul  racccul  de  '/J  devenu  inutile  : 

Z  =  >]|a„e'7''J„(ap)  siii  ^• 

Kn  supposant  o  1res  i^rand,  on  a  : 

,    ,       ^  /    2  /  „  +  .      \         /    '  ^       J^.      ^    '  ■■        > 


y/?,  a;cp 


d'où  : 

.     noi  .     nw 

(1,1  SU)  /  n-¥\       \  a  II   SI  II 


—       /  n  +  \       \  a  II   SI  II  ./ 


^.;      /-2-  / —  ^  /— 

^"     V2  7iap  ^"     V2  7cap 

I..e  premier   lerme  correspond  an    faisceau    Incidonl.   cl  1(^  second   aux  divers 
faisceaux  transmis. 

Nous  avons  supposé  jusqu'Ici  que  la  IcnliUc  avail  sa  ligne  locale  sur  Taxe 
des  z,  ce  qui  se  traduisait  analytiquement  par  cette  condition  que  «„  était 
essentiellement  léel;  car  il  ne  devait  pas  y  avoir  de  difTérence  de  phase  entre 
les  divers  rayons  incidents. 

(  '  J  Ce  tome  p.    l'u. 
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Mais  il  n'en  esl  plus  do  môiiic  si  la  lii;ne  locale  ne  coïncide  pas  exactement 
avec  l'axe  des  z. 

Soit  en  effet  O  l'origine  des  coordonnées,  soient  FM  et  FM'  deux  rayons 
venant  se  croiser  au  poini  I*"  sur  la  ligne  focale,  l'renons  FM  1res  grand  par 
rapport  à  OF  et  FM'=FM;  la  phase  du  inouvcniciU  lumineux  devra  être  la 
même  en  M  et  en  M',  puisque  ces  deux  points  sont  à  la  même  distance 
de  la  ligne  focale.  Mais  ces  deux  points  ne  sont  pas  à  la  même  distance  du 
point.  O. 

Prenons,  au  contraire,  sur  les  deux  rayons  FM  et  FM'  deux  points  M|  et  M', 
situés  à  une  même  distance  p  du  point  O,  p  étant  très  grand.  Si  la  distance  OMi 
esl  très  grande,  OMi  fera  un  angle  très  petit  avec  FM;  mais  les  deux  points  M| 
et  M',  n'('^tanl  pas  à  la  même  distance  <lu  jxiiiil  F.  la  |iliase  ne  sera  pas  la  même 
en  CCS  deux  points. 

La  phase  au  point  Mi  sera  proportionnelle  à  la  ilistance  OF  mulliplic'c  par  le 
cosinus  de  l'angle  de  OF  avec  FM. 

,    ,  .  ■        IIM  ....  . .  . 

L  expression  «„  sin sera  donc  imaginaire  vi  I  arguiueul  de 


a„  sin 


sera 

/COS(10  —  (i)o), 

/   étant    proportionnel   à    OF    et    fi)o   représentant   l'angle    de    Ol"    a\ec    l'axe 
des  X. 

L'intensité  et  la  piiase  de  la  lumière  incidente  sera  ainsi  définie  ])ar  la 
loncticm  F((i)),  l'intensiti'  et  la  pliast'  tie  la  lumière  transmise,  tant  ilircclemeul 
que  par  réllexiou  ou  par  dilTraclion  sera  alors  déliuie  par  la  loiutidii  : 


ii„  sin  • 


F,(co)=y— =_.         •      . 
■^"     V'  '.^  ~  «  p 


Posons  maintenant 


7i  0) 

(t.f  cos .  i«H- in 

2 


_(„ 


/(  (O 

«„  cos :ii-h<i 
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il  viendra  : 


'l>-t-jF  = 


Y/2  7cap 


y/:',  r.u;^  ^^ 


(-V-?) 


ri 


lIoù  : 

I<I>((o)+  îF{<o)  =  <!>(—  lo)  —  ,-F,(  — <o), 
i<I)(w  +  jî)  — F((o  -(-  :c)  =  *i  ((.))-+-  (■F,(w), 
/<I>(;:  —  M)—  F(;t  —  m)  =  <I),(w)  —  /■F|((o), 

d Où,  ciiliii  : 

'I)((o -m )-<!>( -  —  (.))        .F(to-f.;t)  — F(7r  —  w) 
(  s  )  r  I  (  (0  )  = h  i 

Le  calcul,  sous  une  autre  forme,  esl  lout  à  (ail  pareil  à  celui  du  [)ai'ai;ra]ilie  III; 
r"(f.))  dans  les  Udlaliims  de  la  page  3o(S  (  ')  du  jiaragraplie  III  sérriiiiil  : 

v'p 

Ou  aui'ail  lie  iiKMiir  {cf.   i  "'  parlie,  p.  oof))  (  -  ) 

y,  („.)-;/,(„,)    '1 
V  ,  (  (0  )  =  -— e 

S? 
el  avec  les  iii)iitli(ins  de  la  page  3i2  (  ')  : 

Ffw)  =  .  /JL /-(„,)  f~'», 

F,((.))  =  l/ fi,(,o)-r^,(,.))]e     *  . 

La  seule  diderencc,  c'esl  (|ue  la  t'unction  F(w)  n'est  plus  supposée  réelle. 
Le    prohléine    esl    ainsi    r;nui'ui'    à    la    (h'ierniinalion    de    <l»(&j)    cpiand    on 
cunnaîl  l'Vojj. 

(  '  ;  Ce  loiiie,  p.  .)o  i. 
f ')  Ce  tome,  p.  '.W^. 
(')  Ce  tonje,  p.  'W . 
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Or  la  l'orinule  de  Fourier  nous  donne  : 

sin  —        .^r. 
■^  2      /       „ ,        .    nx. 


d'où  : 


/i(0 

cos 


d'où  l'on  tire  : 

(4)  <!>(<.))  =J        F(a)—  (^colg— ^ ucotg^—  ). 

Mais  celle  formule  demande  une  interprétation  :  en  effet,  la  fonction  sous  le 
signe    /    devient  infinie  pour  a  =  (o  (je  suppose  oo  compris  entre  o  et  271); 
l'intégrale  semble  donc  indéterminée  à  moins  qu'on  n'en  précise  le  sens. 
L'inh'grale    /       est  indéterminée,  mais  l'intégrale  : 

.-.     ,. 

est  parlaileiuenl  dclermince  el    lemi  vers  une  limite  délermini'e  quand  î   tend 
vers  zéro. 

C'est  celle  limite  que  Caucliy  appelle  valeur  piinrij)alc  de  l'inh'grale. 

C'est  celle  valeur  principale  qu'il  faut  prendre  pour  <!>((•)). 

D'après  notre  hvpotlièse,  l'argument  de  F(fi))  est  égal  à 

/  C0S(0J  (Oo) 

et  /  est  égal  à  27rOF  divisé'  par  la  longueur  d'onde;  ce  sera  donc  un  très  grand 
nombre,  à  moins  que  OF  ne  soil  1res  petit. 

Nous  conviendrons  donc  de  considérer  les  quantités   qui    contiennent  en 

(acteurs  —^  comiiu'  très  petites  du  premier  ordre,  et  celles  qui  CDUliennenl  en 

facteur  -=  comme  1res  petites  du  second  ordre. 
L'inlégi-ale 

est  alors  du  second  (irdri\  pourvu  que  /(s<)  soit  finie  dans  l'intervalle  de  t/  à  h 
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aiii>l  (HK-  sa  (Icrivcc:  car  elle  csl  <'gale  à  : 

e'"'  (■'''•  i     r'' 

ir •^^''■~ir •'''">"  i/J     '"■' V <.=<"/=<• 

Dans  Ii's  iiK^iiirs  (■(iiullliolis,  riiil('i;ral('  : 

0 

sera  <lu   |ni'iiiit'r  lU'ilrc  ;   en  cHcl,  la  (Icrivc'c  di'  J\y.^  clanl   (imc,  nous  p<>uii(jns 
|)(is('r  : 


ç/(a)  roslani  (inic.  cl  luilrc  Intcgrale  pcul  alors  sccrire  (en  posant  «-=16)  : 


r-v.")--r-^^-x^-^^(^^.^î- 


l.a  prcniicrc  inlc;;ralc  csl  ilii  premier  ordre  et  étiale  à 


■'■""^\/5 


cl  les  deux  autres  sont  du  second  ordre  en  \('rtu  du  llieorcuie  |jrccédenl. 
L'intégrale 


■^e' 


n 

sera  ilu  second  ordi-c  si  dans  l'inlcrvalle  d'intégralion  ./(a)  esl  finie  ainsi  que 

sa  dci-i\<'e  et  que  '^'(x),  o"(a)  el  -7- — ;  et  en  edet  en  i)osanl 

I'inl(''j;ralc  devienl   : 

Supposons   uiamtcnant  cpie  ©'(st)  s'annule  dans   rintervalle  d'intégration,   par 
C'xenijdc  p(jur  a  ^^  a„  ;  posons  : 

ï(  a  )  =  z(X(,)  -+■  ,'"-■• 

d'où 

-Jia),l-jL  =  ■).'Ul';'j, 
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l'intégrale  (5)  deviendra  : 

OÙ 


■i'i- 


?'(«) 


D'après  les  hypolhèses  (ailes     /'(a),  /'(a),  ©'(a)i  9"(^)'  ,7,     '^'i' 
sa  dérivée 


.AC^)  «'t 


'/'i 


restent  finies. 

Donc   Finli'grale   (5)    est    égale    à   des   cjuanlilés    prés    du    second    mdrr    à 


l'intégrale  : 


e"?(iXo' 


Supposons  uiaiulfiianl  ijue  nous  envisagions  l'intégrale 
(6)  Çei'^f{oL)dyL, 


ù    nous    supposerons    que    ./(a)    devienn(>     infiiili'    poui-    a  ;=  a,,.    Soit,     par 
xcmple, 


il) 


cj)(a)  étant  finie  et  lonlinue.  [-.'intégrale  (6)  n'a  pai-  elle-iiiéiiie  aucun  sens; 
mais  nous  envisagerons  sa  valeur  principale;  cette  valeur  sera  évideinnii>iil 
égale  à  des  quanliti-s  près  du  second  ordre  à  la  valeur  principale  de 


/ 


A  (/a 


qu'il  est  aisé  de  trouver  et  qui  est  égale  à  : 
De  même,  l'intégrai; 

oiî  y(a)  est  de  la  forme  (7),   où  c(>(a)  est   finie   et  continue  el   où   o'(a)   ne 
s'annule  pas,  sera  égal  e  à  des  quantités  du  second  ordre  près  à 

A  7:  e"î(*o). 
H    P.  —  IX.  43 
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A|i|ili(|iii)ns  ces  jiriiu'ipcs  à  1  inlci^ralo  (l'j)  (jui  pciil  si'crire  : 
[         e''f'*=<-">.IFo(a)7—     COtgi- — 1- col  fi; — 

oîi  Fo(a)  qui  esl  le  inoiliile  de  F(a)  î>   une  Nalciir  (iiiic;  nous  pouvons  même 

supposer  que  Fo(3()  soil  eoiilimi. 

La  luncliiiii 

^    ,     ,  /           10  -I-  o  a  — 

F„(.ï)  (  i-olg-^ h  colg  —j- 

ne  cesse  d'èlic  finie  el  continue  que  |iour  a  =  o).  L'exposant 

//  COS  (2  —  OJo  ) 

a  sa  dérivée  qui  s'annule  pcnir 

y.  =  (Ou,         st  =  (')()-+-  -. 

Si  donc  nous  négligeons  les  quantités  dii  second  ordre,  nous  n'aurons  à 
envisager  que  les  éléments  de  l'intégrale  cjui  sont  voisins  de  a  ^  co,  a  =  too, 
a  =  &)o  +  TT. 

Considérons  d'abord  les  premiers;  la  valeur  principale  de  l'intégrale  dans  le 
voisinage  de  a  =  oi,  sera  : 

e,7c..siM-w„)  p^(u,-)_  F(io). 

Tenons  comple  enfin  des  éléments  voisins  de  a  ^  wo+  tt,  il  viendra 

2o=coo-l-~,  9(a)  =  cos(a  —  tOo),  ç'(a)  = — sin(a  —  Wo); 

[3-=  1(2)  —  9(ao)'=cos(3;  —  ojo)  —  cosr  =  2  cos-  (  • ^'  1  ) 

,-          a.  —  (Oo 
,,         2  y/a  COS ,- 


o'(a)  —  sin(a  —  lOo  )  .      a  —  oJo  ' 

sill  


Fo(a)  /  to -I- a  a  —  (o 


y,    ,        Fo(a)  /  w  -I-  a 

/i(P)=/(0 


4 

-^2     . 


.      a  —  tOo 
sin  


/,(oj  = ï ^;- ^(colg ^ hcotg ~ 1 
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L:i  pari  le  correspondante  de  l'intégrale  sera  donc  : 

e~''(l-i-i\     4    T^                        /            --+-(.)„ -t- oj                  - -;- (Oo — '■' 
7=  r  0  U')o -+- -  j  (  cotg Kcotg 


^         ^--.v    .  .      .  ^--o  4 


4 


La  partie  de  l'intégrale  qui  correspond  à  oj  =  oio  se  calculerait  de  la   môme 
manière. 

On  Irou vernit 


e'Ui  —  i)    i    „,      .  l'     .     '•)  H- (Oo  ,    (.)„— t.) 

*"   '■■  ^'cole- — — h  rot" 


^F„(co„)/ 


V//         ^ 'V      "       4  "      4 


mais  pour  mener  à  bien  ce  calcul  il  faudrait  observer  que  ^(a)  pour  a  =  tiio 
atteint  mm  pas  un  minimum.  luais  un  maximum;  et  poser,  non  pas  : 

ç(a)  =  s(3Co)-l-  .i-, 

mais  bien 

ç(a)  =  ç(ao)  —  p--- 

L'interprétation  de  ces  résultats  est  aisée. 

Négligeons  d'abord  les  termes  du  premier  ordie  el  ne  lenons  compte  que 
des  termes  finis;  il  vient  alors  : 

*(to)  =  F(io), 
d'où  : 

(8)  I',(cù)  =  (I-+- i  ) — 

Comparons  ce  résultat  avec  celui  que  nous  avons  oblenu  au  n"  3,  c'est-à-dire 
dans  les  condilions  d'une  mise  au  point  parfaite. 

Nous  devions  alors  diviser  Fi(«)  en  deux  termes  dont  le  premier  : 

<I)(  (1)  -H  ;:  )  —  «K  n  —  (o  i 

représente  la  lumière  diffraclée,  tandis  Cjue  l'autre 

.F((o-t-::)-F(:i-o)) 

représente  la  lumière  transmise  directement  ou  réfléchie. 

Alors  on  retrouvait  une  moitié  de  l'énergie  incidente  dans  la  lumière 
diffraclée,  un  quart  dans  la  lumière  transmise  et  un  quart  dans  la  lumière 
réfléchie. 
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Pour  jiiivsor  lU'  rexpri'ssioii  (())  à  rcxpressioii  (8),  il  suffit  de  la  multiplier 
par(i — i).  Les  intensités  correspondanles  se  trouvent  doublées  et  l'on  retrouve 
la  moitié  de  l'énergie  incideiile  dans  la  lumière  transmise  et  une  moitié  dans  la 
lumière  réllécliie.  La  portion  de  l'énergie  qui  se  transforme  en  lumière 
dillraclée  est  de  l'ordre  des  quantités  négligées,  c'est-à-dire  du  premier  ordre. 

Tenons  compte  maintenant  des  termes  du  premier  ordre. 

On  \<)it  qu'en  ce  qui  cuncerne  ces  termes,  tout  se  passe  comme  si  l'intégrale 
qui  donne  4>(w)  se  réduisait  à  deux  éléments,  celui  qui  est  voisin  de  a  =  wo  et 
celui  qui  est  voisin  de  a  =  (.io+7r.  Dans  chacun  de  ces  éléments,  l'argument 
de  F(«)  qui  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum  demeure  sensiblement 
constant;  de  sorte  que  pour  chacun  d'eux  tout  se  passe  comme  dans  le  para- 
graphe IIL 

Le  rôle  prépondérant  joué  par  ces  éléments  est  aisé  à  lomprendre  et  la 
signification  physique  de  cette  prépondérance  est  manifeste;  les  seuls  rayons 
qui  subissent  l'elTet  de  la  diffraction  sont  ceux  qui  passent  près  du  bord  de 
l'écran.  Lvidemment,  d'ailleurs,  ceux  qui  se  rapprochent  le  plus  du  bord  de 
l'écran,  c'est-à-dire  de  O,  sont  ceux  dont  la  direction  est  voisine  de  OF, 
puisque  tous  passent  par  le  foyer,  c'est-à-dire  par  F. 

Dans  les  expériences  telles  qu'elles  sont  ordinairement  faites,  un  seul  de  ces 
éléments  interviendra.  En  effet,  le  faisceau  concentré  par  la  lentille  aura  une 
ouverture  limitée,  en  tout  cas  inférieure  à  tt.  Par  conséquent,  la  fonction  F(a) 
qui  définit  l'intensité  et  la  phase  du  faisceau  incident  sera  nulle  sauf  quand  a 
sera  compris  entre  deux  ilmiles  «o  fl  ^i,  confnriiiément  aux  inégalités 

^o<  a  <  «1- 

Si  cjo  est  compris  entre  ao  et  «i,  il  n'en  sera  pas  de  môme  de  uo-I-t.  Si 
donc  F(coo)  n'est  pas  nul,  F(&)o+Tr)  sera  nul;  de  sorte  que  l'élément  corres- 
pondant à  too  interviendra  seul. 

En  résumé,  dans  le  calcul  des  termes  du  premier  ordre,  tout  se  passera 
comme  si  le  faisceau  au  lieu  d'avoir  une  ouverture  égaie  à  «i  —  ocq  avait  une 
ouverture  beaucoup  plus  petite  et  si  l'angle  a  variait  seulement  de  too  —  s  à 
',>Q-\-e.  A  cela  près,  il  n'v  aura  rien  de  clinngé  aux  conclusions  du  para- 
graphe 111. 

Dans  le  Mémoire  (jue  j'ai  cité,  M.  Sominerfeld  lolrouve  les  mêmes  résultats 
quo  moi,  bien  (ju'il  iraiic  un  problème  en  apparence  bien  différent.  Après  ce 
qui  précède,  nous  ne  devons  plus  nous  en  étonner;  le  cas  qu'il  Irnile  et  qui  ivsl 


SUR    LA   POLARISATION   PAR   DIFFRACTION.  34l 

celui  de  la  lumière  parallèle  peut  être  regardé  coiuiue  le  cas  exlrême  de  la 

uiauvaisc  mise  au  point,  et  nous  venons  de  voir  que  le  délaut  de  mise  au  point 
n'influait  pas  sur  nos  résultats  les  plus  essentiels. 


VIII. 


.le  voudrais  mainlenani  indiquer  le  moyen  de  tenir  comple  de  la  comhiire 
du  tranchant  du  l)iseau.  Pour  c(da.  j'atlriliuerai  à  la  section  droite  de  ce  biseau 
une  forme  aussi  simple  cpie  possible,  à  savoir  celle  d'une  hyperbole  dont  le 
sommet  sera  très  voisin  du  centre.  Alors  cette  hyperbole  se  confondra  sensi- 
blement avec  ses  asymptotes  sauf  dans  la  partie  très  voisine  du  sommet  qui 
présentera  au  contraire  un  rayon  de  courbure  très  faible.  Nous  nous  rappro- 
cherons ainsi  suflisamment  du  cas  réalisé  par  un  biseau  dont  le  tranchant  est 
imparfait. 

Soit 

X-  y- 

1-  — ^  I 

l'équation  d'un  système  d'ellipses  et  d'hyperboles  hoinofocales.  Soient  x  et  y 
les    coordonnées    rectangulaires    d'un    point  ;    soient    /    et  p.  ses  coordonnées 
elliptiques,  1  étant  le  paramètre  correspondant  à  Fellipse  et  p.  à  l'hyperbole. 
Soit  alors 

H^  =  l^ii 

l'équation  de  la  section  droite  du  biseau. 

Comme  l'angle  de  ce  biseau  doit  èire  très  aigu  et  son  tranchant  presque 
parfait,  il  faut  c[ue  c  soit  très  petit  el  (J-o  <  c,  mais  très  voisin  de  c  ;  je  veux  dire 

que  ^  doit  être  très  petit;  car  cette  dernière  quantité  est  de  l'ordre  de 

l'angle  des  deux  asymptotes. 
Il  vient  alors  : 


À(i                     \,'(\-—c-^)(c-'—[i.-) 
a;=-i-,         y=- ■ — 


c 


dx-  ■+■  dr°  =  dX'-  -!r '—,  -V-  du.-  — 

):- — c-  c 


dh-  di.  d^-  d\i. 
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Si  inainiciliml  iiuiis  coiisiiloroiis,  soi!  Z,  clans  l'Iiypothôse  où  le  plan  de  polari- 
sation  est  le  plan  (rincidence,  soil  la  force  inagnéliepie  y,  si  ces  deux  plans 
sont  rectangulaires,  nous  verrons  (pie  Z,  ou  ■-  devra  (Hre  la  parlie  réelle  cle  ii  e"''; 
Il  satisfaisant  à  réquatimi 

\ll  ^-  X-  Il  =  o, 

et  celle  écpialion  devient  : 

c/'-  Il       .   du       ,  ,  d"-  II.  du  ,  , 

(  A-  —  C-  )  -= h  A    -jr    -t-  (C-  —  'X-  )  — '-t  -T-    -I-  2-  (  K-  —  ]!.'-  I  (<  =  o. 

rt/.'-  i7A  '  dix-  d\x 

\ous  pourrons  satisfaire  à  celte  équation  en  posant  : 

u  =  LM, 

L  élanl  fonction  de  1  seiileiuenl  et  M  de  \x  seulenienl  el  en  supposant  que  L 
et  M  satisfassenl  aux  équations  : 

(i)  (a-  —  C-)  -TTv  -I-  >•  -K-  -I-  2-(/,-—  A-)  L  =  o, 

•  dK-  d).  ^ 

,        „^'^-M  dM         „,    „       ,^,, 

(2)  I  [Ji  —  c  )  — r-:r -•- IJ' -7 h  a=(iji=— A:)M  =  o, 

d[i-  rt[i 

où  />■  est  une  constante  quelconque. 

Il  faut  voir  comment  doit  être  choisie  la  constante  k  et  aussi  parmi  toutes 
les  intégrales  des  équations  du  second  ordre  (  1  )  el  (2)  quelles  sont  celles  qu'il 
faut  choisir. 

D'abord  /.  petit  varier  depuis  (jusqu'à  +00  et  /jl  depuis  — c  jusqu'à  p-o. 

Nous  étudierons  donc  l'écjualion  (  i  )  dans  le  voisinage  de  X  ^  c  et  nous 
verrons  que  cette  équation  admet  deux  intégrales,  la  première  développable 
suivant  les  puissances  entières  de  À  —  r,   la  seconde  suivant  les  puissances 


impaires  de  \/'k — c.  La  première  pourra  s'appeler  la  solution  paire  et  la  seconde 
la  solution  iiii])aire. 

Nous  étudierons  de  même  l'équation  (2)  dans  le  voisinage  de  /j.  ;=  —  c  et 
nous  trouverons  de  môme  deux  solutions,  une  solution  paire  développable 
suivant  les  puissances  entières  de  /j.  +  c  et  une  solution  impaire  développable 
suivant  les  puissances  impaires  de  \'p.  +  r. 

Si  l'on  veut  que  I.M  soit  une  fimctioii  iiiiifoniie  de  x  el  de  j',  il  faut  clioisir 
pour  I^  soil  la  soliilion  paire,  soil  la  solution  impaire  de  (1),  el  pour  M  la 
solution  de  même  parité  de  (2). 
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Ainsi,  L  devra  èlre  soit  la  solution  paire,  soit  la  solution  impaire  et  non  pas 
une  combinaison  linéaire  de  ces  deux  solutions,  et  l'on  obtiendra  M  en  chan- 
geant dans  L  la  variable  X  en — f/.  Pour  déterminer  la  constante  A",  on  aura 
l'une  des  deux  conditions  suivantes  : 

i"  Si  le  plan  de  polarisation  est  parallèle  au  plan  d'incidence  on  devra  avoir 

M  =  o         pour     n  =  ;jLo  ; 

2°  Si,  au  contraire,  le  plan  de  polarisation  est  perpendiculaire  au  plan 
d'incidence,  on  devra  iivoir  : 


dM 

—r-  =  o 

pour 

H  =  o. 

rf(X 

51  nous  posons 

JJl  =  —  c  COSO), 

l'équalion  qui  donne  u  devient  : 

,  n  s  ,  -  -  d-  u       .  du       d-  u  ,. 

( 3 )  (  '>  —  f---  )  —pr-,  -^-  ^^  -?r  -i — ; — ;  -•-  ""(  '•  —  c-  cos-  w  jti  =  o 

dk-  dX        dio- 

et  l'équation  (2)  devient 

(2)  — ; —  =  yi-M(c- cos-M  —  k). 

ddi- 

Nous  désignerons  par  Mi,  la  valeur  de  o)  qui  correspond  à  pt  =  ^o- 

Si  l'on  avait  supposé  c  =  o,  on  serait  retombé  sur  les  conditions  du  para 
graphe  IV,  l'écran  aurait  été  un  i)iscau  parlail  liuiilé  par  les  deux  plans 


tandis  que  dans  le  paragraphe  IV',  nous  avions  pris  comme  plans  limites  de 
notre  biseau 

(0  =:  O,         10  ^  X  x:  ; 

(cf.  loc.  cit.,  p.  321)  (');  mais  ce  n'est  qu'une  différence  de  notation. 

Si  nous  supposons,  en  outre,  o)o=  tï,  nous  retombons  sur  les  conditions  du 
paragraphe  III,  c'est-à-dire  sur  le  cas  d'un  écran  plan  infiniment  mince; 
seulement  le  plan  de  l'écran  est6j=  n  et  non  w  =  o,  ce  qui  n'est  encore  qu'une 
différence  de  notation. 

Enfin  si  ne  supposant  plus  c  =  o,  nous  faisons  wo  =  tt,  d'où  p.o:=  c;  l'hyper- 

(  '  )  Ce  tome,  p.  >ii4- 
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bolo  fi  =  p^o   se  rf(l\nl   ii    uni'  ilioilo  et  nous   relonibons  encore  sur  le  cas  du 
paragraphe  III. 

.Supposons  inainlenani   i|ue   le   plan  de  polarisalion  soit   perpendiculaire  au 

plan  d'inridence;  ce  u'esl  plus  1\I,  mais  -j—  qui  doit  s'annuler  pour  ^i  =z  ^  w„. 

Disons  quelques  mots  du  cas  de  W|,  =  7r  qui,  comme  nous  l'avons  vu,  se 
ramî'ne  au  cas  du  paragraphe  III.  Nous  distinguerons  alors  quatre  sortes  de 
solutions. 

\"'  SOI' te  :  l'iau  de  polarisation  parallèle  au  plan  d'incidence;  M  est  une 
louction  impaire  de  co  ;  c  est  de  plus  une  fonction  périodique  de  w  de 
période  2t.. 

On  a  alors 

.     m-Kui         . 
IMi)  =  siii =  sin  /?!(')         (  m  entier  t. 

•x"  sorte  :  Plan  de  polarisation  parallèle  au  plan  d'incidence;  INI  est  une 
fonction  paire  de  '.i  ;  elle  se  change  en  — M  quand  t.)  se  change  en  w  +  27: 

Mi,=  cos =cos»ia)         (?.wi  inipan). 

0)0 

3'  sorte  :  Plan  de  polarisation  perpendiculaire  au  plan  d'incidence;  M  est 
une  fonction  impaire  de  m  et  se  change  en  — M  quand  oj  se  change  en  w  +  ir. 

mt  .      /H  71(0  .  ,  .  .    . 

i\lo=siii =«111  m  Cl         (2m  impair). 

4'"  sorte  :  Plan  de  polarisation  iierpcndiculaire  au  plan  d'incidence;  M  lonc- 
lion  paire  de  w,  périodique  de  période  27t 

Mj  =  cos =  cosmio        (  m  entier) 

(0„ 

(ces  quatre  sortes  de  solution  se  retrouvent  d'ailleurs  dans  le  cas  général  où  ojo 
n'est  pas  égal  à  r). 

S'il  n'y  avait  pas  d'écran,  les  solutions  de  la  1"  et  de  la  f\'^  sorte  subsiste- 
raient seules. 

Mais  si  nous  examinons  l'i^cpialion  (2'},  nous  reconnaîtrons  une  équation 
que  Ion  rencontre  fréquemment  en  Mécanique  céleste  et  qu'ont  étudiée 
MM.    Gyldén,    Bruns,    Tisserand,    (lallandreau.    .l'ai    i(''suimi'     les    |)riiicipaux 
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résullals  connus  au  sujel  de  celle  équation  dans  le  cliapitre  XVIII  du  lonw  11 
de  mon  Ouvrage  sur  les  méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste. 
Celle  équation  admet  deux  solutions  qui  sont  de  la  forme 

eatup^o)),     e-'"«'F,(w), 

F(w)  et  Fi(w)  étant  périodiques  de  période  27r. 

Pour  certaines  valeurs  des  constantes,  lexposantrt  devient  un  multiple  de  -; 

alors  une  des  deux  solutions  subsiste  seule  et  elle  est  périodique  de  période  2r. 
ou  ^Ti.  Ce  sont  précisément  les  solulions  cpii  conviennent  au  cas  de  w,,  =  7:;  les 
quatre  sortes  de  solutions  correspondent  dans  un  ordre  convenable  aux  cas  où 

2  Ci 

le  nombre  entier  -r-  est  congru  o,  1,2,  ou  3  (mod  4)- 

Une  autre  remarque  mérite  de  retenir  un  inslanl  notre  allenlion.  On  sali 
<pie  M.  Gyldén  a  rameni'  approximativement  l'équation  (2')  à  l'écjuation  de 
Lamé.  D'autre  pari,  la  façon  dont  nous  l'avons  obtenue  la  rallaclie  égalemeni  à 
l'équation  de  Lamé,  mais  d  laul  cliercliei-  à  sr  rendre  ((impie  de  la  iialiire  du 
lien  qui  les  unit. 

Soit 

X-  y^  z- 

■p,  -+-  ^T^ — TT,  -+-  — :,  =  ■ 

A-  A 0-  /.-  —  C- 

un  système  d'ellipsoïdes  liomofocaux;  soient  p,  jji,  v  les  coordonnées  elliptiques 
d'un  point  et  soit  : 


i = r     ^p        -, = /■ — ^ 

../      .//ri-i /'-)(p^  '■-"1  ■ 


^(p-i  _  62)  (p!  _  c2)  J      v/(,Jl-  —  b-)  <:'■"  —  C'j 


\/(  V-  —  b-  )  (  V -  —  c-  ) 
L'équation  A\  =  o  devient  alors  : 

(5)  ■   (.-'--'O^+lv— p-)^-Mp— ,-;^=- 

Si  alors  nous  posons 

V  =  RMi\, 

et  qui!  R  soil  défini  par  ré([iuilion 

(6)  ^  =  R(Ap^+B), 

où   A  et  B  sont  des  conslanles  quelconques;  si  M  et  N  se  déduisent  de    R  en 
changeant  0  en  p.  et  en  v,  l'équation  (5)  se  trouvera  satisfaite. 

H.  P.  —  IX.  44 
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I .  c'(|Uiilit)ii  ((il  u'ol  Miilrc  i'Ihisc  (JUc  ce  ([u'oil  appelle  rc'ijiuilioii  de  Laiiii'. 
Si  Ton  suppose  h  1res  graïul,  el  (jue  Ton  ail  : 

p->  6->  ,'J-=>  c->  V-i, 
on  \oil  (lue  p  sera  éyalenienl  Uès  j;iancl  el  que  1  on  aura  sensiblenicnl 

;jl  =  C  COS(iTj),  v  =  fCOS(^^). 

l/é(Miatiou  ((!)  ou  plulnl  l'écpialion  aaaloi;ue  : 

;-;-  =  M  (,  A  ;ji-  -H  B  ) 


ilevient  alors  en  posanl  bri  = 


à- 


(li 


(le  sorle  que  nous  retrouvons  IV'quation  (2'). 

Il  nous  reste  à  voir  comuienl  l'iMpialion  (5)  se  ramène  à  IV'qualion  en  ti , 
c"esl-à-dirc  à  l'équalion  (3). 

Nous  avons  supposé  è  el  p  très  grands;  posons 

R  dépendant  seulement  de  H,  11  dépendant  seulemenl  do  /)  et  de  Ç.  INous 
poserons 

,    =  o-g-p-K,         don  -—  =  0-x-f-\; 

nous  vovoiis  que  a-  ne  dépend  (pie  de  Ç;  ce  sera  donc  une  conslanle,  si  nous 
regardons  p  et  ?  comme  des  constantes;  je  supposerai  que  a-  esl  fini  et  b-a-p- 
très  grand  el  je  ne  ecuiserverai  dans  l'équation  (5)  (pie  les  termes  qui 
contiennent  p-  en  t'acleur.  Il  \iendra  en  (li^isant  par  p-R  : 

,  iP  II        d-  a 

0-a-{ix-—  V- )«  H ;— -  =  o 

«;■-  dr{^ 

ou,  en  divisant  par  //-'  : 

d-u ,    ,  ^  du        d-  u  ,  du 

——-  ( c-  —  U-)  —  ;j.  -,-  H 7—  (  V-  —  c-  )  +  V  -; — h  -Ji'-C-  —  |J--  ) M  =  o, 

d]i-  dix         d'i-  d'i 

ce  qui  est  liieii  nuire  ('qualiDii  en  u  à  la  dillereniH^  des  nolations  près,  7.  étant 
remplacé  par  v. 
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IX. 


Nous  avons  éludiô  dans  le  |)ara;^rapli(;'  précédent  les  i'onclions  M;  les  fonc- 
lions  L,  comme  nous  l'avons  vu,  s'en  déduisent  en  changeant  p.  en  — 1. 

Mais  j'ai  surtout  besoin  de  connaître  l(^s  propriétés  de  ces  fondions  L  pour 
les  valeurs  très  grandes  de  1. 

Il  est  clair,  d'aj)rès  la  t'urme  de  l'équation  (i)  que  la  valeur  approchée  de 
celte  fonction  [lour  À  très  grand  sera  : 


où  A  et  B  sont  des  constantes,  et  le  principal   problème  qu'il  nous  reste  à 
résoudre  est  la  déterinination  du  rapport      • 

Il  y  a  des  cas  où  nous  savons  faire  celte  déterinination. 

i"  Si  c  =  o  ;  la  fonction  L  n'est  alors  autre  chose  (|ue  la  fonction  de  Bessel  ; 
et  l'on  a  : 

d'où,  pour  1  1res  grand 

Le  rapport  ^  est  alors  égal  à 

Quant  à  la  valeur  de  A",  il  est  aisé  de  la  déduire  de  celle  de  ojo  ;  <:ui  voit  que  a  \^k 
doit  être  un  multiple  de  — ^  •  En  résumé,  le  rapport  r  devra  être  égal  à 

m  étant  entier. 

2"  Si  fjjo=7r;  l'écran  se  réduit  alors  à  un  plan  infinimenl  mince  et  les 
conclusions  du  paragraphe  III  doivent  s'appliquer.  La  fonction  L  n'est  plus 
une  fonction  J„,  mais  elle  est  développable  en  série  procédant  suivant  les 
fonctions  .)„. 

Supposons  d'abord  que  L  (et  M)  soit  une   solution  de  la    i'''  sorte.  Alors 
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LM  0^1  imr  IciiiclLon  de  '/.  cl  ilr  p.  i|ui  (•liniif;c  ilc  ,sii;iu'  (|nim<l  ou  clian^o  \  f-  —  /J'- 


en —  \i' c- — p.-  on   (|nniiil   on   rliniii;^  y  À-  —  f'^  on  — \  A-  —  (,'-';    on   peul   é|j;alc- 
mcul  l"('\]>iiiiu'r  l'ii   toiH'lioii  di'  ,r  cl   de   r;  on  \o\\  alors  cjne  cV'Sl  une  lonclion 
nniloiinc  de  ./  cl  de  )'  qui  i  liange  de  signe  avec  j'. 
Mais  il  vaut  niienx  jioser  : 

j"  =  f  +  p  cos  0),  y  :=  p  siii  10 

de  façon  à  inirodnire  des  coordonnées  polaires  o  cl  oj  ;  l'angle  w  n'est  pas  alors 
le  inênie  qm'  celui  qu'on  a  inirodnit  en  posant  [j.  =  —  c  cosfji. 
On  \oil  alors  que  l'on  doil  avoir  : 

LM  =  A,  J|  (xp)  si  11  (•)  -f-  A2.Io(ap)  siii  ■>.  lo  -i-  A- J-f  i<p)  siii  joj  -f-. .  .  ; 

Al.  Aj,  A.  étant  des  coellicicnls  (juelconinics. 
Pour  p  très  grand,  on  a  seusiblemeul  : 

;i  =  —  c  eos  (0,  À  =  p  -+-  c  cos  lo, 

2  /  •>.  n  ^-  I 


,I„  (  xs)  =  1  / cos  (  ap 

\'     aTtp  \ 

ou  approxiiual  i\  Cillent  : 

,     ,      ,       ,   /^   2           /   .                             2n-hi 
J  „  (  ap  )  =  l  /  — ^  cos    a  A  —  a  f  cos  (o ; — 

V'     «"'-         V  4 

d'où  : 


.1(H  .V'TI  7/^ 

coe      *  H- A  2  si  II  2  0)  e      '  -t- A:i  siii  3i')  e      * 


LM  =4/jLea,',-a,vr.,..M[ ,v,  sin 
V    a;:). 

/ r  p./t;  .(k  h 

-1-1/ — r  e-*"-*-""''"""    A,  siiiwe      *  -l- A-.  siii  2w  e  '  -H  . .  .    . 


l.c  rappoTl    ,    est  donc  égal  à 


i; 

\ 

:i/-  ."./-  'iT. 

.'Visiinoe      *  -1- Al  sin  2  0J  t"  *  -i- A-,  sin  3(0  e  '  -(-... 
;w;:  5/t:  7/71 

A]sino)e      '   -(-At;sin2wt'      '  H- A:i  siii  Swe      ''-!-... 

cl  il  doit  cire  indcjicndant  de  w. 

Ni     lions     laisoiis     dans     l'expression     pré'ccdciile     01=  -1     les     li'i-ines    (jui 
coiilieuuuut  les  sinus  dun  inull,i|)lc  pair  de  o)  disparaissent  et  il  reste  : 

IJ 

A=-'- 

Si  I.  et  M  étaient  des  solutions  de  la  4"  sorte  on  aniaii  eu  : 
I.M  =  A,  .1,  ('ap)co>ii.)  -(-  A-;.)-i(ap)  cos  2 10  -H. .  . 
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el  après  un  calcul  loul  pareil  au  précôdenL  : 


.îin 


B                             A  Cl  e  '  -t-  Al  cos  w  e  *  -t-  A-,  cos  im  e 
—  -?a(C  cos  ri) II i z 


Ao'-.'      '    -Aicoscje      '  -t-AoCosawe      '  +. 


I']n    laisanl    w  =  "i    ou   aurait   mi    disparaîlro   les    ternies   qui    conlenaicuil    en 
facteur  un  cosinus  tl'iin  multiple  impair  ^\^^  w  et  l'on  aurait  trouvé  : 


Â='- 


Si  \^  et  M  étai(»nl  des  solutions  de  la  seconde  sorte,  (Ui  aurail  eu 

1>M  =  S  A,„  J,„(ap)  cos//i(.), 

m  étanl  la  moitié  d'un  nombre  impaii;  d'où  : 


■iin-t-1  . 
S  A„,  cosniw  e         ' 


En  faisant  &)  =  -  j  il  vient  : 

■_> 

1!  _  SAx-4-  g  S  A;; 
A  ~  SA<.— fSA,,' 

où  iA/-  est  la  somme  des  coellicients  A,„   tels  que;   2m  ^3   (mod  4)i   tandis 
que  2A/,  est  la  somme  des  coefficients  A,„  tels  que  aw  ^  i  (mod  4). 


B 


On  \iiii  que  le  lapport  ^  dépend  de  c  el  il  en  serait  encore  de  mêiue  en  c 


(pri  concerne  les  solutions  de  la  3'^  sorte. 

Revenons  aux  solutions  de  la  i''^  sorte;  on  voit  qui^  la  série 

Aisintoe      *   -t- A 2  si  11 210  e      '    +... 
représente  le  développement  par  la  foiinule  de  Fourier  de 

K   désignant    une    constante    et   où    dans    la    fonction    M    on    a    remplacé    [j. 
par  —  c  cosw. 

Je  dis  maintenant  que  le  rapport  ^  n  toujours  pour  module  l'unité.  En  eflet, 
d'après  ce  que  nous  avcms  vu  [dus  haut,  L  est  développable  suivant  les  puis- 
sances de 
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lo  iléveloppcnu'iil  osl  convergent  pour  loules  les  valeurs  de  A  dont  la  partie 
réelle  est  positive;  il  contient  seiili'iiienl  des  puissances  impaires  ou  seulement 
lies  puissances  paires.  Le  rapport  d'un  coefficient  au  précédent  est  facile  à 
calculer:  on  peut  sans  restreindre  la  généralité  supposer  que  le  premier  coef- 
licii'iii  est  ('gai  à  1  ;  alors  Ions  les  autres  seront  réels  et  L  sera  une  fonction 
réelle. 

La  valeur  approchée  de  L  devra  donc  être  aussi  une  fonction  réelle,  c'est- 
à-dire  que  A  (!t  B  devront  être  imaginaires  conjugués;  donc  leur  rapport  aura 
pour  module  l'unilé.  Nous  poserons  donc  : 

-  -  e'O 
A  ~       ' 

où  0  est  un  nonil)rc  réel  qui  fait  connaître  l'excès  de  la  marche  optique  sur  la 
iiiarciu'  géométri(p]e  des  rayons  correspondant  au  mouvement  lumineux  repré- 
senté par  la  fonction  LM  près  de  l'écran. 

Ce  nombre  0  est  une  fonction  continue  de  a'-c-  et  de  a-/.-. 

X. 

Reprenons  l'équation 

Parmi  les  solutions  de  cette  équation,  nous  en  distinguerons  deux  :  la  solution 
paire  qui  est  développable  suivant  les  puissances  paires  de 


v/S 


le  premier  coefficient  se  réduisant  à  l'unité.   Nous  la  représenterons  par  la 
notation 

L  =  F|  (  -  )  v-^-c"-,  a-k); 


■l  la  solution  impaiic  qui  est  développable  suivant  les  puissances  impaires  de 


\^. 


—  c 

? 

-t-  c 


le  premier  coefficient  se  réduisant  à  l'unité.  Nous  la  représenterons  par 

L  =  Fo^-,    a°-c2,    a^-k). 
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Pour  une  valeur  ddiinûe  de  ->  Fi  el  Fo  sont  des  lonclions  entières  de  a-'c'-' 

c 

el  v:-k. 

Ce  n'est  pas  tout.  Reprenons  les  coefficients  que  nous  avons  appelés  A  et  B 
dans  le  paragraphe  précédent;  el  qui,  nous  l'avons  vu,  sont  imaginaires 
conjugués. 

Voici  alors  comment  se  présentent  les  diverses  solutions  de  noire  problème  : 

i"  Soliilions  fie  lu   i"'  sorte  :  Plan  de  polarisation  parallèle  à  celui  d'inci- 
dence; M  fonction  impaire  de  (». 
Ou  d(''l('rminera  /,,  par  l'équation  : 

(  A,  )  F2  (  —  —  )  x-c-,  z-  ki  )  =  I) 

donl  le  premier  membre  est  une  fonction  entière  <le  /,■,;  el  l'on  prendra  : 

I.;  =  F-2  (  -  1  2- f-,  2-  kj  ) ,  M ,■  =  F-j  (  —  -  I  2- c-,  a=  ki  \  1 

Il  =   L,IM;. 

2''  sorte  :  Les  deux  plans  parallèles;  M  pair. 
On  déterminera  /,,  ]iar 

(  A-.  )  F 1  (  —  '-^  )  2-  c-,  2-  kl  \  =  o 

et  l'on  prendra 

L,=  fJ-^,  2U-,.),  M,=  F,  (-  '^  2'^X-,V 

3'^  sorte  :  Les  deux  plans  perpendiculaires,  M  impair. 
On  déterminera  A",-  par 

(A,)  F',('-^,  a'-c-,  «-^/QJ  =0. 

Je  désigne  par  F',  et  F',  les  dérivées  de  Fi  et  Y-,  par  rapport  à  -;  on  prendra 


L;  =  F,  ('  ^  ,  c^  ki\ ,  M,-  =F.J~'^,  a'^  kl 

4"  sorte  :  Les  deux  plans  perpendiculaires  ;  M  pair. 
On  détermine  A,-  par 

(  Al )  F',  I—  —  5  a^ c-,  2-  A-,-  )  =  o 

et  l'on  prend 

L,.=  F,/'^,  2U-,Y  M,  =  F,('-^,  a-^/w 


3)a  SUR    LA    POLARISATION    PAR    DIFFRACTION. 

Soienl  M,-  ol  M„  deux  solutùms  de  la  iiiciiif  sorlc.  soicnl  lM|,  M'„,  M"„  M'^  leurs 
ilériviies  premières  el  secondes  par  rapport  à  '.i. 
On  aura  l(>s  ('■quations  : 

1   Mî  =  X-  Ml  (c-  cos- 10  —  ki  ), 
^  ■  (   M ",  =  a-  M „  ( c-  cos-  (0  —  /. „  ). 

I .  i'\pre-Miiu 

(3)  m,m'„-m„m; 

a  pour  deiivi'e  : 

M,-M';,— m„m;'. 

.Mais  pour  (or=±&)„,  AI,-  cl  M„  s'aiinulenl  huiles  (U'tix,  à  moins  que  ce  ne 
soient  leurs  dérivées  M)  el  .M'„;  dans  tous  les  cas,  l'expression  (3)  s'annule  de 
sorte  que  l'on  a  : 

OU.  en  tenant  compte  des  écpialions  (2), 

{ki—k„)i  M,M„'A.)  =  (i 

OU  (si  l'on  suppose  kiCl<n)  '■ 

M, AI,,  (A.)  =  ». 

Cela  montre  (pie  M,  et  M„  ne  pen\c  ni  ('Ire  imaginaires  conjuguées  el,  par 
conséquent,  tpie  les  équalions  (A|j,  (A2),  (A;,),  (A,)  ne  peuvent  avoir  de 
racines  imaginaires. 

Soit  maintenant  l'expression  M,M|  dont  la  dériv(''e  es! 

iVI^'-^H-  M,  M;. 

Celle  expression  s'aunulant  pour  0)  =  ±fj)o,  011  aura  : 

/  +  (■), 
(m;-  +  MiM'i)(iM  =  (i, 

r)ii  i'n  tenant  compte  de  (2)  : 

a-/./  /    M?  df)  =  a-c-  f   Mf  cos'-io  df)  -+-'  j   M',''  du), 

ce  fpii  montre  que  /,,  ne  peul  ('■Ire  négatif. 
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Les  équations  (Aj  j,  (Aa),  (A^j,  (A4)  ne  peuvent  donc  avoir  que  des  racines 
réelles  positives. 

Les  équations  (Ai)  et  (A;,)  ne  peuvent  avoir  de  racine  commune  car  si 
pour  X=  —  f/o,  lf>  ionction  F2  s'annulail  ainsi  que  sa  dérivée;  cette  fonction 
en  vertu  de  l'équation  (i)  serait  identiquement  nulle. 

Les  équations  (Ai)  et  (Ao)  ne  peuvent  avoir  de  racine  commune,  car  si 
pour  À  r=  —  fi-û,  les  deux  fonctions  Fi  et  Fo  s'annulaient,  la  solution  générale 
de  l'équation  (i)  qui  n'est  qu'une  combinaison  linéaire  de  F]  et  de  F2  devrait 
s'annuler  également,  ce  qui  est  absurde,  puisque  l'équation  (i)  doit  admettre 
une  solution  dont  la  valeur  pour  X=  —  fjio,  ainsi  que  celle  de  sa  dérivée  pre- 
mière, doit  pouvoir  être  choisie  arbitrairement. 

On  démontrerait  de  môme  que  (A2)  et  (^Aj),  (^Aj  )  et  (^A,  )  ne  peuvent  avoir 
de  solution  commune. 

Mais  pour  y.-c-^=  o,  les  équations  (Ai  )  et  (A»)  admettent  pour  racines 

, ,        m-  Ji'-  .      ^ 

a-A-=  ^  (  ni  entier) 

et  les  équations  (A2)  et  (A;,)  admettent 

„  , ,       m-  71-  .       .         '.    ^ 

OL- k- =  ;—  (2/«  entier  impair). 

On  voit  que  pour  a'^c-r=o  les  racines  de  (Ai)  et  de  (A^)  sont  réelles  et  se 
séparent  mutuellement.  Mais  comme  ces  racines  ne  peuvent  jamais  cesser 
d'être  réelles  et  que  deux  d'entre  elles  ne  peuvent  jamais  se  confondre,  elles  ne 
pourront  jamais  cesser  de  se  séparer. 

Donc  quel  que  soit  a'-'t'-,  les  racines  de  (Ai)  el  de  (A;,)  se  sépareront 
mutuellement  et  il  en  sera  de  même  de  celles  de  (Ai)  et  de  (Ao);  de  celles 
de  (A2)  et  de  (A4);  de  celles  de  (A3)  et  de  (A4). 

Nous  admettons  que  toute  fonction  impaire  de  ci),y"(w),  peut  pour  — ol)o<w<;(oo 
être  développée  en  série  procédant  suivant  les  diverses  solutions  M,(w)  de  la 
i''"  sorte  correspondant  aux  diverses  racines  de  (Ai).  Soit  alors  : 

/(<o)  =  SA,M,(co); 

il  s'agit  de  calculer  les  coefficients  A,;  en  intégrant  de  — ctjo  à  +  too  après  avoir 
multiplié  par  M,(to)  et  tenant  compte  des  relations  (4),  on  trouve  : 

I  M,/ lui  =  A(  /  M;-(  (o)(/(.j; 

H.  p.  —  IX.  45 
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désignons  pour  abréger  par  H,-  les  constantes 


/: 


M/(u)</w, 
il  viendra  : 

De  môme,  nous  admettrons  : 

1°  Que  toute  fonction  paire  /(w)  peut  se  développer  suivant  les  solu- 
tions M,(co)  de  la  2"  sorte  correspondant  aux  racines  de  (Ao); 

2°  Que  toute  fonction  impaire  f{<^)  peut  se  développer  suivant  les  solu- 
tions M,(oo)  de  la  3'^  sorte  correspondant  aux  racines  de  (A;,)  ; 

3°  Que  toute  fonction  paire  /^(w)  peut  se  développer  suivant  les  solu- 
tions M,((o)  de  la  4"^  sorte  correspondant  aux  racines  de  (A,,). 

Tous  ces  développements,  on  le  verrait  par  la  même  analyse,  seraient  encore 
représentés  par  la  formule  (5). 

Cela  posé,  envisageons  une  solution  du  problème  de  la  diffraction;  nous 
supposerons  d'abord  que  le  plan  de  polarisation  est  parallèle  au  plan  d'inci- 
dence, et  que  le  ciiamp  présente  une  symétrie  telle  que  Z  ait  des  valeurs  égales 
et  de  signe  contraire  en  deux  points  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport 
au  plan  des  xz. 

On  aura  alors  : 

Z  =  partie  léelle  u  e'P' 

et 

u  =  2C„L„M„. 

Les  M„  sont  des  solutions  de  la  i'"  sorte  de  nos  équations,  les  L„  sont  les  fonc- 
tions L  correspondantes,  les  C„  des  coefficients  constants. 

En  un  point  très  éloigné,  on  aura  sensiblement  [cf.  §  IX,  au  début)  : 

\'„  =  A„  -—  -t-  B„  — —-  ■ 
v/X  s/X 

Les  deux  constantes  A„  et  B„  sont  imaginaires  conjuguées  et  leur  rapport  est 
égal  à  e''";  nous  pourrons  poser 

A„  = I A„ I e '  ,         B„  =  I  A„  I e     -  . 
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A  chaque  racine  /.„  de  l'équalion  (A|  )  correspond  une  t'onction  M,,,  une  fonc- 
ùon  L„  et  trois  constantes  A„,  B„  et  0„. 
Nous  tirerons  de  là  : 

(6)  «  =  ^SA„C„M„H —  2B„C„M„. 

Le  premier  terme  correspond  à  la  lumière  incidente,  le  second  à  la  lumière 
diflractée,  réfléchie  ou  transmise.  Si  donc  nous  posons  : 

SA„C„M,=  F((o),         SB„C„M„=F,((o), 

la  fonction  F(w)  pourra  être  regardée  comme  donnée  et  c'est  Fi(w)  qu'il  s'agit 
de  calculer. 

D'après  la  formule  (5),  on  aura  : 

et 

(8)  F,(.o)=y  F(i>)rf<].V ""^^J'    "^     ^ 

[j'emploie  la  lettre  ']^  au  lieu  de  a  comme  dans  la  lormuh' (j  )  afin  d'éviler  toute 
confusion  avec  le  coefficieni  a  (jui  ligure  chins  l'expunenlielle  e'°"]. 

Nous  avons  supposé  que  la  force  électrique  Z  était  une  fonction  impaire  de  y 
et  que  les  deux  plans  d'incidence  et  de  polarisation  étaient  parallèles. 

Qu'j  aurait-il  à  changer  : 

I  °  Si  Z  était  une  fonction  paire  de  y  et  si  les  deux  plans  restaient  parallèles  ; 
2°  Si  les  deux  plans  étaient  perpendiculaires  et  si  la  force  magnétique  N  était 

une  fonction  impaire  àe  y; 

3"  Si  les  deux  plans  étaient  perpendiculaires  et  si  N  était  une  fonction  paire 
dej. 

II  est  clair  que  dans  ces  trois  cas  les  formules  (6),  (7)  et  (8)  subsisteraient 
sauf  que  les  fonctions  M„  de  la  T"  sorte  devraient  être  remplacées  par  des  fonc- 
tions de  la  2'^,  de  la  3'  et  de  la  4"  sorte. 

On  voit  le  rôle  que  jouent  les  deux  séries 

(9)  2j n„ ' 
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Malhi'iirousoiiu'iil,  ces  doux  séries  soiiL  divergentes  el  c'est  de  là  cjue  vieiiL  tuule 
la  difficulté.  Pour  nous  en  rendre  compte,  examinons  le  cas  de  c  =  o  et  consi- 
dérons d'abord  le  cas  des  solutions  de  la  i''"  sorte. 
On  a  alors  : 

'''"  «pw  ,,  WÎ  ,  /      ,  I  \ 

M„(<o)  = ^,  U„=—^^  ll„=jt     ni+-    , 

«p  ri^-K-  \  a/ 

où  n  est  la  nioilié  d'un  nombre  impair  et  où 

B  =  -V 

Les  deux  séries  que   nous  avons  à   examiner  sonl   donc  au   facteur  constant 
près,  —  : 

S  siiiC«[3'^)  sin(rapto),         1  e'"?'^  i'in (n[i'\i)  iini ri 'pw). 

La  somme  des  premiers  termes  de  ces  séries  se  calcule  aisément;  la  somme 
où  2p  prend  toutes  les  valeurs  impaires  depuis  i  jusqu'à  2/1  est  évidemment  : 


I 

Slll  -  r. 


et  plus  généralemimt  la  somme 
est  égale  à 


-('+■''1)  .  nlÇ-nl 


ou 

A(Ç-i--,i;-i-A(|  — T,) 

en  désignant  par  //  (^  +  r/)  le  premier  terme  de  l'expression  précédente. 
On  aura  alors  : 

(II)  f.Zi\n(p'jiii)  siiti  ppM)  =  //{fi'!>  —  [iio )-+-/<(  fiio  —  fi'l'.)  —  /((lito-i-  [it]/) 

—  A  (  —  [^i(.)  —  [il);  ) 

et 

C12)         î>.2  Hn('/y3i;/)sin(/jp(o)e'/'P':  =  /j([5„  +  p^  _  jj^)  ^_ /i(|i;c  _  p^  ^  jjio) 

—  h(p7:  -i-  pi>  -h  pta)  —  h(pK  —  p<|/ —  pu). 
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(_)r  la  fonction  //  peul  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

COS  (  «  H )  f  Sill  (  rt  H 1  E 

2  i  sill  -  f  2  /  sin  -  f  2  sin  -  E 

2  2  2 

Le  premier  terme  ne  dépend  pas  de  «  ;  mais  les  deux  autres  termes  dépendent 
de  n  et  ne  tendent  pas  vers  une  limite  déterminée  quand  /i  augmente  indéfini- 
ment. C'est  de  CCS  termes  que  provient  la  divergence  de  nos  séries. 

D'autre  part,  /i  (^)  est  fini,  mais  les  cleux  premiers  termes  du  second  membre 
deviennent  infinis  pour  ^  =  o. 

Soit  alors  y^(t)  une  fonction  quelconque  qui  reste  finie;  on  aura  : 


,./■ 


;</;  .y-iii  (  "  -H  M;'/; 


.11  sni  -  i  ~  2  sin  -  i 

2  2 


Les  deux  premières  intégrales  du  second  membre  n'ont  par  elles-mêmes  aucun 
sens,  si  zéro  est  compris  dans  le  champ  d'intégration,  puisque  la  fonction  sous 

le  signe  /  devient  infinie  pour^=:o.  Pour  leur  en  donner  un,  nous  convien- 
drons de  prendre  pour  chacune  d'elles  la  l'fi/ci/r  inincipalc  de  l'intégrale. 

Alors  la  seconde  intégrale  lend  vers  zéro  et  la  troisième  vers  nJ\o)  quand 
n  croît  indéfiniment. 

Reprenons  la  relation  (12),  divisons-la  par  20)1,  et  écrivons-la  sons  la  forme 
suivante  : 

s;  =  S',  +  s'i  +  s;. 

Si  sera  le  premier  membre  de  (la^l  divisé  par  2Wo,  c'est-à-dire  la  série  (10) 
dans  le  cas  de  c  =  o  et  des  solutions  de  la  première  sorte. 

Quant  à  S',,  S",  S",  on  les  formera  de  la  façon  suivante.  Après  avoir  divisé 
le  second  membre  de  (12)  par  2&3o,  on  y  remplacera  chaque  fonction  h  par  sa 
valeur  (i 3);  alors  S',  sera  ce  que  devient  ce  second  membre  quand  on  j  rem- 
place chaque  fonction  //  par  le  premier  terme  de  sa  valeur  (i3);  S"  et  S™  seront 
ce  qu'il  devient  quand  on  y  remplace  chaque  /(  par  le  second  ou  par  le  troi- 
sième terme  de  sa  valeur  (i3). 

Nous  désignerons  d'ailleurs  par  S2,  S'.,,  S'.î,  ST;  S;,,  S',,  .  .  .;  S,,,  S',,  .  .  .;  les 
quantités  analogues  obtenues  en  supposant  toujours  c  =  o,  mais  en  consi- 
dérant respectivement  le  cas  des  solutions  de  la  2",  de  la  3''  ou  de  la  4*^  sorte. 
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l,;i  tornmle  [~)  dovii'ut  alors  : 

La  proinièrc  de  ces  iiilégrales  esl  iiidépeiidaiilc  de  n,  la  seconde  leud  vers  zéro 
quand  «  croît  indéfiniment  cl  la  Iroisième  leiid  \ers  : 

-[F  (10  —  -  )  +  F  (,10-1-  :t)—  F(— 10  —  ::)—  F(  —  co  +  ;:)]. 
4 

Supposons  maintenant  c  >■  o  cl  ajipelons  ii  la  somme  des  premiers  termes  de 
la  série  (  lo)  do  telle  façon  que  la  loruuile  (7)  devienne  : 

(7')  F,(io)  =  lim|  F(ij.)2, </.}/. 

Pour  aller  plus  loin,  étudions  comment  se  comportent  les  termes  d'ordre  élevé 
de  la  série  ii  ;  ces  termes  dépendront  d'une  fonction  M,,  définie  par  l'équation  : 

M",  =  M„ (  a-  c-  cos-  (0  —  a-  k,,  ), 

OÙ  />■„  est  une  constante  très  grainlc . 

JNous  aurons  alors  une  valeur  approchée  de  M„  en  remplaçant  l'équation 
proposée  par  la  suivante  : 

M",  =  —  a-A-„  M«; 

car  le  terme  cl-c-  cos-co  est  négligeable  devant  le  terme  a-/„. 
On  aura  donc  approximalivcmenl  : 


a  \lkn 

Rendons-nous  compte  du  degré  de  l'approximation.  On  voit  que  l'intégrale  M„ 
dépend  de  c  cl  peut  être  développée  suivant  les  puissances  croissantes  de  c-. 
Le  développement  est  d'ailleurs  convergent  quel  que  soit  c-  el  quel  que  soit  w. 
En  étudiant  ensuile  les  divers  termes  de  ce  développement,  on  reconuailrail 
cpie  la  difl'érence  de  ALi  et  de  sa  valeur  approchée  est  de  même  ordre  de  gran- 
driir  que 

I 


Maintenant  /.„  est  défini  par  l'égalité 

M„(oJo)  =  o. 


SUR    LA    POLARISATION    PAR    DIFFRACTION.  3d9 

Si  M„  se  réduisait  à  sa  valeur  approchée,  cette  équation  donnerait 


Cl  l'on  verrait  que  l'erreur  commise  est  encore  de  l'ordre  de—--  En  résumé, 
.  «- 

on  a  : 


M„  = 


siii 


avec  une  erreur  de  l'ordre  de  — ;■ 

n- 

Si  l'on  supposait  c  =  o,  on  aurait,  comme  nous  l'avons  vu, 


o„ 


Ce  sera  encore  là  une  valeur  approchée  de  0,i  pour  une  grande  valeur  de  A"„;  je 
crois,  sans  l'avoir  rigoureusement  démontré,  que  l'erreur  commise  est  encore 

de  l'ordre  de  -  ou  de  ■ 

n  n 

Donc  le  «"""°  ternie  de  la  série  ii  [c'esl-à-dire  de  la  série  (lo)  où  c;io| 

diffère  du  terme  correspondant  de  la  série  Si   [c'est-à-dire  de  la  série  (lo) 

où  c  =  o]  d'une  quantité  qui  est  de  l'ordre  de  -• 

Je  dis  qu'on  peut  en  conclure  que  la  série  ii  —  Si  est  convergente. 
Et,  en  effet,  le  terme  général  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

H„-t-H:„ 

où  H„  est  une  somme  de  termes  de  la  forme  suivante  :  chacun  d'eux  est  le  pro- 
duit de  trois  facteurs   :    i"  —  ou  — ^;  i"  un  coefficient  constant  indépendant 

n  n  ' 

de  II]  3"  le  sinus  ou  le  cosinus  de  n  fois  un  angle  constant. 

Quant  à  H' ,  il  est  de  l'ordre  de  -r- 

II  résulte  de  là  que  iH„  est  semi-convergente  et  iH^,  absolument  conver- 
gente. 

Par  conséquent,  2i  —  Si  converge. 
Reprenons  la  formule 

if)  F,((o)  =  lim  /  F(^)2,  rf<l;; 
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fllf  |H'iil  >\'Crii('  : 

F,(,o)=^   l'^'^Kl,- s,  W/'|;  +  liin  /   F(<j>)S,r/.l, 

IMI 

F,  =  /   ï'(  1,  — :S|  )  M  -t-  /  FS',  f/'\>  ~h  liiii  /   F(  S",  -+-  S',"  )  ,/'\> 
iiii 
(i/,)  F,  =  |  F(4;)(S,~S,-(-S',  jrf.J. 

-I-  7rF(o)  —  ;r)-l-  F(<.)  -I-  :t)  —  F(—  (0  —  jt)  — F(  — (o  -t-  -)J. 
4 

Dans  le  second  membre  fie  (i4)'  1p  premier  lerme  représente  la  lumière 
ilifTractée  el  le  second  lepri'scnle  la  lumière  réfléchie  ou  direclemenl  Irans- 
niise. 

Nous  poserons  : 

A, (1.1,  '!/)=  Il—  S, -H  S',. 

Al  sera  une  l'onction  parfaitement  définie  de  u  el  de  ']>,  puisque  S,  ne  dépend 
pas  de  n  et  que  la  série  — i  —  Si  est  convergente;  la  lumière  diffractée  sera  alors 
représentée  par  l'intégrale 

(l5)  r  F  Cf)  A,  (<o,  .];)./.];. 

^ous  représenterons  par  V,,  A.,,  A,,  les  fonctions  formées  avec  les  solutions  de 
la  2'-,  y  ou  4'  sorte  comme  Ai  l'est  avec  celles  de  la  i"  sorte. 

Si  F(i|>)  ('tait  une  fonction  paire  de  <\i,  au  lieu  d'être  une  fonction  impaire 
comme  nous  l'avons  supposé  jusqu'ici,  la  lumière  diffractée  serait  représentée 
par  l'intégrale 

Si  enfin  F(4')  était  quelconque,  elle  serait  représentée  par  l'intégrale 

I,((s  formules  (if>)  f't  (17)  supposent  comnu'  la  formule  (i5)  que  le  plan  de 
polarisation  est  parallèle  au  plan  d'incidence. 

.Supposons  que  la  lumière  incidente  se  réduise  à  un  faisceau  extrêmement 
délié,  compris  entre  les  directions  (|/o — e  et  ']>o  +  e  et  de  telle  façon  que 

/  F('l/)r/ij;  =  i, 
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la  lumière  cliffraclée  dans  la  direclidii  w  sera  représentée  par  la  fonmile  : 

-[A|(,oj,  i}<„)  — A,(oj,  —■%|-f-  Aï(io,  ■l/ojH- Ajuo,  —  ■]/„)] 

OU,  |jiiisque  Ai  est  une  fonction  impaire  et  Ao  une  (onction  paire  de  'J/o  : 

(18)  A,(to,  ■%)-HA,Cto,  .I>o). 

Si  le  plan  de  polarisation  était  perpendiculaire  au  plan  d'incidence,  la  lumière 
diffractée  serait  représentée  par  la  formule 

(19)  A:;(w,  tj;o) -I- Av^w,  'io). 

.le  m'arrête,  hieii  cpie  ces  résultats  soient  liieii  incomplels  ;  je  clierclierai,  dans 
la  suite  de  ce  travail,  à  combler  les  lacunes  qui  y  subsistent;  mais  je  voudrais, 
avant  de  passer  ouli-e,  examiner  plus  en  détail  ce  qui  arrive  quand  a'-c'-'  est  un 
très  grand  nombre;  et  en  effet  si  c  est  seulement  d'un  centième  de  millimètre, 
a'-c-  peut  être  égal  à  16  000. 

Reprenons  l'équation 
(  I  )  M "  =  iM  (  a-.c-  cos-  to  —  x- k  ) 

et  posons  : 

M' 
-=¥' 

il  viendra  : 

s'-t-  c-  =  x-c-  COS-<i)  —  x-/'. 

Le  second  membre  étant  très  grand,  ::  est  très  grand  et  par  conséquent  on  aura 
une  intégrale  approchée  de  l'équation  en  n(^gligeant  z'  devant  z-,  ce  qui  donne 


z  =  a,  \Jc-  cos-  o)  —  k. 
Posons  alors  : 


y  z=  X  j        \Jc'-  cos-  to  —  k  dw  ; 


nous  aurons  alors  deux  intégrales  approchées  de  l'équation  (  1) 

M  =  e' ,         M  =  e-r 

et,    par  conséquent,   nous   pourrons  écrire  l'intégrale  générale  approchée  de 
cette  équation 

M  =  A  e'  -(-  B  e-r, 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires. 

H.  p.  —  IX.  46 
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Nous  avons  à  disliiii;ii('r  la  solulioii  paire  et  la  solulioii  lÈiijKure;  pour  cela 
observons  que  y  osl  luic  loncliim  Impaire  de  f.)  ;  alors  nous  prendrons  pour  la 
solution  paire  : 


,,        e}  -4-  e- 


•I  pour  la  solution  impaire  : 


M  = 


2a  y/c-  —  k 

Dans  le  cas  des  solutions  de  la  première  et  de  la  seconde  sorte,  le  plan  de 
polarisation  est  parallèle  au  plan  d'incidence  et  on  doit  avoir  : 

M(llJo)  =  o, 

de  sorte  (pie  l'équation  (Ai)  prend  la  l'orme 

e'-y  =  I 


ou 


(Al)  a  /        \/c-  cos-  co  —  /c  do)  =  rni-n  (m  entier). 

De  uK^ue,  r('quallon  (A-..)  prend  la  forme 


ou 


(A;)  a  /        y/c-cos^u)  —  AdM= -17!:         (i/i  enlierj. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  la  valeur  de  l'intéyrale  doit  être  purement  imaginaire, 
ce  qui  montre  (pu;  c'-  cos-o)  —  /.  ne  peut  jamais  être  positif,  d'où 

Il  serait  aisé  de  former  les  équations  (A;,)  et  (A,);  je  me  bornerai  à  rappeler 
que  leurs  racines  sont  séparées  par  celles  de  (Ai)  et  (A2);  toutes  les  valeurs 
de  A-,  sauf  peut-être  deux  d'entre  elles,  doivent  donc  être  plus  grandes  que  c-. 
L'approximation  ne  sera  convenable  que  si  la  partie  imaginaire  do  w  n'est 
pas  très  grande,  ce  (pii  eiupôclie  de  déterminer  facilement  0„. 

XI. 

Nous  avons  jusqu'ici  supposé  qu'on  avait  affaire  à  des  ondes  cylindriques; 
voyons  comment  les  résultats  sc'ronl  modifiés  si  nous  supposons  que  la  lumière 
est  concentrée  par  une  lentille  sphérique  en  un. point  du  tranchant  du  biseau. 
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Nous  adopterons  d'ailleurs  les  hypothèses  les  plus  simples,  c'est-à-dire  que 
nous  supposerons  l'écran  réduit  à  un  demi-plan  mathématique  et  part'aitenient 
conducteur  et  la  lentille  bien  mise  au  point  sur  le  bord  de  cet  écran. 

Reprenons  l'équation 

d'V.        d'\       d-'\ 
ax-         dy-         dz- 

à  laquelle  doivent  satisfaire  la  composante  Z  de  la  force  électrique,  et  la  com- 
posante Y  de  la  force  magnétique.  [Rapprocher  de  l'équation  (2),  p.  3o6(')  de 
la  1'''  partie  de  ce  travail.] 

Passons  aux  coordonnées  polaires  en  posant  : 

ar  =  pcos9  ^1  —  |JL-, 


j'  =  P  sin  9  v^  I  —  JJ.- 


;  û'Jl. 


Nous  prenons,  bien  entendu,  pour  axe  des  z  le  bord  de  l'écran,  et  pour  origine 
le  point  où  la  lumière  est  concentrée  par  la  lentille. 
Notre  équation  devient  alors  : 

f/n'         2   d\  1  d^\  I  — ijL=   d-\        nu   d\ 

('■*  )  TTV  -+-  -  -r  -1 :.     .,  j  .,  -I :; tt. \:  n h  sc'^  V  =  o. 

ffp-        p  "?        I  —  ;j-    p  «?  p        «i-i  p     d\i. 

L'écran  a  pour  équation  cp  =  o  ou  ca  ^  27r. 

La   fonction    V,    quelle    qu'elle    soil,    sera    développable    en   série    trigono- 

métrique  procédant  suivant  les  sinus  ou  les  cosinus  de  — "- •,  m  étant  entier. 

S'il  n'y  avait  pas  d'écran,  le  développement  ne  devrait  contenir  que  des 
termes  où  m  est  pair. 

S'il  j  a  un  écran  et  si  le  plan  de  polarisation  est  dans  le  plan  d'incidence,  on 
doit  prendre  V  =  Z  et  Z  doit  s'annuler  pour  cp  =  o,  cp  =  2t:.  Le  développement 
ne  contiendra  donc  que  des  sinus,  //;  pou\ant  être  pair  ou  impair  {c'est  Vliypo- 
thèse  à  laquelle  nous  nous  restreindrons,  pour  plus  de  brièveté). 

Si  le  plan  de  polarisation  est  perpendiculaire  au  plan  d'incidence,  on  doit 

prendre  V  =  y  et  -7-  doit  s'annuler  pour  (p  ^  o,  cp  ^  27r.  J^e  développement  ne 

contiendra  donc  que  des  cosinus,  ni  pouvant  être  pair  ou  impair. 
Revenons  à  l'hypothèse,  V  ^  Z,  Z  =:  o  pour  cp  =  o  et  tp  ^  27:.  Soil 

/?t  cp 


A  sin  ■ 

7. 


(')  Ce  tome,  p.  3oi. 
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1  iiii  (Ifs  Icrmcs  du  (lt'vi'lo|i|)('iiu'iil .  ^ous  serons  coinliiil  à  sii|)|iiis('r  (lue  A  csl 
lit"  1,1  ioriiie  suivanic  :  RM,  R  élanl  lomlion  dv  p  sciik'iuciil  ul  M  de  p.  seu- 
lonionl. 

rdii'icliiMis  dduc  1:\  condilion  pour  (|iir 

2 

satisfasse  à  l'équation  (2). 

Celle  oqiialion  se  décomposera  en  deux  autres  : 

I  3  )  -7—-  H -, h  a2  R  H =  (I, 

dçi-  P    "p  P 

„.,"^-M              ,               d^\        ,  ,,,                     m-  ., 
(4)  (1  —  \^-)-  -r^  —  2iji(i  — ;j.M-; 6M(i  — ;i2) M  =  o; 

6  esl  une  conslanle  arldlraiie. 

Etudions  d'abord  l'équation  (/j). 

Elle  ad  Miel   deux  intégrales   procédant    suivant    les   puissances    croissantes 
de   p. —  I,    les   exposants   augnientani    d'une   unité   à    chaque    terme;    l'un    des 

in 

développeuLenIs  riuumence  par   un   leriue  en  (;j- — i)',   laulre  par   un   lerme 

en  ((ji — 1)  ';  cette  dernière  si  m  esl,  pair  peut  être  remplacée  |)ar  une  inté- 
grale dont  le  développemeni  conlieni  des  logarithmes.  De  méint-,  nous  aurons 
deux  inh'grales  procédant  suivant  les  puissances  de  p.  +  1  ;  l'un  des  développe- 

/;;  tu 

UH^nls  commencera  |)ar  un  lernu'  en  ([a  +  1  )',  l'a u Ire  jiar  un  lerme  en  (|ji.  +  i) 
Celle  dernière   si  m  est  pair  peut  être  remplacée  par  une  intégrale  dont   le 
développemeni  contient  des  logarithmes.  Pour  qu'une  intégrale  convienne,  il 
faut  qu'elle  ne  devienne  infinie,  ni  pour  fx  =  1 ,  ni  pour  p-  =  —  1 . 

Il  faut  donc  que  ce  soit  la  même  intégrale  dont  le  développemeni  suivant  les 

m 

puissances  (\(:  p- +  1  commence  par  (  p.  +  1)'  et  dont  le  développemeni  suivant 

/Il 
celles  de  p^ —  i  commence  par  (p.    -  \)'' . 

Dans  ce  cas,  la  f'unclion 

m 

devra  être  hohunorphi'  dans  loul  le  plan.  Connue,  d'autre  part,  toute  intégrale 
de  l'équation  (4)  doit  Aire  développable  pour  p.  assez  grand  suivant  h^s  puis- 
sances croissantes,  entières  on  rraclionnaires  de  -i  I'  doit  admellie  ce  mode  de 
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développement;    or  les  seules  fonctions   liolomorphes    qui  jouissent  de  celte 
propriété  sont  les  polynômes  entiers. 

Donc  P  est  un  polynôme  entier;  soit  n  son  degré;  alors  le  développement 
de  P  suivant  les  puissances  croissantes  de  -  commencera  par  un  terme  en  p", 
d'où 

''=-(7-^")(?^"^')- 
Si  m  est  pair,  l'expression 

M  sin  — - 

n'est  autre  chose  qu'une  fonction  sphérique  ordinaire.  L'équation  (3)  s'intègre 
très  aisément  ;  si  nous  posons 

■'■=V 

on  trouve  : 


I 

-b  = 

m  -h  r 

4 

•}_ 

i  = 

h" 

».(='?)■ 

Les  autres  intégrales  de  (3)  deviennent  infinies  pour  p  =  o. 
Iv'expression  approchée  de  R  pour  p  très  grand  est  donc  : 

1/2  /  À7C         n  \ 

Nous  aurons  donc  pour  p  très  grand  : 

z=2'^'""^"'^(.-'^-"^'p yi,,  ^«^(«'^-T-r)' 

P,„.„  étant  le  polynôme  P  défini  par  l'équation  (5)  et  les  A,„.„  «tant  des  coeffi- 
cients indépendants  de  p,  de  cp  et  de  fjt  et  linéaires  en  cospt  et  sin/jt. 

Nous  pourrons  d'ailleurs,  comme  à  la  page  309  de  la  i""  partie  ('  ),  séparer 
les  difl'érenls  faisceaux  et  écrire  : 

pour  le  faisceau  incident  el 

Z  =       -^W  ~  ^C,„.„  sin  -^(i^-—!)^  }',„,„  cosUp—  'j  —  pt 
"*"  ^Va^  2  ^'"■"  -■''"  ^(f^'-  0'  Pn,.„  sin  (aç.  -  ^  -  pt 

pour  les  faisceaux  divergents. 


{'  I  <  e  tome,  p.  iotf. 
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Si  nous  tîgalons  les  coenicicnts,  il  viendra  : 

A„,,„  cos  -^  =      a,,,. Il  cospt  +  C„,,„  cospt  —  D,„.„  f'inpt, 
.\„,.i,  sin  —  =—  Bm,„  sin^j;  +  C,„,„  9.\npt  -+-  D,„.„  cospt, 


d'où 


,  1)1  -i-i-h2n=  I  l  )  B,„.„=      D,„,„,         C„,.„  =  o, 

(6)  <  ;  inod  4,         { 

m -i-i-hi.n~2  [  J  B,„.„  =  — G„,.„,         D„,.„  =  o, 


si     «i  +  1  + an  SE^  o  \  /  B„,.„  =       C,,,.,,, 


m  +  i-t-2n  =  3/  \  Bm.„  =  — D,„.„,         C,„.„  =  o. 

Nous  distinguerons  d'abord  le  cas  où  loul  est  symélrique  par  rapport  au  plan 
des  xy,  c'est-à-dire  où  l'on  ne  change  rien  en  changeant  fz  en — p..  C'est  le 
cas  des  expériences  de  M.  Gouj  où  l'axe  du  microscope  se  meut  dans  un  pliin 
perpendiculaire  au  Lord  de  l'écran. 

Le  poljnome  P,,,./.  esl  une  fonction  paire  de  /j.  si  n  est  pair  et  une  fonction 
impaire  de  p.  si  n  esl  impair. 

Dans  le  cas  auquel  nous  nous  restreignons,  nous  n'aurons  donc  que  des 
termes  où  n  est  pair. 

Nous  aurons  donc  : 


si 

m  ^^  o, 

B=      D, 

C  =  o, 

m  B^  I , 

B  =  -  C, 

D=o, 

/n  =  2, 

B=-D, 

C  =  o, 

/n  =  3, 

B  =       C, 

D  =  o. 

Dans  le  paragraphe  III,  nous  avions  trouvé 


si 

m  s^  0, 

B  = 

G, 

D  =  0, 

m  =  I, 

B  = 

r», 

C  =  0, 

»l  =  2, 

B  =- 

-G, 

D  =  o, 

m  =  3, 

B  =- 

-D, 

C  =  o. 

Nous  retrouvons  donc  le  môme  résultat  que  dans  ce  paragraphe  III,  mais 
en  changeant  C  en  D  et  D  en  — C.  I^a  lumière  diffractée  se  comportera 
donc  comme  dans  le  cas  du  paragraphe  III,  mais  avec  une  différence  de  phase 


égale  à  - 

2 


o" 

.Supposons  iiiainleiianl  que  le  champ  possède  une  symétrie  telle  que  Z  se 
change  en  — Z  quand  on  change  jJien  — p.;  alors  nous  n'aurons  cjuc  des  termes 
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OÙ  n  sera  impair  ;  il  vient  alors  : 


m  ^  0, 

B  =- 

-D, 

C  =  0, 

m  =  I, 

B  = 

C, 

D  =  0; 

m  =  2 , 

B  = 

D, 

C  =  o, 

m  =  3, 

B  =- 

-C, 

D  =  0, 

Nous  retrouvons  encore  les  résultats  du  paragraphe  III,    en  j  changeant  C 
en  — D  et  D  en  C.  La  lumière  diffractée  se  comporte  donc  encore  comme  dans 

le  cas  du  paragraphe  III,  mais  avec  une  différence  de  phase  égale  à  —  -  • 

Si  nous  passons  mainlenanl  au  cas  général,  nous  pourrons  toujours  consi- 
dérer le  faisceau  incident  comme  la  superposition  de  deux  autres,  dont  le  pre- 
mier admettra  le  premier  genre  de  symétrie  (c'est-à-dire  sera  tel  que  Z  ne 
change  pas  quand  [x  se  change  en  — /jt)  et  dont  le  second  admettra  le  second 
genre  de  symétrie  (c'est-à-dire  sera  tel  que  Z  se  change  en  — Z  quand  [x  se 
change  en  — ^a).  On  étudiera  donc  séparément  les  efTels  de  ces  deux  faisceaux, 
ainsi  que  je  l'ai  dit  plus  haut,  et  on  n'aura  plus  ensuite  qu'à  les  combiner. 

Supposons  que  les  rayons  incidents  forment  un  faisceau  extrêmement  délié, 
de  telle  façon  que  l'intensité  de  la  lumière  incidente  soit  nulle  toutes  les  fois 
que  //.  et  cp  ne  satisfont  pas  aux  inégalités 

V-a— &<\x  <[>■!,■+■  i,  90— £  <  ç  <  Ço-H  £, 

[Xa  et  (^0  étant  deux  constantes  données  et  i  une  constante  très  petite. 
Posons  pour  abréger  : 

d'où  pour  le  faisceau  incident 

Z  =  -  4/^-   7 ,B„,  siii  — i(u^— i)-  cos(  ap  —  ^  -i-pt 
et  pour  les  autres  faisceaux 
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On  di'vra  alors  avoir  B,„  =:  o,  pour  loiites  les  vakuirs  de  //(,  à  moins  cjue 
B„,  est  une  fonction  de  p..  On  a 

lim((^)-H  B„,(—  (l)  =  22'B,„.„P„,.„, 

la  soiniiialioii  du  second  ineinbic,  indiquée  par  le  signe  i',  ne  s'élendanl  qu'aux 
valeurs  paires  de  n.  Les  deux  membres  de  l'égalité  (7)  doivent  s'annuler  à 
moins  que  l'on  ail 

(8)  ,au —  £<fi<[Jlo+£  OU  —  fJl„—  £  <  fi  <—  |JL„-+-  £. 

On  en  conclut  à  l'aide  des  égalités  (6)  que  l'on  doit  avoir  : 

à  moins  que  l'une  des  deux  inégalités  (8)  ne  soit  satisfaite. 
De  même,  on  aura  : 

(7')  B„(;jij— B„,(-,u)  =  3rB„,.„P,„.,„ 

la  sommation  indiquée  par  le  signe  i"  s'étendanl  aux  valeurs  impaires  de  /i. 
Les  deux  membres  de  (7')  s'annulent,  si  l'une  des  deux  inégalités  (8)  n'est  pas 
satisfaite.  On  en  conclut 


On  aura  donc  : 

à  moins  que  l'une  des  inégalités  (8)  ne  soit  satisfaite.  Cela  veut  dire  que  la 
lumière  difl'ractée  sera  répartie  sur  un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  l'axe 
des  z  et  sur  le  prolongement  de  ce  cône.  C'est  d'ailleurs  sur  ce  même  cône  que 
se  trouve  le  faisceau  incident. 

Je  ne  crois  pas  que  l'on  ail  fait  d'expérience  avec  le  faisceau  incident  oblique 
au  bord  de  l'écran.  Il  serait  curieux  de  vérifier  dans  quelle  mesure  la  conclu- 
sion simple  qui  précède  est  confirmée  par  l'expérience,  malgré  les  irrégularités 
du  tranchant  du  biseau  et  bien  que  les  conditions  théoriques  où  nous  nous 
sommes  supposés  placés  dans  ca'  paragraphe  soient  beaucoup  |)lus  simples  que 
les  conditions  réelles. 


A   PROPOS 


THÉORIE  DE   M.   LARMOR 


L' éclairage  éle<lriiiue,  l.  3,  p.  5-ii  (il  ;i\ril  i.'^ip). 


Ccl  firliclc,  coiiiiiio  ceux  ijiii  siiiviDiil.  ao  [x'iil  (''lie  ioj;ardé.  m  (.'nuiiiu' 
un  exposé,  ni  comme  une  cntirnu'  du  ir^Niiil  (|iie  ^I.  Larmor  a  récemnienl 
présenlé  à  la  Société  royale  de  Londres,  sous  li;  litre  sui\anl  :  ,  /  ] tyminiicitl 
Tlii'ory  of  tlie  eleciric  and  iumini ferons  médium  (').  Il  contiendra  simple- 
uiciii  le  résumé  des  réflexions  que  m'a  suggérée  la  lecture  de  cette  iniporlanle 
communication  et  qui  luVnilraineronl  scunciil  liien  liiiii  de  la  llieoile 
de  M.  I.aiiuoi'.  C'est  ce  ipn  |iisillic  je  iiire  ipie  |"ai  clioisi. 


1.  —   Théories   optiques. 

El  d'ai>ord  je  suis  conduit,  comme  M.  Earmor  liil-môine,  à  déhuler  par  un 
résumé  des  tliverses  lliéories  proposées  par  les  savants  cpii  se  sont  occupés 
d'optique.  Les  expériences  sur  l'Optique  physique  ont  mis  en  évidence  l'impor- 
lance  de  deux  vecteurs  que  j'introduirai  ici  sans  faire  aucune  hypothèse  sur 
leur  significatiiiii  lhéori(pie.  Dans  les  milieux  isotropes,  auxquels  je  me  hornerai 
loijjiiuis,  pour  lie  pas  compliquer  celte  exposition,  le  premier  de  ces  vecteurs 
est  jierpendiculalre  au  plan  de  polarisation;  j'en  désignerai  les  composantes 


Cj  Laiisioh,  Prurecdings  of  Royal  Society,  l.  LIV,  p.  .'pS  17  iliiu.    iSjij;  La  Lumière  é/ect. 
l.  Lit,  p.  35i. 

H.  P.  -   \\.  fn 


^    dL  _  d'L 

dt  ~  dy  ' 

d\ 
~dl' 

dt         dz 

dN 
dy 
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par  X,  \  et  Z  cl  je  l'appellerai  vecteur  de  Fresncl.  Le  second  vecleiir  (^sl 
perpendiculaire  au  rayon  lumineux  el  parallèle  au  plan  de  polarisation;  je 
l'appellerai  vecteur  de  Ncuiiumn  el  je  le  désignerai  par  L,  M  et  N. 

Il  y  a,  entre  ces  deux  vecteurs,  dans  un  milieu  isotrope  et  transparenl,  des 
relations  1res  simples.  Si  l'on  désigne  par  A  l'inverse  de  la  vitesse  de  la  luiuièie 
dans  le  vide  et  ])ar  £  le  carré  de  l'indice  de  réfraction,  on  aura  : 


(•) 


el  quatre  autres  équations  analogues  que  l'on  déduirait  des  premières  en  per- 
mutant circulairement  les  lettres  x,  y  qIz;  X,  Y  et  Z;  L,  M  el  N,  c'est-à-dire 
que  la  dérivée  par  rapport  au  temps  de  chacun  des  vecteurs  est  proportionnelle 
au  «  curl  »  de  l'autre  vecteur  pour  employer  l'expression  anglaise. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  équations  (i)  résument,  pour  ainsi  dire,  les  princi- 
paux faits  expérimentaux  relatifs  à  l'Optique  et  cela  indépendamment  de  toute 
théorie.  ' 

C'est  dans  l'interprétation  théorique  que  les  divergences  commencenl.  Pour 
Fresnel,  la  vitesse  d'une  molécule  d'élher  est  représentée  en  grandeur,  direc- 
tion et  sens,  par  le  vecteur  X,  Y,  Z;  pour  Mac  Cullagh  et  Neumann,  elle  est 
représentée  par  le  vecteur  L,  M,  X.  lui  d'autres  termes,  pour  Fresnel,  la  \  ibra- 
tion  est  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation;  pour  Neumann,  elle  esl 
parallèle  à  ce  plan. 

Dans  toutes  les  thé(jrMes  mécaniques  de  la  lumière,  les  vibrations  de  l'éthcr 
sont  allrd)uées  à  son  élasticité;  mais  on  peut  faire  sur  celte  élasticité  plusieurs 
hypothèses;  la  plus  simple  est  de  la  supposer  analogue  à  celle  des  solides  qui 
tendent  à  reprendre  leur  forme  primitive,  quand  une  force  extérieure  les  en  a 
écartés.  Pour  forcer  les  molécules  d'élher  à  s'éloigner  de  leur  situation  d'équi- 
libre, 11  fiiul  donc  dépenser  un  certain  travail  qui  s'emmagasine  dans  le  fluide 
el  qu'il  restitue,  (juand  rendu  à  liii-mèiuc,  il  revient  à  l'é({uilii)re.  C'est  ainsi 
qu'un  ressort  bandé  esl  un  réservoir  d'énergie.  Le  travail  ainsi  emmagasiné  esl 
ce  qu'on  appelle  l'énergie  potentielle  d'élasticité  de  i'élher. 

Dans  l'hvpothèsc  de  l'^resnel,  la  force  vive  de  {'(''liici-  a  [xiiir  expression  : 

(2)  _i-j"e,X-^+Y-^+Z^)./T, 
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el  son  (jnergie  polcnlielle  : 

(3)  ±_J^(L'.+  W--i-N'-)d-. 

Les  inlégralions  soiil  ùiundues  à  tous  les  éltMiienls  de  volume  ch  de  l'espace. 
Cela  revient  à  dire  que  la  densité  de  l'éther  est  proportionnelle  à  s;  la  masse 
de  l'élément  dz  est  alors  proportionnelle  à  edT,  comme  la  vitesse,  dans  l'iiypo- 
thèsc  de  Fresnel,  est  représentée  par  le  vecteur  X,  ^  ,  Z,  la  force  vive  de 
l'élément  dr  est  proportionnelle  à 

D'aulre  part,  tout  se  passera  comme  si  l'énergie  potentielle  localisée  dans  un 
élément  dz  très  petit,  était  proportionnelle  au  volume  de  cet  élément  multiplié 
par  le  carré  du  veclour  de  INcumann. 

Dans  l'hypothèse  de  Neumann,  au  contraire,  c'est  l'expression  (a)  qui 
représentera  l'énergie  potentielle  et  l'expression  (3)  qui  représentera  la  force 
vive. 

Le  carré  de  la  \iiesse  est,  dans  cette  hypothèse,  L--f- M-4- N- ;  l'expression 
de  la  force  vive  montre  que  la  densité  de  l'éther  est  supposée  constante. 

Quant  à  l'i'nergie  polcnlielle  localisée  dans  un  élément  très  petit  de  l'espace, 
elle  esl  pnjporlionnelle  au  carré  du  vecteur  de  Fresnel  multiplié  parli^  facteur  e 
qui  représente  alors  l'élasticité  de  l'éther. 

Dans  l'hypothèse  de  Neumann,  l'élasticité  est  donc  variable  et  la  densité 
constante;  c'est  l'inverse  dans  la  théorie  de  Fresnel. 

Celte  variabilité  de  l'élasticité  donne  lieu  à  une  difficulté  qui  est  spéciale  à 
la  théorie  de  Neumann  t'I  de  Mac  Cullagh.  La  pression  de  l'éther  dans  l'état 
d'équilil)rc  ne  peut  être  nulle,  ce  que  l'autre  hypothèse  aurait  permis  de  sup- 
poser. Elle  ne  peut  non  plus  être  constante,  elle  doit  dépendre  de  s,  et,  par 
conséquent,  elle  n'est  pas  la  même  dans  deux  milieux  différents.  Pour  que 
l'équilibre  se  maintienne  malgré  cette  différence  de  pression,  il  faut  admettre 
(|ii'ii  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux,  l'éther  est  soumis  à  une  force 
particulière  qui  rappellerait  dans  une  certaine  mesure  la  capillarité  des  liquides. 
C'est  ce  qu'on  appelle  la  <(  force  de  Kirchhoff  ». 

On  peut  échappera  cette  hypothèse  supplémentaire,  qui  n'est  d'ailleurs  pas 
très  gênante,  en  adoptant  les  idées  de  lord  Kelvin  sur  l'élasticité. 

L'axe  d'une  toupie  en  rotation  tend  à  rester  dans  la  position  verticale;  si  on 
l'en  écarte,  il  décrira  un  petit  cône  autour  de  la  verticale,  comme  le  fait  le  iil 
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il  lin  |K'iululc'  ciinu|iK'  xms  rmlliu^iicf  de  lii  ponnicni-  (|ui  Iciid  i\  le  r;mu'iu'r  m 
sa  position  d'écjuilihro.  Poiii'  un  ohscivalciir  ([iii  i^iioreiail  son  indiivcmenl  de 
rolalKin,  la  U)U|ik'  soinhli'rail  obéir  à  une  sorU;  de  lorce  élasliqne.  On  pcuil 
imatiiinT  tics  appareils  plus  compliciinis  (pu  lejiroiliiiseiil  plus  exacleiiienl 
encore  les  propriétés  des  corps  élastiques  el  c'esl  ce  qu'a  lail  lord  Kelvin. 
Supposons  des  systèmes  articulés  dont  cerlalnos  pièces,  jouant  le  rôle  de 
i;vroslals,  sont  animées  d'uni;  rotation  rapide.  Dans  ces  systèmes,  aucune  force 
n'est  enjeu;  el  pourtant  ils  se  comporteront  comme  s'ils  étaient  doués  d'élasti- 
cité. En  apparence,  ou  peut  y  emmagasiner  tle  l'énergie  potentielle;  inar-^  ils 
ne  possèdent,  en  réalitc-,  que  de  l'énergie  cinéti(|ue. 

On  peut  donc  se  demander  si  l'élher  n'est  pas  constitué  de  la  sorte;  si  un 
observateur,  disposant  de  moyens  assez  puissants  pour  pénétrer  toutes  les  déli- 
catesses de  sa  structure  intime,  ne  découvrirait  pas  que  toute  son  énergie  est 
due  à  la  force  vive  des  Icjurbillous  inlinilésiniau\  ipii  y  sont  renfermés.  Son 
élasticité,  que  la  tliéorie  ordinaire  explique  par  des  attractions  à  distances 
s'exerçanl  eiilrc  les  molécules,  serait  due  alors  à  de  simples  forces  apparentes 
d'inertie,  analogues  dans  une  ciirtaine  mesure  à  la  force  centrifuge. 

11  y  a  toutefois  une  diil'érence  entre  l'élasticité  ordinaire,  celle  des  solides,  el 
«  l'élasticité  rotationnelle  »  de  lord  Kelvin.  Quand  on  déforme  un  solide,  son 
élasticité  est  mise  en  jeu;  mais  elle  ne  l'est  plus  quand  on  le  fait  tourner  en 
changeant  son  orientation  dans  l'espace,  mais  sans  changer  sa  forme,  il  n'en 
est  pas  ainsi  des  systèmes  articules  de  lord  Kelvin. 

On  ne  peut  changer  leur  micnlation  sans  avoir  à  vaincre  une  sorte  de 
résistance  élastique. 

On  peut  donc,  avec  cette  iiou\clle  manière  de  \oir,  supposer  que  les  diverses 
parties  de  l'i'ther  tendent  à  conserver  leur  oiieiilatioii,  qu'on  ne  peut  les  eu 
('■cartel'  sans  dépenser  du  travail,  cl  (pi'cllcs  y  revienucnl  (jiiaud  la  loice 
(extérieure  cesse  d'agir. 

On  peut  grelTer  l'hypothèse  de  lord  Kelvin,  soit  sur  la  théorie  de  Fresnel, 
soit  sur  celle  de  \eumann.  Dans  lun  el  l'autre  cas,  l'énergie  totale  est  repré- 
scnli'-e    |)ar    la    somme    des    ex|)rcssions    (2)    et    (,'!)    el   elle    est    tout    entière 

rilM'lHjlIC. 

Sciilc'iiiciil .  dans  l'h  vjiiii  hcsc  de  l'resnel,  l'expicssioir  (2)  repj'ésenle  la  loire 
vive  des  vil)rations  de  léther  (pii  sont  relativement  des  mouvements  d'ensemble; 
l'expression  (.'))  représente  la  force  vive  de  mouvements  tourbillonnaires 
beaucoup  jiliis  intimes  encore  (ou  pluti'it  la  parlie  variable  de  cette  force  vive). 
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Dans  l'hjpollifsc  de  jNcumann,  ct'Sl  l'inverse;  ou  n'a  [)lus  il  ailleurs  à 
supposer  l'existence  de  la  force  de  Kirchhofli'. 

Dans  l'un  el  l'niilre  cas  on  peut  ajipeler  (jnergie  poleutielle  a[)[)arenle.  la 
partie  de  l'énergie  totale  (juicst  due  aux  mouvements  tourbillonnaires  intimes. 

On  peu!  s'étonner  qu'en  parlant  de  deux  points  de  départ  aussi  différents, 
ou  arrive  à  la  même  expression  de  l'énergie.  Dans  la  théorie  ordinaire,  une 
rolalion  sans  déformation  n'entraîne  pas  de  résistance  élastique,  laudis  que, 
dans  la  ihéorie  de  lord  K(dvin  elle  en  fait  naîlre.  Conuneni  l'énergie  lolale 
a-l-elle  même  valeur  dans  les  deux  cas  ?  c'est  ce  qu'au  premier  al)ord  on  a 
([iielcpie  diKiriillé  à  s'expliquer. 

(  )u  s'en  rend  cmnpie  en  remarciuanl  que  l'éllier  esl  un  milieu  indéfini;  une 
|i(  rliirliiilioii  ne  jieiil  alieindre  qu'une  parlie  finie  de  ce  milieu,  les  parties  les 
plus  cloigiu'es  reslanl  <'ii  repos.  11  esl  aisé  de  se  rendre  compte  que  dans  un 
jiareil  milieu  nue  paihc  ne  pciil  loiiriier  sans  se  déformer,  sans  que  d'aiilres 
j)arlies  subissent  une  déformai  ion.  Si  l'on  supposai!,  par  exemple,  un  cylindre 
loiirnanl  aiiloiir  de  son  axe  loiil  dune  pièce  pendant  que  le  resie  de  l'étlier 
ilemeiire  en  repos,  il  y  aurait  là  uiic  iliseonliniiilé  que  l'on  ne  saurait  admettre; 
il  faiil  supposer  enlri^  le  cylindre  (pii  louiiu!  avec  une  vilesse  angulaire  uni- 
liiriiie  et  l'étlier  extérieur  en  repos,  une  eoiiclie  d(^  passage,  (pu  pourra  il'ailleiirs 
('■Ire  aussi  mince  (pion  le  voudra,  el  où  la  vitesse  ira  eu  décroissaul  d'une 
iiiaiiirre  conliniie  (|iiand  ou  ira  \ers  l'extérieur.  Celle  couclie  dr  passage  serai! 
dans  Ion-,  les  cas,  le  siège  de  diHurmalions. 

2.  —  Théories   électriques. 

r.es  équations  que  résument  les  lois  observées  des  phénomènes  électriques 
présentent  une  remarquable  analogie  avec  celles  de  l'Optique;  Maxwell  a  le 
premier  remarqué  celle  analogie  cl  ce  sera  son  éternel  lilre  de  gloire;  mais 
l'analogie  esl  peut-t^tre  plus  frappante  encore  quand  on  adopte  les  nutalions  de 
Hertz  (  1/  icilciiKiiiii  s    l/uiii/i'ii.  I.  Fj\,  p.  077). 

Désignons  donc  avec  Heriz  par  X,  ^  ,  />,  les  composanles  de  la  force  élec- 
Irique;  par  Jj,  M,  N,  celles  de  la  force  magnétique;  par  £  le  pouvoir  indiicleiir 
électrostatique  du  milieu. 

Dans  un  milieu  non  magnétique  et  diélectrique,  ces  quantités  seronl  liées 
par  des  équalions  idenliques  aux  équations  (1),  le  coefficient  A  ayant  même 
valeur  numérique  dans  les  équalions  élcclriques  optiques. 
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Dmiis  lia  Hiiliou  iii;ii;iu'lii|iu'  cl  i-oiiiliK'Iciir,  les  o([ii:il ions  .siiiil  un  prii  plus 
compliquées  cl  il  laul  v  inlidiJMirc  deux  aulrcs  paraniùlrcs  :  à  savoir  le  coct- 
ticu'ul  {\c  perméabilité  iiiaj;uéli(pic /j.  cl  le  coefficient  de  con(liiilii)ilil('  /..  Les 
l'ipialions  prenneni  alors  la  IVuine  suivanle  (  ra/r  lleriz,  /oc.  cil.) 


t    .      dL       dL        d\ 
)       '     dt        dy        dz 


(4) 

\  .    d\     dy\      ds      ,    ^, .. 

(  dt         dz        dy 

l.o  cipiations  (4)  conlienneni  les  é(|uations  (i)  comme  cas  pjirliciiliers,  et 
l'on  olilieiil  ces  dernières  en  laisanl  : 

F  =  1.         >-  =  "•  ■ 

Il  nous  sera  permis,  dans  ce  qui  va  suivre,  de  supposer  p.  =  i.  Nous  pouvons, 
en  ell'el,  adopter  l'hypothèse  d'Ampère.  Alors  les  milieux  qui  nous  semlilenl 
magnétiques  devraient,  pour  un  observateur  dont  les  sens  seraient  assez  subtils, 
apparaître  comme  dénué  de  magnétisme,  mais  comme  parcouru  par  un  très 
grand  nombre  de  courants  particulaires. 

L'identité  de  la  lumière  et  de  l'électricité  semble  hors  de  doule  d'après  ces 
considérations  que  des  expériences  récentes  ont  confirmées  et  on  y  a  d'abord 
cherché  une  explicalion  nouvelle  des  phénomènes  optiques  desllii(';e  à  laire 
oublier  les  anciennes  explications  mécaniques. 

Puis  on  a  cherché  une  explicalion  mécanique  commune  de  la  lumière  et  de 
l'éleclricilé,  et  alors  l'idée  la  plus  naturelle  était  de  revenir  aux  théories  élas- 
tiques dont  j'ai  parlé  plus  haut  et  qui  avaient  si  longtemps  paru  tout  à  fait 
satisfaisantes.  Puisqu'elles  rendaient  compte  de  la  lumière,  il  s'agissait  de  les 
adapter  à  l'explication  de  l'électricité. 

L'adaptation  aurait  été  immédiate,  si  les  équations  de  l'électricité  n'étaient, 
comme  nous  venons  de  le  voir,  plus  générales  que  celles  de  l'Optique.  Malheu- 
reusement les  équations  (i)  ne  sont  que  des  cas  particuliers  des  équations  (4). 

Celle  circonstance  ne  doit  pas  toutefois  nous  décourager;  prenons  une  quel- 
conque des  théories  optiques,  celle  de  Fresnel  par  exemple;  dans  cette  théorie, 
la  vitesse  de  l'éther  est  représentée  par  le  vecteur  \,  \,  Z;  supposons,  par 
conséquent,  que  la  vitesses  de  l'éther  soit  représentée  par  la  force  électrique. 
Reprenons  les  équations  (4)  et  interprélons-les  en  conséquence;  elles  expi-i- 
rneront  certaines  propriétés  de  l'éther;  ce  seront  les  propriétés  qu'il  faudra 
attribuer  à  ce  fluide,  si  l'on  veut  conserver  la  théorie  de  Fresnel. 
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Au  lifu  (r;i[)pli(jiK'r  ce  pioc(''d('  d'adaplalioii  à  la  lliéorie  (K;  Fresncl,  ou  pciU 
l'appliquer  à  Neumann  el  Mac  Cullagh,  et  c'est  ce  qu'a  t'ait  M.  I^armor. 

Dans  l'un  el  l'autre  cas,  on  est  conduit  à  allribuer  à  l'éther  des  propriétés 
assez  étranges  et  faites  pour  nous  surprendre  au  premier  abord.  Il  convient  en 
tout  cas  d'insister  sur  ces  étrangelés,  soit  qu'on  veuille  familiariser  les  esprits 
avec  elles,  soit  qu'on  les  regarde  comme  des  obstacles  insurmontables  qui  ne 
perineltenl  pas  d'adopter  ces  explications. 


3.  —   Adaptation   de  la  théorie  de  Fresnel. 

La  théorie  électromagnétique  de  la  lumière,  aujourd'hui  confirmée  par 
l'expérience,  nous  apprend  que  ce  qu'on  appelle  en  optique  le  vecteur  de 
Fresnel  n'est  autre  chose  que  la  force  électrique,  et  que  le  \ccteur  de  Neumann 
est  identique  avec  la  force  magnétique.  Si  donc  nous  voulons  conserver  la 
théorie  de  Fresnel,  il  faut  que  nous  admettions  que  la  vitesse  de  l'étlier  est 
représentée  en  grandeur,  direction  et  sens  par  la  force  électrique. 

Mais  cette  hypothèse  entraîne  des  conséquences  singulières. 

Considérons  une  petite  sphère  électrisée  ;  la  force  électrique  est  [jurloul 
dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  qui  va  au  centre  de  la  S[)hère;  telle  devrait 
donc  être  aussi  la  direction  de  la  vitesse  de  l'éther. 

Il  en  résulterait  qu'une  sphère  électrisée  positivement,  par  exemple,  absor- 
berait constamment  de  l'éther  et  qu'une  sphère  électrisée  négativement  en 
émellrail  conslaiiimcnt. 

Et  cette  absorption  ou  cette  émission  devrait  durer  tant  que  la  sphère 
conserverait  sa  charge. 


En  d'autres  termes,  les  parties  de  l'espace  où  nous  disons  qu'il  y  a  de 
l'électricité  '  positive  ou  négative  seraient  celles  où  la  densité  de  l'éther  va 
constamment  en  augmentant,  ou  constamment  en  diminuant. 

Cela  semble  bien  difficile  à  admettre;  comment  la  densité  de  l'éther 
pourrait-elle  varier  si  longtemps  toujours  dans  le  même  sens,  sans  que  les 
propriétés  de  cet  élher  en  paraissent  modifiées.  Faudra-t-il  donc  supposer  que 
la  densité  de  cet  éther  est  très  grande  et  sa  vitesse  dans  un  champ  électrique 
très  petite,  de  sorte  que,  malgré  la  durée  de  l'électrisation,  les  variations 
relatives  de  la  densité  soient  peu  sensibles  ? 

Poursuivons  néanmoins  notre  examen.  ^  oyons  si  cette  compressibililé  indé- 
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lime  ili'  Icllirr  u  csl  |iii>.  MiKin  |iliis  iiik'llii;il)l(',  ,n\  iiKiiiis  |)lii>>  ((Hilurnic  nii\ 
liV|>ollu'>('S  liiihilurllcs  (|ii'il  lie  sciiihU'  iiii  |irciiiiiT  iiliord. 

Un  giiz  III'  Ininsiiu'l  pas  h's  xilirahoiis  liiiiisvi'isalos  ;  cela  lion!  à  ce  11111111 
i^lisscnu'Ut  intérieur  viilrc  les  couclios  j;azL'tisc.s  11c  provoque  pas  <lp  résistance 
élastique:  si  niéiue  le  j;a/  était  dépourvu  de  viscosité,  un  mouvement  de 
a;lissenient,  une  fois  commencé  se  |)oursuivi'ait  iiidéfinimenl. 

De  iiièiiie  l'elhrr  ne  Iransmel  pas  les  vibrations  longitudinales;  et  cela  pcul 
se\pli(Mirr  de  di'ux  manières  :  On  peut  supposer  (piil  est  absolunn'iit  incoiii- 
pressililc.  On  peut  encore  imaginer,  el  c'est  là  l'iijpotliîjse  que  Fresnel  est 
ol)lij;e  de  laire  pour  expliquer  la  réllexioii.  qu'il  es!  au  eoiilralrc  incapable  de 
résister  à  la  compression. 

r,a  compression  dans  l'elher,  de  nièuic  ([ue  le  i;lisscineiil  dans  les  gaz,  ne 
dml  diinc  pas  pro^O(pler  de  résistance  élastupie;  cl  alors  (piaiid  une  pai-liculc 
d  ciller  a  commeiicé  à  se  contracter  ou  à  se  dilater,  cette  emitraction  ou  celte 
ddalaiion  se  poursuivra  indéfiniment. 

I  ,cs  livpi)tiièses  anciennement  admises  entraînaienl  donc  déjà  celle  cons(''- 
(iiieiice  (pie  nous  jugeons  invrais<'inl)lable  ;  on  les  acce|)tail  pourtant  parce 
qu'on  crovaii  qu'elles  n'étaient  quapprocliées  :  pour  adapter  la  lliéorie  de 
l'resnel  aux  plieiioinènes  élcctricjues,  il  faut  au  contraire  les  supposer  très  près 
d'élre  rigoureusemenl  rc'alisées,  et  c'est  de  là  (jue  \  ieiit  la  dilliciille. 

.le  ne  chcrclierai  pas  à  la  lever;  mais  je  ne  puis  passer  sous  silence  l'analogie 
entre  les  considérations  (|ui  précèdent  et  les  sphères  puisantes  de  Bjerknes. 
Pendant  que  l'une  de  ces  sphères  se  contracte,  le  mouvement  dans  le  licpiide 
environiianl  est  loul  à  fait  pareil  à  celui  (pie  la  lliéorie  |)réc('deiile  attribue  à 
l'elher  dans  le  Miisinage  d  une  cliarge  électrique  positive.  Quand  cette  sphère 
se  dilate.  1  lie  esi  au  coniraire  assimilable  à  une  masse  eleclritpie  négative. 

On  sait  (|ue  la  représentation  des  phénomènes  électrostatiques  par  les  sphères 
de  Bjerknes  n'est  qu'imparfaite  et  cola  pour  deux  raisons.  La  pnmiière  sur 
hupudle  on  a  surtout  insisté,  c'est  que  le  sigçe  des  phénomènes  est  changé. 

La  seconde  n'esl  pas  iiHjins  inipurlante.  Bjeiknes  (ait  agir  I'uik^  sur  l'autre 
deux  sphères  d(uil  les  pulsations  oui  même  jjériode  ;  de  plus,  les  juilsatious  (Mit 
toujours  même  phase,  ou  bu/ii  phase  op|)(isee.  de  hdle  (a('oii  (pie  la  dillerence 
fie  phase  est  toujours  égaie  a  o  ou  à  r.. 

En  se  restreignant  ainsi,  il  représente  les  phénomènes  eleclriipies  au  signe 
près;  il  serait  arrivé  sans  cela  à  des  lois  beaucoup  plus  compliquées;  suppo- 
sons,  par  exemple,   trois  sphères  puisantes  A,    \>  i'[  C  ayant  môme  période, 
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iiiiiis  nviiiil   r('S|n'Lii\(_'iiiL'nl  pour  phase  o,    "-  c\   r;   A   n'iiginiil    |)as  sur  B,    ni 

B  sur  (i;  iu;iis  A  agirail  sur  C.  On  n'a  plus  du  loul  la  roprotluction  des  lois  de 
ri'lcclrostalique. 

Or,  si  l'on  admcl  que  rideclricité  esl  due  à  de  semblables  oscillations,  on 
pourra  supposer  à  la  rif^ueur  que  ces  oscillations  aieul  toujours  même  période; 
mais  il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  la  difTiMcnce  de  phase  soit  toujours  n 
ou  ;:. 

Bjerknes  élall  bien  lorcc  de  donner  à  ces  sphères  un  mouvement  alternatif, 
mais  Téther  indéfinimeni  compressible  do  la  théorie  de  Fresnel  adaptée,  nous 
donne  l'image  de  sphères  puisantes  dont  la  contraction  ou  la  dilatation  durerait 
indéfinimeni  et  p(uir  ainsi  dire  de  s|)lières  puisantes  de  période  infinie. 

Les  attractions  électrostatiques  seraient  donc  immédiatement  expliquées,  s'il 
ne  restait  la  difficulté  du  changement  de  signe.  Elle  n'est  pas  insurmontable, 
nous  y  reviendrons. 

Voici  maintenant  la  signification  des  équations  (.'j);  adoptant  l'hypothèse 
d'Ampère,  je  suppose  /jl  =  i .  D'où  provient  le  terme  en  /  qui  s'introduit  dans 
les  iiiilituix  contlucteurs  ?  « 

L'interprétation  en  est  aisée;  dons  les  conducteurs  <pii  sont  le  siège  d'un 
courant  vollaïque,  il  y  a  réellement  un  courant  continu  d'éther;  il  y  en  a  un 
aussi  à  travers  les  diildectriques  dans  un  cliam[)  électrique  ainsi  que  je  l'ai  dit 
|)lus  haut  ;  mais  tandis  rpie  l'éther  pourrait  se  déplacer  à  travers  les  diélec- 
triques sans  subir  aucun  frollemcnt,  il  frotterait  sur  la  matière  des  conducteurs, 
et  ce  serait  la  lorcc  vive  détruite  par  ce  frottement  qui  se  transformerait  en 
chaleur  et  qui  écliauderait  le  circuit  voltaïque. 

Parmi  les  mouvements  dont  l'éther  peut  être  le  siège,  il  y  en  a  qui  ne 
provoquent  aucune  résistance  élastique  ;  ce  sont  des  mouvements  de  celte  sorte 
qui  se  produisent  dans  le  voisinage  d'un  circuit  parcouru  par  un  courant 
voltaïque   permanent. 

Mais  on  ne  peut  diri'ctement  passer  du  repos  à  un  semblable  mouvement 
ou  inversement;  il  y  a  nécessairement  une  phase  transitoire  où  d'autres  mou- 
vements se  produisent,  qui  eux  sont  transversaux  et  doivent  mettre  en  jeu 
l'élasticité  de  l'éther. 

Ce  serait  cette  réaction  élastique  qui  produirait  les  phénomènes  d'in-' 
duction. 

Nous  reviendrons  |)lus  loin  en  détail  sur  tous  ces  points. 

H.  P.  —  i.\.  48 


378  A  PROPOS  DE  LA  THÉORIE  DE  M.  LARMOR. 


4.  —   Théorie   de  Larmor. 

I,;i  tlioonc  (le  M.  F^arinor  iiosl  Miilru  clioso  (luc  1  aihipliiUori  de  la  llii'orie  i\r 
Neuinaiiii.  I,a  vitesse  tic  réilier  est  alors  représenléo  en  grandeur,  direction  et 
sens  par  le  vecteur  de  Nciuuiann,  c'est-à-dire  par  la  force  ruagnéticjue. 

Comme  nous  supposons  fi  =  i ,  on  a  partout 

(II,       m       dN  _ 
dx        dy         dz 

cl  l'étlier  apparaît  comme  incompressible. 

Si  l'on  considère  un  fil  rectilignc  parcouru  par  un  courauL  voltaïquc,  dans  le 
voisinage  de  ce  fil,  l'éther  est  en  rotation;  clia(|ue  molécule  décrivanl  une 
circonférence  cpii  a  |)our  axe  l'axe  môme  du  (il;  la  vitesse  angulaire  de  rotation 
est  en  raison  inverse  du  carré  du  rayon  de  celte  circonférence. 

Les  phénomènes  d'induction  électromagnétique  sont  dus  simplement  à 
l'inertie  de  l'étlier. 

L'éther  est  doué  de  l'élasticité  rotationnelle  telle  que  la  comprend  lord  Kelvin  ; 
on  ne  peut  donc  écarter  une  particule  tl'éther  de  son  orientation  primitive  sans 
avoir  à  dépenser  du  travail.  Mais  cette  résistance  n'est  pas  toujours  de  même 
nature. 

Dans  les  diélectriques,  c'est  une  résistance  élastique,  et  une  particule 
d'éther,  écartée  de  son  orientation  primitive,  y  revient  dès  qu'on  l'abandonne 
à  elle-même;  dans  les  conducteurs,  c'est  une  résistance  analogue  à  la  viscosité 
des  liquides,  cette  particule  ne  tend  pas  à  revenir  d'elle-même  à  son  orienlalion 
primitive,  et  tout  le  travail  dépensé  pour  l'en  écarter  a  été  transformé  en 
chaleur. 

Les  choses  malheureusement  ne  sont  pas  aussi  simples  que  cela,  et  il  y  a  une 
difficulté  qui  mérite  quelque;  attention.  Le  couple,  qui  dans  celte  théorie,  tend 
à  ramener  une  particule  d'éther  à  son  orientation,  est  représenté  en  grandeur, 
direction  et  sens,  par  le  vecteur  de  Fresnel,  c'est-à-dire  })ar  la  force  électrique 
X,  Y,  Z. 

Si  l'élasticité  rotationnelle  de  lord  Kelvin  demeurait  inaltérée,  au  moins 
dans  les  diélectriques,  on  dcivrait  avoir  à  un  facteur  constant  prés  : 

. ..        dh        dt,  dX,        d'i,  d^         rfr, 

dz        dy  dx        dz  dy        dx 
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Ç,  Y),  Z  désigiianl  les  composantes  du  déplacement  d'une  molécule  d'éthcr  à 
partir  de  sa  position  primitive. 

Il  en  résulterait  que  le  flux  de  force  électrique  qui  traverse  une  surface 
fermée  quelconque  dans  le  diélectrique  devrait  être  nul;  en  d'autres  termes,  la 
charge  totale  d'un  éonducleur  isolé  devrait  être  nulle. 

Il  est  donc  nécessaire  d'introduire  dans  la  théorie  une  modification  profonde, 
et  cette  nécessité  n'a  pas  échappé  à  M.  Larmor  qui  s'explique  sur  ce  point  en 
quelques  lignes  (Proceedings,  7  décembre  iSg-S,  p.  44/1  lignes  7  à  24). 

Pour  voir  quelle  est  la  modification  convenable,  il  n'y  a  qu'une  chose  à 
faire;  reprenons  les  équalions  (4),  interprétons-les  dans  le  langage  de  la  théorie 
de  Larmor  et  voyons  ce  qu'elles  signifient. 

Posons  : 

_  rfï)       rfÇ 
ctz        dy 

la  seconde  équation  (4)  deviendra  : 

(^)  Ae ^^ =— ^T.kW. 

Si  X  était  constamment  nul,  on  aurait  X=  X',  c'est-à-dire  que  le  couple  déve- 
loppé par  l'élasticité  de  l'éther  tendrait  à  ramener  ciiaque  particule  d"(Hher  à 
Sun  orientation  primitive. 

Supposons  maintenant  que  \  soit  variable;  d'aburd  nul,  ce  coefficient 
prendrait  une  valeur  positive  pendant  quelque  temps,  puis  redeviendrait  nul. 
C'est  à  peu  près  ce  qui  arrive  dans  le  cas  d'une  décharge  disruptive;  l'air 
d'abord  isolant,  cesse  de  l'être  pendant  quelques  instants  au  moment  de  la 
décharge  et  perd  ensuite  de  nouveau  ses  propriétés  conductrices. 

Quelle  est  alors  la  signification  de  l'équation  (5)  ?  On  aura  : 

X-X'=-  ^-"    Ç\^dt 

l'intégrale    /  }.\dt  devant  être  étendue  à  toute  la  durée  de  la  décharge,  et  étant 

par  conséquent  proportionnelle  à  la  quantité  d'éleclricilé  qui  a  passé  pendant 
celte  décharge;  je  puis  donc  écrire  : 

k  étant  un  coefficient  constant  et  s  étant  cette  quantité  d'électricité. 
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Aprùs  l;i  ilrrlini;;!'.  le  (  i)ii|)lf  l'hi^lKjiif  ne  Icud  plus  à  riimciicr  la  particiilo 
dVHiior  à  son  oiiciilnlmii  priiiiilivc,  c'osl-i\-(lire  à  iiiio  oricnlation  Icllc  que 
X'  =  o,  mais  à  une  oncnUiliun  Icllc  (jiic  \  = />*■. 

Pendant  la  (lc(luiri;c,  le  <li(''lcclii(|uc  perd  sou  clasticilc  rotationnelle;  après 
la  décharge,  il  la  recouvre,  mais  pidjnnilriiicnl  luixli jii'c  par  le  jxissd^e  de 
réieetricilé. 

I,"élaslicite  des  solides  nous  olh'c  des  |di('n(juièncs  tout  seuddables.  Une 
barre  d'acier  snuiuisc  à  une  traction  s'allonge,  mais  pour  revenir  à  sa  longueur 
priuiiti\(',  dès  (lue  la  IracUon  cesse.  Si  on  la  cliaulle  au  rouge,  elle  jierd  son 
élaslicilc  cl  de\ienl  duel  île;  sous  la  traction,  après  s'ètrt»  allongée,  elle  conser- 
vera la  longueur  (pi'elle  aura  ainsi  accjuise,  même  quand  cette  Iraclion  aura 
cessé.  Si  ensuite  on  la  relroidil,  elle  recouvrera  son  élasticité,  mais  cette 
élasticité  sera  modiliée,  ('ar  elle  ne  tendra  pas  à  ramener  la  barre  à  la  longueur 
(urelle  possc'ilait  avant  toutes  ces  opérations,  mais  à  la  longueur  qu'elle  avait 
au  uioinenl  où  l'élaslicité  a  été  recouvrée. 

Que  se  passc-l-il  alors  dans  l'i'tlier  (pu  entoure  un  corps  électrisé  ?  Chaque 
particule  est  soumise  à  un  couple  élastique  qui  tend  à  la  ramener  à  une  orien- 
tation donnée,  diflerente  (au  moins  pour  celles  qui  ont  été  traversées  par  de 
l'électricité  pendant  la  charge)  de  celle  qu'elle  possédait  avant  l'électrisation. 
T-es  particules  étant  solidaires  les  unes  des  autres,  les  orientations  (ju'elles 
tendent  à  prendre  sont  en  gén(';ral  incompatibles.  Il  se  produit  alors  un  éi[ui- 
lihre  où  ciiiicune  de  ces  parlicules  est  comparable  à  un  petit  ressort  tendu,  l-e 
travail  des  forces  électrostatiques  n'est  autre  chose  que  l'énergie  emmugasinée 
dans  ces  petits  ressorts. 

Cette  explication  ne  me  satisfait  pas  encore  complèLeuienl,  parce  ([ue  nous 
n'eTvons  envisagé  (jne  la  décharge  disriiptive,  et  que  nous  avons  laissé  de  côté 
le  cas  où,  pour  luodiller  les  charges  de  deux  conducteurs,  on  les  met  en  com- 
municalion  à  Faide  d'un  lil  iiK'talliipie,  pour  les  isoler  ensuite  de  nouveau  en 
écartant  le  fil. 

Mais  là  on  a  all'aire  à  des  corps  en  mouvement,  et  la  dillicullé  est  plus 
grande.  Au  lieu  des  équations  (4)  qui  sont  celles  de  Hertz  (Grundgleichungen 
der  Elektrodynamik  fiir  ruhende  Rôrper,  Wied.  Ann.,  t.  40,  p.  577)  ('),  il 
faut  considérer  les  équations  beaucoup  plus  compliquées  du  second  Mémoire 
de  Hertz  sur  les  corps  en  uiouvemenL  (Grundgleichungen  der  Elektrodynamik 

{')  La  Lumière  électrique,  l.  XXXYII,  p.  137,  188  et  aS;}. 


A  PROPOS  DE  LA  THEORIE  DE  M.  LARMOR.  38l 

fiii-  lievvegte  Rorper,  JVied.  Ann..  I.  il  )  {  ').  J'étudierai  ces  étjualions  dans  un 
prochain  article  et  je  chercherai  quelle  est  leur  signification  quand  on  les 
interprète  soit  dans  le  langage  de  la  théorie  de  Fresnel  adaptée,  soit  dans  le 
langase  de  la  théorie  de  Ijarmor. 

J'aurai  ainsi,  du  uiûiue  coup,  l'explication  dans  l'une  et  l'autre  théorie,  des 
phénomènes  mécaniques  dont  un  eiiamp  électromagncliquc  est  le  siège, 
c'est-à-dire  des  attiactions  électrostatiques  et  des  actions  mutuelles  des 
courants. 

Pour  achever  de  tracer  le  programme  des  questions  rjue  je  veux  traiter  dans 
les  articles  qui  suivront,  j'attirerai  encore  l'attention  sur  deux  autres  difficultés 
(pu-  niius  aurons  à  examiner  en  détail,  (jénéralemcnl  dans  les  recherches  sur 
l'élasticité,  on  admet  (jue  les  déformations  des  corps  élastiques  sont  très  petites  ; 
ici  une  semblahle  hypothèse  n'est  plus  permise;  dans  un  champ  magnétique 
constant,  la  vitesse  de  l'élher  est  également  constante  d'après  l'hypothèse  de 
Larmor,  el  toujours  dans  le  môme  sens.  Au  bout  d'un  certain  temps,  les 
moh'cules  d'élher  doivent  avoir  éprouvé  des  déplacements  sensibles,  et  cela 
Mii'inc  eu  supposant  cette  vitesse  constante  1res  petite  ;  car  dans  les  corps 
iiiagnetupies.  il  faut  supposer  lexislence  de  ct>urants  parliciilaires  pciiiianenis 
cpii  ddiveiit  durer  de|)uis  l'origine  du  monde,  bien  (ju'ils  ne  se  manifestent  (pie 
quand  le  corps  est  <(  magnétisé  »,  c'est-à-dire  quand  tous  ces  petits  courants 
sont  ramenés  par  une  cause  extérieure  à  une  orientation  commune.  Quelque 
petite  (pie  soit  la  vitesse  de  l'éther,  un  mouvciuent  tpii  se  produit  toujours  dans 
le  même  sens  depuis  l'origine  du  nniiide,  a  nécessairement  produit  des 
déplacements  considérables. 

En  second  lieu,  dans  un  champ  magnétique,  l'éther  est  supposé  en  mou\c- 
iiienl  et  il  (Jevrait  entraîner  les  ondes  lumineuses. 

M.  Larmor  dit  à  ce  sujet  à  la  fin  de  son  travail  : 

'(  Le  professeur  O.  Lodge  a  bien  voulu  examiner  l'effet  d'un  champ  magné- 
tique sur  la  vitesse  de  la  lumière;  mais  n'a  pu  en  déceler  aucun,  bien  que  les 
moyens  qu'il  employait  fussent  extrêmement  délicats;  il  en  résulterait,  dans 
notre  théorie,  (jue  le  mouvement  dans  un  chauq)  magnétique  est  très  lent,  et  par 
conséipienl  la  densité  i^lu  milieu  très  grande  ». 

Ainsi  ce  mouvement  ('tait  si  lent  ipie  les  expériences  de  M.  Lodge,  (pioitpie 
(')  La  Luinihe  élei  trique,  l.  XXXVIII,  p.  'j,^^  <-'••  '^'\~- 


382  A  PROPOS  DE  LA  THÉORIE  DE  M.  LARMOR. 

Irès  précises,  ne  l'élaienl  pas  encore  assez  [loiir  le  mettre  en  évidence.  Pour 
dire  loiile  ma  pensée,  j'eslime  que,  ces  expériences  eiissenl-elles  él('  cent  ou 
mille  fois  plus  précises,  le  résullat  aurait  encore  été  négatif. 

Je  n'ai  à  diumer  à  l'appui  de  celte  opinion  rpie  des  raisons  de  senlimenl;  si 
le  résultat  avait  été  positif,  on  aurait  pu  mesurer  la  densité  de  l'étlier  et,  si  le 
lecteur  veut  bien  me  pardonner  la  vulgarité  de  celle  expression,  il  me  répugne 
de  penser  (jue  l't'tiier  soit  si  arrivé  que  cela. 

{Â  suivre). 
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DE    I.A 
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(1) 


L'Eclairage  électrique,  t.  3,  p.  289-295  (18  mai   iSgS). 


5.  —  Électrodynamique   des   corps   en   mouvement. 

Ainsi  .que  je  l'ai  dit  précédeminenl,  je  ne  peux  poursuivre  l'examen  de  la 
théorie  de  Larmor  qu'en  examinant  ce  qui  se  passe  dans  un  champ  éleclro- 
magnéllque  où  il  y  a  des  corps  en  moiivemenl. 

Le  plus  simple  paraît  ùtre  de  prendre  comme  point  de  départ  les  ('quations 
de  Hertz  (Grundgleicliungen  (1er  Eleklrodjnamik  filr  bewegte  Ivorper,  ]]  icd. 
A/iii-,  I.  il)  et  de  les  liaduire  ensuite  soit  dans  le  langage  de  la  ihciirle  ilc 
Fresnel  adaptée,  soit  dans  celui  de  la  théorie  de  Larmor. 

Mais  une  première  question  se  pose.  Ces  équations,  qui  ne  reposent,  en 
somme,  que  sur  quelques  inductions  hardies,  peuvent-elles  être  acceptées  telles 
quelles  ?  cela  est  fort  douteux. 

Examinons,  en  eflel,  ces  équations  et  commençons  par  transcrire  les  groupes 
(1  rt)  et  (i  b  )  de  Hertz  (Ausbreitung  der  Elektrischen  Kraft,  Leipzig,  Barth, 
1892,  p.  16).  Je  supposerai  fx  ^  1 ,  de  sorte  que  l'induction  magnétique, 
comme  la  force  magnétique  sera  représentée  par  le  vecteur  L,  M,  N;  quant  à 
l'induction  électrique,  elle  aura  pour  composantes  :  sX,  sY,  sZ;  les  conipo- 

(')  Vùir  L'Éclairage  électrique  du  G  avril,  t.  3,  p.  5-ij;  ce  tome,  p.   iôg. 
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saules  ilu  iiiuiMul  soiil  (lisif;ni'i's  par  u,  r,  ii',  relies  de  la  vilesso  de  la  inalière 
pai-  X,  (3,  y.  Je  ii'i'crls  (jne  la  pieiiiière  (■(|uali(iii  de  cliaque  i;riiupe. 

i/t        dy    '  dz  \dx        dy         dz  /  \        i/y        dz 

/  di\      de  V       ,h_ 
\~d7'^    dy   "^  77 


./£X 


n    ■  ,^^^^x-«y;-^;^(«z-,sX) 


f/iM       dN       ,     . 

dz         d] 


Dans  un  niilieii  dicdeelriipie  liomogènc,  nous  devons  supposer  ;  i"  (pie  s  esl 
conslanl;  a"  que  le  couranl  esl  nul;  .'^°  tpie  le  uiagnélisnie  permanent  esl  nul 
ain-.i  (|ue  la  densilé  éleclrique,  ce  qui  s'éeril  : 


dL       dM       rfiV       de\       dey       di'L 


dx         dv 


dx 


dy 


Il  =  V  =  »>  =  (). 


^ios  équations  se  siuiplilienl  alors  beaucoup;  elles  S(^  siniplilieronL  davanlaj^c 
encore,  si  je  suppose  que  le  mouvement  se  propage  par  ondes  planes  dont  le 
plan  esl  |3erpeudieulaire  à  l'axe  des  s,  c'esl-à-dlre  que  toutes  nos  quantités 
sont  fonellous  seulemeul  de  ;  el  de  t;  si  je  supjxise  eu  même  temps  ((in'  la 
vitesse  de  la  uialière  est  constante  et  parallèle  à  l'axe  des  z,  d'où  : 


a  =  i  =  o. 


Y  =  consl. 


IVos  (•(piiilMins  dijvieunent  alors  : 


(I) 
(s) 


/(/L  ,l\.\  d\ 


As 


dX 


dX  \  _  dM 
dz',  I        dz 


(adles  que  je  viens  d'écrire  sont  les  premières  de  chaque  gr()U|)e,  j'en  dr'ilMj>- 
par  sjmélrii;  la  seconde  écjuation  du  groupe  (i  b)  : 

,     /d\  dy\  d\. 

De  (  I  )  el  (  '^  }  lin  dc'diiira  : 

di'  -dilc  qiir  la  vil(;ss(;  V   de  piiipaj^al  ion  des  ondes  sera  donui'C  par  Ir^ipialnin  : 

A"-£(V-t-v)2=   I, 
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d'où  : 


=Vx^ 


Il  résulterait  de  là  que  les  ondes  lumineuses  devraient  être  enlrainées  lola- 
lement  par  un  milieu  diidectrique  en  mouvement.  Cela  est  absolument 
contraire  à  l'expérience  célèbre  de  M.  Fizeaa  qui  nous  apprend  que  l'entraine- 
ment  n'est  que  j)artiel;  on  devrait  avoir  : 


-v/^.-'('-0' 


Les  i(|iiiilions  ilelleilz  doiveni  donc  éUe  uiodifices.  Mais  quelle  iiiodilieal  ion 
faul-il  y  introduire  ?  On  peut  être  un  peu  embarrassé  pour  répondre  à  cette 
question.  Aucune  théorie  optique  ne  rend  compte  d'une  façon  satislaisanle  des 
pli('iioménes  complexes  (pii  se  rattachent  à  1  aberration  astronomique  et  à 
l'entraînt'ment  partiel  de  l'élher.  Une  de  ces  théories  pourtant  explique  le  plus 
important  d'entre  eux  et  rend  compte  des  faits,  non  exaclemeni,  mais  au  degré 
d'approximation  dont  nous  nous  contentons  ici,  c'est-à-dire  en  négligeant  la 
dispersion.  Celle  théorie  est  celle  de  Fresnel;  malgré  les  doutes  qui  subsistent, 
nous  l'adopterons  provisoiremenl. 

Nous  allons  donc  suivre  la  marche  inverse  de  celle  que  nous  avons  adoptée 
jusqu'ici;  nous  allons  écrire  les  équations  de;  la  théorie  (q)tique  de  Fresnel,  et 
les  traduisant  ensuite  dans  le  langage  électrique,  nous  rechercherons  si  elles 
peuvent  rendre  compte  des  phénomènes  de  l'éleclrodjnamiquc  des  corps  en 
mouvement. 

Encore  la  lliéorie  de  Fresnel  peut-elh;  prendre  diverses  formes  ;  nous  adopte- 
rons, par  exemple,  les  hypothèses  sur  lesquelles  Helmholtz  fonde  sa  théorie  de 
la  dispersion. 

6.  —  Théories   de  Helmholtz. 

Représentons-nous  deux  milieux  qui  se  pénètrent,  l'ether  et  la  matière;  soit 
p  la  densité  de  l'c'ther,  pi  celle  de  la  matière;  soient  t_,  v,  Ç,  les  composantes  du 
déplacement  de  l'cHher;  ii,  rit,  Çi  celles  du  déplacement  de  la  matière. 

Une  particule  d'éther  est  soumise  à  deux  forces;  l'une  due  à  1  action  rie 
l'élher  environnant  et  qui  est  la  même  que  si  la  matière  n'existait  pas  :  soit  P, 
H.  P.  —  IX.  49 
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Q.    R  ot'llc   t'orct';    raulro   tluc  :'i    ractioii  dr   la   iiialiî'rc  sur  l'élher  l'I   donl  les 
coniposantos  seront  : 

iHi.-?>.  i5(^.--V),  inçi-s>- 

LIiH'  particulf  de  iiialièro  est  soumise  également  à  deux  lorces  :  l'une  est  la 
réaction  de  Fetlier  sur  la  matière  et  a  pour  composantes  : 

L'autre  est  une  sorte  de  froUement  donl  Ilelmliollz  n'explique  pas  très  bien 
l'origine  el  qui  a  pour  composantes  : 

f/;,  „rfr|i  dix 

lit  (il  dt 

B  el  C  sonl  des  constantes  (jui  dépendent  di^  la  nature  du  corps.  Les 
équations  du  mouvement  deviennent  alors  : 

p  SI=f'-^'^(^'-?)' 

C'est  à  l'aide  de  ces  équations  que  Ilelmlioltz  rend  compte  de  la  dispersion. 
Mais  tel  n'est  pas  notre  but;  nous  voulons  au  contraire  nous  en  tenir  au  premier 
degré  d'approximation  où  l'on  néglige  la  dispersion,  et  pour  cela  il  faut  sup- 
poser que  B  étant  très  grand,  on  a  sensiblement  E=  Çi. 

En  ajoutant  les  deux  équations  précédentes  et  faisant  ^  ^  ;i,  il  vient  : 

(5)  (p  +  p,,g  =  P_Gg. 

Il  nous  reste  à  voir  ce  qui  arrive  si  l'on  suppose  l'éther  immobile  (sauf  son 
mouvement  de  vibration  bien  entendu)  et  la  matière  en  mouvement. 

Nous  désignerons  par  a,  (3,  y  les  composantes  de  la  vitesse  de  la  matière. 

INous  représenterons  par -^  et  par-j-|i)  la  projection  sur  l'axe  des  x  de  la 

vitesse  et  de  l'accélération  d'une  molécule  matérielle,  de  sorte  que 

,ys  _  rf?      ^      ,  ^      ..  'A 
',n  "  dt  dx       ''' dy        '  dz' 

et  en  négligeant  les  carrés  et  les  dérivées  de  a,  |S,  y  : 

<n    d^-x d^\  ,   ,,  d-^i  ^_,  d^\ 


!.\'- 


dl^        dt*  dxdt       "  '  dy  dt       "  *  dz  dl 
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L'f^quation  (5)  devient  alors  : 

Il  csl  aisù  de  voir  d'abord  que  celte  formule  (5  bis)  rend  coinpie  de  l'expé- 
rience de  M.  Fizeau.  Imaginons,  en  effet,  que  le  milieu  soit  un  diéleclri(pie 
parfait  (d'oij  C  ^  o)  et  que  les  ondes  lumineuses  soient  planes,  le  plan  de  l'onde 
étant  parallèle  au  plan  des  xy;  alors  ^  est  fonction  de  s  et  de  ^  seulement,  et 

I  "on  a  : 

X  étant  un  coefficient  conslanl. 

Supposons,  de  plus,  que  la  vitesse  de  la  uialière  soit  constante  et  parallèle  à 

l'axe  des  z,  de  sorte  que 

^  _  rf^  >/-£         _ .,  ^ 

àF  ~  7/n  ^  "^  dz  dt  "*"  "•"  dz'^  ' 

On  a  d'ailleurs  : 
V  ('tant  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  vide,  et  l'équalion  (5  bfs)  devient  : 

^-dr^^^\di^''dà,-^'<-dà)  =  '''^'^ 

d'où  si  l'on  appelle  pour  un  instant  U  la  vitesse  de  propagation  de  l'onde  : 

(p  -I-  p,)U5-l-2Yp,U  -t-T'ipi  =  ?V-!; 

d'où,  en  négligeant  le  carré  de  y  : 

u  =  vt/III--^i:L. 

V  p  -i-pi     ?  +  pi 

II  est  clair  que 

P  +  Pi  _  ^ 
-7--'' 

il  vient  donc  finalement  : 

On   \()it  donc  (|ue  celte  théorie  rend  Lien  compte  de  l'entraîneuienl  partiel 
des  ondes  constaté  par  M.  Fizeau. 
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Mais  elle  cessora  di'  paraitre  satistaisanic  si  l'on  veut  l'appllcjucr  aux  pliùno- 
iiiènos  électri(|iu's. 

Reprenons  it's  (•([iialiniis  (  :i  bis)  en  supposant  C  =  o,  Il  vient  : 


et,  de  môme, 


d-  T,  i) 


o-u 


CiOniine  «n  a 


si  l'on  pose 


il  viendra 


^  dV-        '     .H- 


dV        dO        dH 

(Ix        nv         >/: 


dl         (^        r/Ç 
dx        dy        dz 

d-  0  d-  (i 


(b)  p__+p,_=o. 

Les  il  ordinaivps  représentent  toujours  les  dérivées  prises  par  rapport  à  t 
en  supposant  le  point  x,  y,  z  fixe  et  les  d  ronds,  en  supposant  le  point 
X,  y,  z  entraUié  par  la  matière. 

Pour  nous  rendre  compte  de  la  signification  de  celte  équation,  reporlons- 
nous  à  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  de  la  théorie  de  Fresnel  adaptée.  Nous 
avons  vu  que,  dans  cette  théorie,  aux  points  où  il  J  a  de  l'électricité  positive, 
la  densité  de  l'éther  va  constamment  en  augmentant. 

Or,  d'après  une  formule  bien  connue,  0  représente  la  condensation  de 
l'éther,  c'est-à-dire  l'excès  de  sa  densité  actuelle  sur  sa  densité  normale.  Dans 
celte  manière  de  voir,  la  densité  de  l'électricité  libre  serait  donc  proportion- 

neile  a  -r  • 
dt 

Il  pourrait  y  avoir  doute  dans  le  cas  où  les  corps  chargés  d'électricité  sont 

en  mouvement.   On  peut  se  demander  alors  si  la  densité  de  l'électricité  doit 

être  représentée  par       ou  par  --;  mais  le  resuilaL  (jue  j  ai  en  \  ue  n  en  sera  [)as 

changé. 

Supposons  (pie  a  =  i?)  r=  o,  •'=:consl.;  re(pialion  (6)  devient  : 

,.  ,  .  ,  ,  d'^  d^n  .,rf-e 
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D'ailleurs,  --r  et,  ~  salisferonl  coiniiu'  0  à  l'équation  (6  his^.  Celte  équation 

est  contredite  j)ar  l'expérience,  l'électricité  devrait  être  entraînée  avec  la  même 
vitesse  que  la  matière  puisqu'elle  reste  attachée  aux  corps  qui  en  sont  chargés. 


et  on  devrait  avoir 

(6  ter) 

rf-8               ^-^6              d"-^ 

dt-  -^^^'dtdz^^^'d^^^" 

■-r  et -^  satisiaisanl  comme  0  a  1  équation  (b  ter), 
at        iJt  i  •  / 

Cette  nouvelle  théorie  n'est  donc  pas  plus  satisfaisante  que  lii  première. 

Mais  ce  n'est  pas  là  la  forme  à  laquelle  Helmholtz  s'est  arrêté;  à  la  théorie 
de  la  dispersion  que  nous  venons  de  discuter  et  qu'il  avait  développée  avant  le 
triomphe  de  la  doctrine  de  Maxwell,  il  en  a  substitué  une  autre  (|u'il  a  exposée 
sur  la  fin  de  sa  vie  dans  le  tome  48  des  Annales  de  Wiedeniann  (Elektromagne- 
lische  Théorie  der  FarLenzerslreuung).  A  ce  Mémoire  de  Helmholtz  se  rattache 
un  travail  de  Reif  (  JVt'ed.  Ann.,  t.  50,  Fortpflanzung  des  Lichtes),  qui  exa- 
mine les  conséquences  de  la  théorie  de  Helmholtz  précisément  au  point  de  vue 
qui  nous  occupe,  c'est-à-dire  au  point  de  vue  de  l'entraînement  partiel  des 
ondes  par  un  milieu  en  mouvement.  Helmholtz  suppose  que  dans  les  diélec- 
triques, la  polarisation  électrique  se  décompose  en  deux  parties  :  la  polarisation 
de  l'éther  dont  nous  désignerons  les  composantes  par  F,  G,  H,  et  la  polarisation 
de  la  matière  que  nous  désignerons  par  f,  i',  /;,  c-t  que  le  savant  allemand 
attribue  à  une  sorte  d'électrolyse  incomplète. 

Le  courant  de  déplacement  total  a  alors  pour  composantes  : 


dF        dj 

dCj        dg 

d\\ 

^dk 

-di^Tt' 

li^-dï' 

^  ' 

^'di 

L'énergie  électrostatique  localisée  dans  le  volume  dz  est,  d'autre  part,  la 
somme  de  trois  termes,  un  terme  en  F-+  G--|-  H-,  un  terme  en/-  +  ^^-f-  /r-, 
et  un  terme  en  F/ +  G,;;'  +  II//. 

En  partant  de  ces  hypothèses,  Helmholtz  rend  compte  des  lois  de  la  disper- 
sion; mais  Reif  a  voulu  voir  comment  on  pourrait  expliquer  dans  le  môme 
ordre  d'idées,  l'expérience  de  Fizeau,  répétée  par  Michelson  et  Morley.  Il  a 
reconnu  qu'il  faudrait  supposer  que  la  matière  transporte  avec  elle  l'électricité 
qui  engendre  la  seconde  composante  /,  g,  h  de  la  polarisation,  tandis  que 
l'éther  est  entraîné  partiellement  en  transportant  avec  lui  l'électricité  qui 
engendre  la  première  composante  F,  G,  H. 

M.  Reif  a  alors  songé  à  modifier  l'hypothèse  de  Helmholtz  en  supprimant 
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dans  l'iMiergie  l'ieclruslaliijiu;  le  lerme  eu  l* ./  +  ^ë  +  H//.  Le  résiiUal  esl  alors 
beaucoup  plus  simple,  l^'eiilraîneuienl  de  l'éther  est  alors  nul. 

Je  transcris  les  équations  de  Helniholtz  [Sitziin^shcrichtc,  de  Berlin,  i.  Mil. 
i<Si)a,  p.  1098,  éij.  (12  b),  (12  c),  (12  d)].  Sculenieni  j'ai  désigné  |Kir  F,  (i,  H, 
/",  ^,  //,  ce  que  Ilelmlioltz  représente  par  les  lellres  gothiques  X,  Y,  Z,  ,r,  y,  :■  ; 
de  plus,  je  supposerai  ij.=  s  =  i  ;  je  représenterai  enfin  par  les  lettres  romaines 
L,  M,  IN  les  lettres  gothiques  correspondantes.  Il  vient  ainsi  : 


(7)  A 


dt  dy  dz 


avec  les  équations  qu'on  en  déduirait  par  symétrie. 

Avec  l'hypothf'se  de  Reif,  il  faut  dans  l'équation  (7)  et  celles  qu'on  en  déduit 
par  symétrie  remplacer  F — /,  G  —  ^',  II- — A,  par  F,  G,  H. 

Malheureusement,  il  y  a  un  obstacle  dont  Reif  ne  se  tire  pas  mieux  que 
Helmholtz. 

Si  le  milieu  esl  en  mouvement,  la  composante  /,  ,;',  //  est  entraînée  parla 
matière  et  l'équation  (8)  devient  : 

dt  "^      Jt  ~  ^  ~  'dj'' 
On  déduit  de  là  : 

<J_ld^       «-/G       ^/1I\        à  Idf       dg       <th\_ 


L' 


expression 


dx        dy        dz 


=  a, 


est  proportionnelle  à  la  densité  de  l'électricité. 
D'autre  part,  Helmhollz  trouve  : 

,r  d'-f        ,df 

a-,  m  ot  k  étant  des  coefficients  constants.  Si  les  mouvements  sont  très  lents, 
les  deux  derniers  termes  disparaissent  et  il  reste  : 

F  =  «V, 
d'où  : 

rfF       dG       dl\ 

h  -T-  -+-  -^  =  a'^  ï, 

d.T         ay         dz 
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d'où,  enfin  : 

a"-  —r-  -\ =  o. 

dt        f)t 

Si  a  =  (j  ^  o,  c'est-à-cJire  si  la  vitesse  de  la  matière  est  parallèle  à  l'axe 
des  ^,  il  vient  : 

ce  qui  veut   dire  que  les  ciiarges  électriques  ne  sont  pas  entraînées  avec  la 
iiialièie,   coiniiie   l'exige   le   principe  de  la   conservation  de  l'électricité,   mais 

rpi'clle  est  enirainée  avec  une  vitesse  plus  petite  égale  à  — 7-* 

La  théorie  de  Helmhollz  conduisant  sous  ce  rapport  au  même  résultai  que 
relie  de  Reif,  l'une  et  l'aiiln'  me  paraissent  devoir  être  rejel(''('S. 

7.  —  Théorie   de  Lorentz. 

M.  Lorentz  a  imaginé  une  théorie  électrodjnauiique  des  corps  en  mouvement 
fondée  sur  des  principes  entièrement  différents  et  à  certains  égards  plus 
satisfaisante. 

L'hjpothès(>  fondamentale  est  la  suivante  : 

Lin  très  grand  nombre  de  petites  particules  poilani  des  charges  électriques 
qui  leur  sont  invariablement  liées,  sont  disséminées  dans  le  volume  des  conduc- 
teurs et  des  diélectriques.  Elles  parcourent  les  conducteurs  dans  tous  les  sens 
avec  des  vitesses  très  grandes.  Dans  les  diélectriques,  au, contraire,  elles  ne 
peuvent  subir  que  de  petits  déplacements,  et  les  actions  des  particules  voisines 
tendent  à  les  ramener  à  leurs  positions  d'équilibre  dès  qu'elles  s'en  écartent. 

Cette  théorie  rend  compte  du  principe  de  la  conservation  de  l'électricité, 
puisque  l'hypothèse  fondamentale  n'est  autre  chose,  après  tout,  qu'une  traduc- 
tion de  ce  principe  lui-môme.  Elle  rendrait  compte  également  de  l'entrainement 
partiel  des  ondes. 

Malheureusement  il  reste  une  difficvdté  grave  :  il  n'y  a  plus  égalité  entre 
l'action  et  la  réaction. 

Pour  nous  en  rendre  compte,  sans  entrer  dans  le  détail  des  calculs,  il  nous 
suffira  d'un  exemple  simple.  Considérons  un  petit  conducteur  A  chargé  positi- 
vement et  entouré  d'éther.  Supposons  que  l'éther  soit  parcouru  par  une  <jnde 


■(•(' 
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(■Iccli(iiiiai;iu'li(juc  cl  (jil'm  un  crilaiu  uioiiiciil  ct'llo  onde  alloigiic  A,  la  ioi'c 
éleclriiliH'  (lue  à  la  piTliiihaliou  ai;ir.i  sur  la  ciiargc  d(^  \  cl  produira  une  toi 
pondéroiiiotricc  aj;issaiil  sur  le  corps  A.  CcUo  force  pondiTtuiiolruc  ne  scia 
conli'i'balaucci'  au  poiiil  de  viu;  du  principe  de  raclion  el  de  la  réaclion  par 
aucune  aulre  force  agissant  sur  la  matière  pondérable.  Car  tous  les  autres 
corps  pondérables  peuvent  être  supposés  très  éloignés  et  en  dehors  de  la  région 
de  léllier  qui  est  troublée. 

On  s'en  tirerait  en  disant  qu'il  y  a  réaction  du  corps  A  sur  l'étlier;  il  nV'ii 
est  pas  moins  vrai  qu'on  pourrait,  sinon  i(''aliser,  au  moins  concevoir  une 
expérience  où  le  principe  de  réaction  semblerait  en  défaut,  puisque  Texpéri- 
menlaleur  ne  peut  opérer  que  sur  les  corps  pondérables  et  ne  saurait  atteintlre 
léllier.  Cette  conclusion  semblera  difficile  à  admettre. 

La  théorie  de  Hertz  ne  donnait  pas  lieu  à  cette  difficulté  el  était  parfaitemeni 
d'accoid  avec  le  princi|)c  de  réaction.  ])ans  cette  théorie  et  dans  l'exemple 
simple  qui  nous  occupait  plus  haut,  il  y  aurait  réaclion  du  corps  A  non  seule- 
ment sur  l'élher,  mais  sur  l'air  où  se  trouve  cet  éther;  et,  quelque  raréfié  que 
soit  cet  air,  il  y  aurait  égalité  parfaile  entre  l'action  subie  par  A  et  la  réaclion 
de  A  sur  cet  air. 

Cela  tenait  à  ce  (jue  dans  la  théorie  de  Hertz  l'éther  était  entraîné  totalement 
par  la  matière;  dans  la  théorie  de  Lorentz,  au  contraire,  il  n'en  esl  pas  de 
même,  la  réaclion  subie  par  l'air  n'est  qu'une  très  faible  fraction  de  l'action 
subie  par  le  corps  A,  el  celte  fraction  est  d'autant  plus  faible  (jue  l'air  est  plus 
raréfié. 

I^n  réfléchissant  à  ce  point,  on  voit  que  la  difficulté  n'est  pas  particulière  à 
la  tiiéorie  de  Lorcnlz  et  Cju'on  aura  beaucoup  de  peine  à  expliquer  l'entraîne- 
ment partiel  des  ondes  sans  violer  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  île  la 
réaclion.  Nous  verrons  plus  loin  si  la  conciliation  est  possible. 


8.  —   Théorie   de   J.-J.   Thomson. 

Dans  sa -Récent  Researclies,  J.-J.  Thomson  consacre  un  paragraphe  à  la 
propagation  de  la  lumière  dans  un  diélectrique  en  mouvement  (§  440,  p.  543). 
Ce  travail  a  été  analysé  en  détail  par  M.  Blondin  dans  la  Lumière  Eleclrùjue 
du  4  novembre  iSyS  (p.  201),  et  je  n''y  reviendrai  pas. 

Je  me  contenterai  de  rappeler  les  principaux  résultats. 
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Soit  V  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  dans  le  diélectrique  au  repos; 
soit  ('  la  vitesse  de  la  matière  du  diélectrique,  ou  plutôt  la  projection  de  celle 
vitesse  sur  la  direction  de  la  propagation  des  ondes;  soit  co  la  vitesse  de  l'éther 
dans  le  diélectrique  qui  serait  nulle  s'il  n'y  avait  pas  d'entraînement,  qui  serait 
égale  à  r  si  l'entraînement  était  total  et  qui  aurait  des  valeurs  intermédiaires  si 
rentraînemeni  était  partiel. 

La  vitesse  de  la  lumière  dans  le  diélectrique  en  mouvement  sera 


("i  et  ('2  pouvant  avoir  diverses  valeurs  suivant  les  hypothèses. 

Dans  un  conducteur  en  mouvement,  il  peut  se  produire  deux  sortes  de  forces 
électromolrices  d'inductiDU,  la  première  provenant  de  la  variation  du  champ 
magnétique,  la  seconde  provenant  du  déplacement  du  conducteur  dans  le 
champ. 

De  même  dans  un  diélectrique  en  mouvement,  il  doit  se  développer  une 
for^'c  électromolrice  d'induction  due  au  déplacement  de  ce  diélectrique;  elle 
dépendra  évidemment  de  la  vitesse  de  ce  diélectrique^  mais  est-ce  de  la  vitesse 
de  la  matière  du  diélectrique  ou  de  la  vitesse  de  l'éther  qui  y  est  contenu  ?  on 

peut  iaire  les  deux  hypothèses.  Dans  le  premier  cas,  ii  sera  égal  à   -y  dans  le 

1    .    l'o 

second  a  — 

D'autre  part,  si  un  diélectrique  se  déplace  dans  un  champ  électrique,  s'il 
passe  dans  une  région  où  l'intensité  du  champ  est  plus  grande  ou  plus  petite, 
sa  polarisation  variera;  on  peut  se  ilcniander  si  cette  variation  de  la  polarisation 
produira  un  courant  de  déplacement  susceptible  d'agir  sur  l'aiguille  aimantée. 
On  peut  faire  à  cet  égard  plusieurs  hypothèses. 

On  peut  supposer  que  quand  la  polarisation  électrique  en  un  même  point 
de  l'espace  demeure  constante,  il  n'y  a  pas  de  courant  de  déplacement,  quand 
même  le  diélectrique  en  se  déplaçant  passerait  dans  une  région  où  cette 
polarisation  est  dilférenle. 

En  d'autres  termes,  les  composantes  du  courant  de  déplacement  seraient  : 

dl      d_g      dji 
'dt''     li''     'dt'' 

f,  g,  h  étant  les  composantes  du  déplacement  électrique  en  un  point  donné 
fixé  dans  l'espace. 

H.  p.  -  IX.  5o 
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On  peut  siiiiposiT  ensuite  cjiie  ces  composantes  sonl 

df        ilg        d/i 

y,  ix.  II-  rtiint  les  coniposjintes  du  tléplaceuient  en  uu  point  tlonné  invariable- 

nienl  lié  à  la  niatu^re  du  (li<'le('lri(ju('  mobile. 

,-.  ni  1  df    dsr    dli 

Un   peut   supposer  enlin  que   les  composantes  du  courant  sont  -^  >  -jf)-;Ti 

et  (pif  /,  i' ,  //  sont  les  compowuites  du  déplacemeni  en  un  poml  donné  inva- 
riablement lié  à  l'éllier  partielleuu-nt  entraîné  par  le  diélectrique  mobile. 

Dans  le  premier  cas,  c^  est  égal  à  n.  dans  le  second  à  -)  dans  le  troisième 

g 

La  discussion  do  J.-J.  Tliomson  laisse  donc  place  à  un  grand  nombre 
d'hypothèses,  mais  aucune  n'est  satisfaisante;  la  seule  qui  soit  d'accord  avec 

l'expérience  de  Fizeau  (l'i^  <'l>=  7^  )  soulèverait  les  mêmes  difficultés  que  les 

théories  de  Ilelmholtz-Reif  et  de  I>orentz. 

On  voit  donc  combien  il  est  difficile  de  rendre  compte  par  une  même  théorie 
de  tous  les  faits  observés  ;  les  contradictions  auxquelles  toutes  les  hypothèses 
viennent  se  heurter  paraissent  tenir  à  une  cause  profonde.  Dans  tous  les  cas, 
un  examen  plus  attentif  est  nécessaire,  et  j'en  ferai  l'objet  d'un  pi-ocliain 
article. 

i^A  suivre'). 
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V Eclairage  électrique,  t.  5,  p.  5-i4  (5  octobre  iSyS). 


9.   —  Discussion   de   la   théorie   de  Hertz. 

Nous  avons  vu  dans  un  [jrùcûdcnL  arlick'  (')  quelles  sont  les  conditions 
auxquelles  il  semble  que  devrait  satisfaire  toute  théorie  éleclrodynaniique  des 
rorps  en  inouvemenl  : 

i"  Elle  devrait  rendre  compte  des  exp(''ricuces  de  M.  Fizeau,  c'est-à-dire  de 
l'entraînement /j<:at<'e/ des  ondes  lumineuses,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des 
ondes  électromagnétiques  transversales; 

2°  Elle  doit  t^tre  ((lufoniic  au  principe  de  la  conservation  de  l'électricité  et 
du  magnétisme; 

3°  Elle  devrait  être  compatible  avec  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de 
la  réaction.- 

Nous  avons  vu  qu'aucune  des  théories  proposées  jusqu'ici  ne  reuqjlit  simul- 
tanément ces  trois  conditions;  la  théorie  de  Hertz  satisfait  aux  deux  ilernières, 
mais  pas  à  la  première;  celles  de  Ilelinholtz  ne  satisfont  pas  à  la  seconde;  celle 
de  Lorentz  satisfait  bien  aux  deux  premières,  mais  pas  à  la  dernière. 

On  peut  se  demander  si  cela  lient  à  ce  que  ces  théories  sont  incomplètes  ou 
si  ces  trois  conditions  ne  sont  réellement  pas  compatibles,  ou  ne  le  deviendraient 

(')  Voir  L'Éclairage  électrique,  t.  3,  iSgS,  p.  5  et  289;  ce  tome  p.  369  et  383. 
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([uo  par  iino  mciililiculion  ptuloudL'  des  lijpullii'sus  ailiiiiscs.  Pour  l)i('n  nous  en 
rendre  compte,  il  convient  d'abord  d'examiner  plus  en  délail  de  quelle  manière 
la  llu'orie  de  Ileriz  permet  de  satisfaire  aux  ileux  tlerni(ïres  conditions. 
Rappelons  les  notations  de  Hertz.  Nous  désignons  par  : 

L.  M,  N,  les  Composantes  de  la  force  niagnéli(juê; 

X,  Y,  Z,  celles  de  la  force  ('iectrique; 

a,  j3,  y,  celles  de  la  \iiesse  de  la  matière; 

u,  v,  w,  celles  du  courant  de  conduction  ; 

fJL,  le  pouvoir  inducteur  magnétique  ; 

£,  le  pouvoir  inducleur  diélectritpu' ; 

A.  l'inverse  de  la  vilesse  de  la  luiiiièie. 

Pour  abréf;er  un  peu  l'écriture,  j'emploierai   encore  d'autres  notations.  Je 
représenterai  par  p  et  ct  la  densité  de  l'électricité  vraie  et  du  magnétisme  vrai, 

de  sorte  (|ue  : 

,hX       (h\         diL 

— 1 — j—  -f-  -5—  =  '1  np, 

ilx  dy  dz 

d\x\.        f/ijiM        «'ulN 
a.v  dy  dz 

Je  poserai  en  outre  : 

Ç  =  ,a(-,'M  — pN),  r,  =  ;x(aN  — vL),  ;  =  ,a(  ^  L  —  aM  ), 

if  =  e(YY  — pZ),        /H=£(aZ  — yX),        /)  =  £(PX  — ïY). 
Les  équations  de  Hertz  s'écrivent  alors  : 


(') 


.  Vdixh       dl        dr^        _        1       dZ       d\ 
L    dl  dy        dz  \        dy        dz 

,    ,  .   VdiX        du        dm        ,        1        dm        rfN        ,      . 

A  chacun("  de  ces  deux  équations,  il  convient  de  joindre  les  deux  équations 
(ju'on  ])('ul  en  déduire  par  permutation  circulaire;  on  aura  ainsi  deux  groupes 
de  trois  équations. 

Pour  voir  si  la  théorie  de  Ileriz  conduit  au  principe  de  la  conservation  du 
magnétisme,  prenons  les  équations  du  premier  groupe,  déduites  de  l'équa- 
tion (i);  différencions  la  première  par  rapport  à  x,  la  seconde  par  rapport  À  y, 
la  troisième  ])ar  lapport  à  z  et  ajoutons;  les  seconds  membres  disparaîtront 
ainsi  que  les  termes  dépendant  de  ^,  /),  Ç  et  il  viendra  : 


.   r  d<3        d-j.a        rfSa        dyi  T 
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Celte  équation  exprime  que  le  magnélisiiie  vrai  qui  se  trouve  ilaiis  une 
portion  quelconque  de  matière  est  entraîné  avec  celte  matière. 

On  peut  opérer  de  même  sur  les  équations  du  second  groupe;  difl'érentier  la 
première  par  rapport  à  x,  la  seconde  par  rapport  à  y^  la  troisième  par  rapport 
à  ^  et  ajouter;  il  vient  alors  : 

,    I  rh        (/as        d'ip        liyp  "1  ,    /  du        dv         f/ir  \ 

Cela  signifie  que  l'électricité  vraie  est  entraînée  par  la  matière  qui  la  porte, 
sauf  celle  qui  est  enlevée  par  les  courants  de  conduction. 

Il  faut  voir  maintenant  si  la  théorie  de  Heriz  est  compalihle  avec  lu  principe 
de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction.  Pour  cela  il  faul  \()ir  (ju'elles  soni, 
d'après  cette  théorie,  les  forces  pondéromolrices  mises  enjeu  dans  un  champ 
électromagnétique. 

Pour  calculer  ces  forces,  il  faul  appliquer  le  principe  de  la  conservation  île 
l'énergie. 

Quand  la  matière  est  en  mouvement,  elle  sul)il  en  général  des  condensations 
et  des  dilatations;  sa  densité  varie  et  l'on  doit  supposer  que  les  pouvoirs  induc- 
teurs jjL  et  s  varient  en  même  temps.  Soit  o  la  densité  de  la  matière,  et  posons  : 

,      ..  d'^  ,      .,  di 

^^"dh'       '^"ds'^ 

il  viendra  alors,  en  exprimant  de  (K'ux  manières  différentes  la  variation  de  la 
valeur  de  p  relative  à  une  même  particule  matérielle  : 

^^>  dt^     dx^'-'dy       ^  dz"      ■'■\dx^  dy^  dz)' 

et,  de  même, 

, , ..  de.      s^     ds.  ,X7  </x 

^^)  di^Z''dx=-'2jdi-- 

Remarquons  toutefois  que  la  définit  ion  tle  p'  el  de  e' n'est  pas  ainsi  complète; 
l'état  d'un  corps  dépend  de  sa  pression  et  de  sa  température,  souvent  d'un  plus 
grand  nombre  de  variables;  il  semble  donc  que  p.'  et  e'  n'auront  pas  la  même 
valeur  selon,  par  exemple,  que  le  changement  de  densité  sera  ou  non  accom- 
pagné d'un  changement  de  température. 

Mais  un  changement  d'état  quelconque  du  corps  aiirj  pour  conséquence  une 
variation   de   l'énergie    interne   de    ce   corps   et   un    dégagement   de    chaleur. 
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Si  l'o/i  (Khiiel'que  ce  dégagement  de  elialenr  ne  dépende  pas  de  r  intensité 
du  cluinij)  >'h'ctritji/e.  ou  du  champ  niagnrtii/ite,  nous  tiUons  voir  que  ;/'  et  e' 
ont  uni'  valeur  inilépondiiule  îles  v.irialions  do  lunipéralure  qui  pouvonl 
ucconipagniT  les  changemcnls  de  densité. 

Et,  en  cli'el,  le  calcul  nous  donnera  les  valeurs  des  forces  pondéroniotrices 
en  fonctions  de  jji'ct  g',  sans  que  nous  soyons  obligés  de  faire  aucune  hypothèse 
particulière  sur  la  façon  dont  varie  la  température  avec  la  densité.  Les  valeurs 
de  fi' et  de  s.'  ne  doivent  donc  pas  dépendre  de  ces  hypothèses  particulières. 

Appliquons  le  principe  de  la  conser\ation  de  l'énergie;  nous  admettrons  la 
nièini'  valeur  que  llerlz  pour  l'énergie  électromagnétique  totale  J  et  nous 
écrirons  : 


'fÈb'L'--'l^' 


^  oici  quelle  est  la  signillcation  de  cette  équation.  Je  représente  par  dr  un 
élément  quelconque  de  volume  et  les  intégrations  portant  sur  cette  différen- 
tielle seront  toujours,  sauf  avis  contraire,  étendues  à  tous  les  éléments  de 
volume  dr  de  l'espace  tout  entier. 

Le  signe  2,  représentera  toujours  une  somme  de  trois  termes;  les  deux 
derniers  termes  de  celle  somme  se  déduiront  toujours  du  premier  terme  C|ui 
figure  explicitement  sous  le  signe  2,  "^'^  permulani  circulairement  les  compo- 
santes des  différents  vecteurs  dont  ce  terme  dépend.  Ainsi  on  posera  : 

V^     fia  du        r,  du  da 

2    cm        dM        (m        dL 
dx  dx        dy        dz 

yç  f/jjiL  _  d\j.\,        rfjjiM        d\x N 
^4    dx  dx  dy  dz 


(  )ii  aura  donc 


r/J 
dl 


~j  !ï^\2u ~dï~  '^2d ~dr) ' 


Or  nous  pourrons  écrire  : 


I  rffil/-  _  .  diil,        I     ,  diJ. 
1     dt     ~   '    dt         7.   '    di 


A  PROPOS  DE  LA  THÉORIE  DE  M.  LARMOR.  Sgg 

OU  en  lenanl  compte  de  l'équation  (•^)  : 

'^  lÂ- =  T  ^^'^'-^- t(2j^^ -^'^Z^rrj 

et,  de  môme  : 

..  'h\        \    d      ^.  ,        X-  /  ^^      dt  ,^  dx  \ 

^-dr  =  -^dt''^-^--^\2u^d:c^'Zudi)- 

Les  équations  de  Hertz  prcnneni  alors  une  forme  nouvelle  et  s'écrivent  : 

dl_   _dr\  _,         1  _  '/^  _  ^ 
dy        dz    '      '      J        dy        dz  ' 


,..„,  .[_^^„x=,-?^(2 


dt  .v^  d% 

h  £      T     

dx  Jrnmi  dx 

dn        dm        ^        ^        dS\        dîi 


Pour  appliquer  le  principe  de   l'énergie   prenons   les    équations  de  Ileriz, 
multiplions  les  trois  équations  du  premier  groupe  respectivement  par  : 

Ldr.       SXd-       Nd- 
4- a'      /,-a'     ir.X* 

les  trois  équations  du  deuxième  groupe  respectivcnicnl  par  : 

Xdz       \d-       7.d- 

.\r.k'      4;tA'      4^' 

ajoutons,  et  intégrons  par  rapport  à  dz  en  étendant  l'intégration  à  l'espace  tout 
entier;  il  viendra  : 

(5)  ^ -4- i?  +  .m  +  5t -h  a: -4- ■•}/ -+- g  =  II -4- K. 

Voici  la  signification  de  toutes  ces  lettres  :  on  a  : 

'^=j  ^r\riyL"d-x^-^'-2^d-x)-^dy-dz^^'--'^Y 

.„        /^  X  f/T  r       X  /  ■vi      di         ,v^  d-j.  \        dn        dm        ,        T 

Jîl,  dX.,  se  déduisent  de  )^;  et  '■^)  et  '^  de  5!^  par  permutation  circulaire.  Enfin, 
on  a  : 

k  =—  /  rfT(f<X  +  cY  -I-  iiZ). 
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l.'iinalvso  bien  connue  de  Pojnling  nous  ;i|)[n(;nd  (juc  : 

11  =  o. 

D'iiulre  pari.  K  roprésenic  la  clialeur  de  Joule.  L'ensemble  des  Lermcs 

r  -t-  .")ii  -!-  ,91  -<-  a:  -r-  y  -I-  p 

que  jappclle  Ç,  représenlera  donc  au  signe  près  le  Uavail  des  forces  pondéro- 
inotriccs. 

l'iudldiis  dune  ces  termes  el  transformons  d'al)0id  X'".  Tous  les  lormes  de  la 

([unnliti'  st>us  le  signe    /    conliennenl  en  faclein-   une  des    eompusanles  de  la 

vitesse  x,  (3,  •-,  nu  une  de  leurs  dérivées -r^  ;  les  quanliles  ^,  y),  Ç  sont,  en 
ell'et,  des  fonctions  linéaires  de  a,  |3,  y. 

Transformons  les  lormes  qui  di'pendeni  des  dérivées  de  x,  .i,-;,  par  le  moyen 
de  l'intégration  par  parties. 

Soient,  en  effet,  F  el  Fi,  deux,  fonctions  quelconques,  de  x,  y,  z;  on  aura 


/"S"—/' 


dx 


si  le  produit  l'Fi  s'annule  à  l'infini. 

Comuie  la  perlurljati(ui   électromagnétique  iloit    èlrc  nulle  à    l'inlini,   nous 
pouvons  appliquer  ce  procédé  de  transformation  et  nous  aurons,  par  exemple  : 

dv-ii: 


r      ,d-j.,  r  dV,-  u 

J  dx  J         dx 


■d-. 


L'application  de  ce  procédé  nous  donne  : 

^        r  d-z  [      L-  -^^    du       V""  a  d:x'  L-        „  o'L  dl,        ,         ,  T 

Nous   Irunsformerons   de   même,    DTL,   .91,   Sil.,   '■^I   et   2)  et   nous   trouverons 
finalement  une  expression  de  la  forme  : 

'S  —  I  d-c(  «  ï.  -f-  6  fi  -t-  c  Y  ). 

Il  est  claii    que  //,  h,  c,  scronl  les  composantes  de  la    lorce  ponderouudrice 
apportée  à  l'unitc';  de  volume. 
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Pour  calculer  a,  il  suffit  de  faire  (3  =  y  ^  o,  a  =  i ,  d'où 
Il  vient  alors  : 


4oi 


_rd.ll       M-  rf|J.        I   dix.'  M 


—. H  ;jL  M  -; h  w  N  -^ 

2     fte  rtj'  as 


\r..h' 


1    dx 


uM  — V 
2      dy  '        dx  / 


J    4  '^  \        J.    dx        :>      dy  '       dx  )  '' 


d'où 


^    4  ~  L         1     dx        z  dx 
ce  qui  peul  s'écrire,  en  se  rappelant  la  signification  de  3  : 


rt'T 


"=je 


1  !L 


fi^ar 


(  l'-  '■'  )  - 


i  (''•>') 


-(.xLN). 


On  trouverait  de  niôme 


2  (/a: 


ScX- 


^M\i) 


2  f/a:  "'      ^  J 


2  rfa;  "    '    \ 


Il  vient  donc  finalement 


(5) 


4  n  a  =  —'--;-(  S'Ji  L-  +  le  \-  )  -I- 
2  dx 


1  ^ 

2  ^X 


(  VL-  -4-  2£'.\2) 


+  _^,.,,.  +  s.V;  +  ^^.xI.M  +  sXY)+^(,.LN  +  eXZ). 


On  en  déduirait  par  symétrie  la  valeur  de  6  el  de  c  et  l'on  connaîtra  ainsi  la 
force  poudéromoirice.  Il  serait  intéressant  de  discuter,  par  le  menu,  la  signifi- 
cation physique  de  ces  difTércnls  Icnnes,  nous  y  reviendrons  plus  loin,  mais 
cela  m'entraînerait  trop  loin  de  mon  sujet. 

Ce  que  nous  avons  à  vérifier,  c'est  que  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et 
de  la  réaction  n'est  pas  violé.  Analytiquement,  il  s'exprime  parles  six  équations 
H.  P.  —  IX.  .'^i 
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des  projections  dos  lurces  cl  des  iiuimculs  (jui  s'écrivenl 
/  ((  //-  =  j  I)  (/-  =  j  c  d-  =  o, 

i  (hz  —  cy  )dz  =  I  {ex  —  az  )  >/-.  =  1  (  a)'  —  bj:)  fh  =  o. 

Pour  xérlfitT  la  pri'iniùre, 

/  <(  rh  =  o, 

il   11(111^  Milliiîi  de  loiiiaicjiier  que  (^  d'apiès   ré(niali(iii  (,">),  osl  une  somme  de 

dérivées  partielles.  I".l,  en  eilel,  une  intéj;iale  de  la  lorme    /   ~r,d,-i:  est  évidom- 

iiienl   nulle  (piand  rintégralion  est  étendue  à  tout  respacc  et  que  cp  s'annule  à 
liuiini. 

Vérifions  Ac  même  les  équations  des  moments,  |)ar  exemple 

(6)  J  (6;-cj)rfx  =  o  . 

Gouime  h  et  c  sont,  coiume  a,  des  sommes  de  dérivées  partielles,  le  premier 
meudjre  sera  une  somme  de  termes  de  l'une  des  (juatre  formes  : 

!'%''-   i'Ty''-'^   f'r.''-   f^Tz'^'- 

ou  de  l'une  des  deux  formes 

l^es  termes  des  (puUre  premières  lormes  sont  nuls,  ear  on  a  par  exemple  : 

f~^d-=  I   ''^  '^  "  ^  d-  =  o 
J   "  dx  J       dx 

Vax  m;  c(jnser\aiil,  par  conséquent,  que  les  termes  des  deux  dernières  formes, 
l'équation  (6)  s'écrit  : 

et  elle  est  évidi'iiiruent  siilisfaite,   car  la  ((uantité  sous  le  signe    /    n'est  autre 

chose   que  le  déterminaui    foiicliunnel  de  yz  el  /jiiVIN  +  eYZ  par   rapport   à 
y  elk  z. 
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10. — Discussion  des   autres  théories. 

Ainsi  la  théorie  de  Hertz  salisfail  aux  deux  dernières  conditions;  il  nous 
reste  à  voir  qu'elle  est  la  seule  qui  j  satisfasse. 

Quelles  que  soienl  les  hypothèses  qui  nous  serviront  de  point  de  départ, 
nous  arriverons  toujours  à  deux  groupes  de  trois  équations  aux  dérivées 
partielles  analogues  à  celles  de  Hertz  et  auxquelles  devront  satisfaire  les  deux 
vecteurs  L,  M,  N,  et  X,  Y,  Z. 

Remarquons  que  les  équations  de  Ilcrlz  satisfont  aux  trois  eoudilions 
suivantes  : 

1°  Elles  sont  linéaires  et  lioniogènes  par  rapport  à  L,  M,  N,  X,  Y,  Z  et  à 
leurs  dérivées  ; 

2°  Elles  sont  linéaires,  mais  non  homogènes  par  rapport  à  a,  |3,  •■  et  à  leurs 
dérivées  ; 

3"  Elles  ne  cuntiennenl  que  des  dérivées  du  premier  ordre  tant  par  rapport 
à  t  que  par  rapport  à  x,  y  et  z. 

Je  dis  qu'on  peut  toujours  supposer  que  les  équations  que  1  on  doit  substi- 
tuer à  celles  de  Herlz  satisfont  à  ces  mêmes  conditions. 

i"  On  peut  supposer  qu'elles  sont  linéaires  par  rapport  aux  composantes  de 
la  force  électrique  et  de  la  force  magn(Hique;  si,  en  effet,  elles  ne  l'étaient  pas 
et  si  les  perturbations  électromagnétiques  étaient  très  petites,  les  termes 
d'ordre  supérieur  disparaîtraient  devant  les  termes  du  premier  ordre  ;  si  donc 
ces  équations  étaient  compatibles  avec  les  principes  de  l'action  et  de  la  réaction 
et  de  la  conservation  de  l'électricité  et  du  magnétisuie,  elles  ne  cesseraient  pas 
de  l'être  quand  on  les  réduiraient  à  leurs  termes  du  premier  ordre  par  rapport 
à  L,  M,  N,  X,  Y,  Z. 

2°  On  peut  supposer  qu'elles  sont  linéaires  par  rapport  aux  composantes  de 
la  vitesse  a,  |3,  y;  si,  en  effci,  un  suppose  que  ces  composantes  sont  très  petites, 
les  termes  du  second  degré  et  de  degré  supérieur  en  a,  |3,  y  seront  négligeables; 
si  donc  ces  équations  étaient  compatibles  avec  les  principes,  elles  ne  cesseraient 
pas  de  l'être  quand  on  les  réduii-ait  à  leurs  termes  d'ordre  zéro  et  d'ordre  i  par 
rapport  à  a,  |3,  y. 

3°  On  peut  supposer  qu'elles  ne  contiennent  que  des  dérivées  du  premier 
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ordre;  si,  eu  l'Ilcl,  mi  .su|i|)()>!('  t|iu'  l;i  pciliirliMliou  varie  très  lentement,  c'esl- 
à-iiire  ([ui'llc  est  u  à  1res  j;i'andi'  l()iii;ijeur  d'onde  »,  les  dérivées  d'ordre  supé- 
rieur seront  négligeables;  si  donc  les  équations  étaient  compatibles  avec  les 
principes,  elles  ne  cesseraient  pas  de  l'ôlre  quand  on  les  réduirait  à  ceux  de 
leurs  termes  qui  di'jpendent  des  dérivées  du  premier  ordre. 

Supposons  donc  remplies  les  trois  conditions  énoncées  plus  haut. 

Pour  lor'mer  les  écpiations  nouvelles,  nous  reprendrons  les  équations  de 
Hertz  et  nmis  ajoul(>rous  resjx'clivement  aux  premiers  membres  des  trois 
équations  du  premier  j^roupe  les  termes  complémentaires  : 

AK|,     AU,,     \l\j. 

\ous  ajouterons  de  même  respectivenK^nt  aux  jiremiers  membres  des  trois 
é(piations  du  second  groupe  les  termes  compl(}menlaires 

AS|,     AS-.,     AS.,. 

Nous  avons  obtenu  le  principe  de  la  conservation  du  magnétisme  en  ojiérant 
sur  les  équations  du  premier  groupe;  les  différentiant  respectivement  par 
rapport  à  T,  y  et  z  et  ajoutant.  En  opérant  de  celte  manière,  on  retrouvera 
l'équalion  de  la  conservation  du  magnétisme,  mais  avec  le  terme  complé- 
mentaire : 

/  <mt^       rfR,       r/R, 

\  dx  dy  dz 

Le  principe  de  la  conservation  du  magnétisme  exige  donc  que 

rfRj       clRi       rfHa  _ 
dx  dy  dz 

De  même,  le  principe  de  la  conservation  de  l'électricité  exige  que 

dS\       rfSi       '/S  3  _ 
dx        dy         dz 

Ces  équations  montrent  (pie  l'on  peut  j)oser  : 

'        dy  dz  '       dz         dx  dx         dy  ' 


diu        dm^  dit        dn,  dm,        dl, 

dy  dz  '       dz         dx  '         dx         dy 


Si  nous  voulons,  comme  nous  l'avons  supposé  plus  liant,  que  les  équations  ne 
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contiennent  que  des  dérivées  du  premier  orilre,  il  laul  que  les  nouvelles  fonc- 
tions auxiliaires  Ei,  ''ii,  Çi,  l{,  '"i.  "i!  dépendent  seulement  de  L,  M,  N,  X,  Y, 
Z,  oc,  {3,  •-  et  non  pas  de  leurs  dérivées. 

Ces  fonctions  seront  d'ailleurs  liniHiires  et  homogènes  par  rapport  à  L,  M, 
N,  X,  Y,  Z,  puisque  les  équations  doivent  être  linéaires  el  iiouiogènes  par 
rapport  à  ces  composantes  et  à  leurs  dérivées. 

Elles  seront,  d'aulre  paît,  lim'airc.s  cl  homogènes  par  rappurl  à  a,  3,  -'j  en 
eflet,  les  équations  ne  ddixcnt  cunlcnir  qur  des  termes  d'ordre  o  el  d'orilre  l 
par  ra|)porl  à  ces  composantes  et  à  leuis  dc'iivées;  Il  est  évident  d'ailleurs  que 
çi)  Oi,  Çi,  ^1,  nii,  n I  qui  (IoIm'iiI  disparaître  dans  les  é(jualions  relatives  à 
l'électrodynamique  des  ccjrps  en  repos,  ne  eimlicnnenl  pas  de  termes  de 
degré  o  en  a,  |3,  y. 

Il  nous  reste  à  voir  si  ces  équations  peuvent  «Mre  roiupatihles  avec  le  principe 
de  la  réaction.  Pour  cela,  opérons  sur  les  équations  de  Hertz  elles-mêmes.  Le 
résultat  que  nous  obtiendrons  ainsi  sera  d'une  forme  analogue  à  l'équation  (5) 
et  s'écrira  : 

(  >  bis\  ~  -!-  ^>  -h  V,  =  K. 

'5  est  la  somme,  iC"-)-  25C  qui  ligure  déjà  dans  l'équation  (5),  K  est  la  chaleur 
de  Joule;  l'intégrale  II  ipii  figure  dans  l'équation  (5)  est  nulle;  enfin 'Pi  est  un 
terme  complémentaire  provenant  des  termes  coiiiph'mehtnlres  Ri.  R.^.  .  .  .,  S,. 
On  aura  donc  : 

Le  signe     7    repiésente   toujours    une   somme  de  trois    termes   et   on    déduit 

les  deux  derni<'rs  du  |U'emier  en  permutant  cireulairement  .r,  y,  z;\-,.  M,  N; 
X,  Y,  Z;  ç,,y)i,  Çi  ;  /i,  /»,,  «1. 

L'intégration  par  parties  nous  donne  : 

/  •  d-  v^  /      "'1'       V  '^'-  '/-^  (l^  \ 

'^''  =  j  4^  2j  (/'■  dl-^^TTy-^  ""  77^  -  "'  ^ ,)  ' 

Soient  rt,  6,  c,  les  composantes  de  la  force  pondéromotrice  dans  la  théorie  de 
Hertz;  soient  <'/  +  «i,  b  -{-  bi,  c  +  t'i  les  composantes  de  cette  même  force  dans 
la  théorie  transformée. 

Le  terme  Ci  représentera  alors  le  lra\ail  de  la  lorce  pon<léromolrlce  cimiplé- 
iiientalre  (  >/f.  A, .  r,  ). 
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Coimiii'  la  force  de  la  tlii'orio  de  IlcrU  (a,  b,  c),  satisl'ait  au  princi])0  de  la 
réactii)n.  il  laui  (|iie  la  Force  coniplémenlaire  («j,  bi,  Ci)  y  satisfasse  égalemeni, 
l'I.  jKir  coiiséciMcnl ,  (|iic  Ion  ail  ; 


/  «1  (f-  =  I  />,  th.  =  /  r,  il-  =  o. 


Ces  rondilioiis  jieiivenl  encore  s'énoncer  aulienienl  :  //  fnnl  tiuc  Çi  soit  nul 
(fiuind  on  donne  à  «,  (3,  y  des  valeurs  constantes. 

Si  tk)nc  nous  donnons  à  a,  (3,  y  des  valeurs  constantes  quelconcjues,  et  que 
nous  remplacions  1^,  M,  N,  X,  Y,  Z  par  des  fonctions  quelconques  de  a",  y,  z 
s'aniiulanl  à  l'iniini,  l'intégrale  '5i  devra  s'annuler. 

Mais  Ç,  peut  encore  s'écrire  sous  la  forme  d'une  somme  de  trois  termes  en 
posant  : 

Ç,  =  Il  -H  ^'  -H  w 


et 


dH  dN  d\  dZ 

IX  ax  dx 


i-d-  r    d-S        .    dL        ,     dL  dX 


4"  V^'  dy        '''  <ly    '     '    dy  '  dy 


rd-  /     dL      ,  dm.  d\       ,  d\  \ 

^^  =J  ^  V^"  d-z-^^^^^  ""  T.-^'d^.)- 

Je  dis  (jiie  les  trois  termes  U,  V,  W  doivent  s'annuler  tous  les  trois. 

En  ell'et,  remplaçons  les  six  composantes  L,  M,  ...,  Z  par  six  fonctions 
quelconques  de  x,  y,  s;  la  somme  U  +  V  +  W  devra  s'annuler. 

Remplaçons  maintenant  ces  m^mes  composantes  par  les  six  mêmes  fonctions 
de/i.r,  /.oT,  /.:,3  ().),  '/.-,,  À,  élan!  trois  coefficients  constants  ariiitraires)  Use 

changera  en  ^^-)  V  en  : — —i  W  en  ^^  •  El  comme  îij  resie  toujours  nul,  on 

"  An/.3  A,/.:,  X,J..j  ■•  ' 

devra  asoir  : 

U  \  W 

et  cela  r|uels  que  soieni  les  coefficients  >,  ;  on  doit  donc  avoir  séparément  : 

U  =  V  =  W  =  o. 

Dans   [  ,    la   foiiclion   sons  le  si^^ne    /    est   linéaire,  d'une  pari   par  ia])porl  à 

L,  M,  ...,  Z,   d'autre   part  |)ar  i'ap|)orl  aux  dérivées  de  ces  six  composantes 
prises  par  rapport  à  a;. 
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Considérons  une  intégrale  de  la  t'urnie  : 

Quelle  est  la  condllion  pour  que  celle  intcigrale  s'annule,  quelles  que  soient 
les  fondions  cpi  el  O2  qui  seront  seuleiiienl  assujetties  à  s'annuler  à  l'infini  V 
Je  dis  ([ne  la  condition  nécessaire  et  sulfisante,  c'est  (|ue  la  quantité  sous  le 

signe    /    soit  une  dérivée  exacte.  En  effet,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  |)his 

liaut,  la  condition  est  évidemment  sulfisante  et  l'on  a  en  particulier  : 


L'intégrale  proposée  se  réduit  donc  à  : 


(lî-C)  Ç.^'./T. 


/î. 


'j'-i 


Comme  œo  est  une  fonction  arhitrnire  de  ./■,   >',  :,  le  produit  02   -^  sera 

aussi   une  fonction   absolument    ari)itialrc    di'   ces   varial)les    et   l'intégrale    ne 
pourra  s'annuler  (lue  si 

B  =  C, 

c'est-à-dire  si 

A  Çi  «'çi  -t-  B  S;  c/çi  -!-  Cil  f/s-;  -I-  Dio  chi 

est  une  différentielle  exacte. 

La  condition  est  donc  aussi  nécessaire. 

Considérons  maintenant  une   intégrale  où  la  fonction  sous  le  signe    /    sera 
linéaire  d'une  part  par  rapport  à  n  fonctions  arliitraires  : 

ri.    Ç"--     ■■•>    ?"; 

d'autre  part  par  rapport  à  leurs  dérivées  : 

c?9,        dz-,  d^„ 

dx        dx  dx 

La    condition   nécessaire    el   suffisante    pour   f|ue    cette    intégrale    s'annule 

toujours,  sera  encore  que  la  quantité  sous  le  signe    /    soit  une  dérivée  exacte. 

La    condition    est    évidemment    suffisante.    Je    dis    qu'elle    est    également 
nécessaire. 
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Eu  l'Ilfl,  les  louclions  cp  él;iul  inhilraircs,  l'intégrale  devra  (Mre  nulle,  en 
particulier,  quand  toutes  ces  fonriions  scronl  ideniifjuement  nulles,  sauf  deux; 
si  donc  nous  égalons  à  7.('ro  huiles  les  f'onclions  (p,  sauf  deux,  la  quanlilé  sous 

le  signe    /    <iiiii  cire  une  dérivée  exacte;  les  lernies  «?< -7-  cl  9/,    r    ooivenl  donc 

avoir  inèiiie  coefficient;   ce   (jui    veul    dire  que    les    condillons   d'inlégrabililé 
doiveni  doue  l'Ire  rcMuplies. 

A|qiliquoiis  celle  règle  au  cas  qui  nous  occupe.  Nous  verrous  (jue 

r,  (/M  ^-  rii  ,/\  -H  /(,  il\  —  //(,  <//, 
el,  de  llli^uie  : 

Ç,  d\  -î,  d\.  -h  /,  dl.   -    //,  </\, 
r,,,/L    -H,  </M  -+-/y(,</X-   /|i/Y, 

doiveni  èlre  des  dillérenlielles  exacles. 

La  première  d(^  ces  expressions,  où  110  figiireul  ni  dVi  ni  ^/X  doit  être  la 
did'érenlielle  d'une  fonclidii  iiidé|)einliinle  <le  L  el  de  X. 

Donc  Çi,  rji ,  //i  cl  iti\  ne  dépendciil  ni  de  L,  ni  île  \;  el  de  iiièiiu;  ci ,  Çi .  /i .  «1 , 
m-  dépeiideiil  ni  de  M,  ni  de  Y;  ra,  Çi,  ///|  el  /i  ne  ilépeudeiil  ni  de  ]\,  ni  de  Z. 

11  résulle  de  là  que  Ei  cl  l\  jxMiveiil  dépendre  seiileuienl  de  1^  el  de  X;  r)i  el 
//()  seulement  de  M  et  de  \  ;  et  Çi,  el  «i,  seulemenl  de  W  et  de  '/,. 

Les  condilions  d'inlégrabililé  nous  donneni  ensulle  : 


d'or 


dt, 

rfr„ 

dh 
dL  ~ 

- 

du, 

dh. 
dL' 

dL 

dr,, 

= 

dH 

= 

C). 

de  1 

même 

dl, 

dm. 

du, 

d\ 

~    d\ 

dL 

:   0. 

Ainsi  ^1,  -fit,  Çi,  /|,  tni,  /(,   ne  poiirroiil   di'pendn;  respecliveiuenl   que  de  X, 
V,  Z,  L,  M,  N. 

Les  conditions  d'inlégrabililé  nous  donnent  enlin 

«/Çi        rfr,,        ï/Ç,  _       )ll,  _       dm,  _       dit,     ■ 
d\  ^  IN  ^  37.  ^  ~  'dV.  ~  "  'dm    ~~  dN' 

c'esl-à-dire  que  ?i,  /n,   Ç),   /| ,   //ii,  //i   devroni  se  réduire   à   un  nu'ine  fadeur 
constant  près  à  X,  Y,  Z,  — L,  — -M  et  — N. 
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Ce  fadeur  conslani  devra  d'ailleurs  être  une  fonctiun  linéaire  et  homogène 
de  a,  p,  y. 

Mais  si  nous  faisons  iniervonir  une  eondilion  nouvelle,  celle  de  Visotropie, 
nous  verrons  que  ce  lacleur  ronslani  <l(iil  éiri'  nul;  cai'  si  ce  facteur  s'écrivait, 
par  exemple  : 

>,,a-1-  "/.2.'i-(-  "/.a 7, 

la    direction    dont    les    cosinus    direcleurs    sont    propoi'lionnels    à    ?.i,    À»,   X3, 
jouerait  un  rnir  pri'pondéranl . 

Il  résulte  de  là  que  les  termes  cijiu[)lémenlaires  ii,  f]\,  t\.  /i ,  //^|,  Ui,  doivent 
étie  nuls. 


Ainsi  In  ihriiiie  de  lli'vlz  l'sl  la  seule  ijui  soil  riiiiipiilihlc  avcr  le  jiriiicipc 
"  lu  Cdiisfi^iil idii  lie  r ('IciUi 
lie  l'arlidli  cl  ilc  In  ii'iirl iaii . 


ili'  In  (■(insfi'vnl  idii  ilc  T  ('IccUiiili'-  cl  du  iiin  i;nclistiic  cl  nvcc  celui  tic  l' cgniilc 


11.  —   Conclusions   provisoires. 

il  lésidlc  de  loul  ce  qui  pr('(ètle  qu'aurun''  lliéorie  ne  peul  salisfaire  à  la 
fois  aux  Injis  conditions  énoncées  au  di'hul  du  paragraphe  0;  car  la  théorie  de 
Hertz  est  la  seule  fpii  salisfasse  aux  deux  dcinières  et  elle  ne  salisfail  pas  à  la 
première. 

Nous  ne  pourrions,  par  consé(|uenl,  espérer-  d'écliapper  à  celle  diflicullé- 
qu  en  uiodiliaui  |irulondémenl  les  idées  généraleiiienl  admises;  on  ne  voit  pas 
Lien  d'ailleurs  dans  qu(d  sens  celti;  modification  de\rait  se  faire. 

II  liuil  donc  renoncer  à  développer  une  lliéorie  parfaitement  satisfaisante  et 
s'en  tenir  jjrovisoiremenl  à  la  moins  défectueuse  de  toutes  qui  paraît  ûtre  celle 
de  Lorenlz.  Cela  me  suffira  pour  mon  objet  (jui  est  d'ap|>rofondir  la  discussion 
des  idées  de  Larmor. 

Sous  quelles  f(n'mes  |)ourr<ins-n(jus  metire  cette  thé'orie  de  Lorentz  ? 

Ces  tormes  sont  diverses  el  l'iui  diul  choisir  l'une  (ui  l'autre  selon  le  bul 
qu'on  se  propose. 

Dans  cette  théorie  on  envisage  une  multitude  de  particules  chargées  mobiles 
qui  circulent  à  travers  un  étiier  immobile  en  conservant  une  charge  invariable. 

L'étlier  est  d'ailleurs  parcouru  par  des  perturbations  électromagnétiques. 

Nous  pouvons  alors  conserver  les  éfjiialions  de  Hertz,  mais  en  donnant  aux 
H.  P.  —  IX.  .'>2 
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i|ii;iulitL's  (|\ii  >   riili'ciil  (1rs  MiltMiivs   1res  diiréroulcs,  selon  que  lo  poini  x,  y,  Z 
se  Irmncra  <l:uis  iiiir  |)iir'l  iiulr  cliMi'm'C,  on  (l;iiis  l"(''llici'. 
Diiiis  l'i'l  lier,  (III  ;inrii  : 

ï  =  [j  =  Y  =  „, 

j)ins([U('  I  illicr  nCsl  jkis  sn]i|i(is(''  ciilriiiiK'  |)ai'  le  iiKinvciiiciil  de  la  inalit'ic. 
On  aura,  daiilrc  pari  : 

£   =  ;/=:    I,  p   =:   a  ^   (1,  (/=('   =   (!'  =  (). 

Dans  une  parlirule  cliaigée,  on  aura  : 

p  =  const.,         7  =  o,         «  =  (■  =  if  =  (I,         iJi  =  I, 

j)uisque  la  charge  demeure  conslanle  et  que  ces  particules  ne  sont  pas  le  siège 
de  courants  de  conduclion  proprement  dits. 

Dans  celle  manière  de  voir  il  n'j  a  nulle  part  de  magnétisme  proprement  dit 
el  le  magnélisme  apparent  est  dû  seulement  aux  courants  parliculaires 
d'Ampère. 

Sous  celte  fornic,  les  pliénomènes  électromagnétiques  sont  vus  pour  ainsi 
dire  au  microscojie  el  les  ajiparences  ayant  disparu,  on  im'  voit  plus  que  la 
réalité  ou  plutôt  ce  (pie  Lorcniz  regarde  comme  tel.  On  est  ainsi  en  possession 
d'un  instrument  qui  peut  être  utile  pour  la  discussion  que  nous  avons  en  vue. 

Mais  les  équations  sous  cette  forme  se  prêtent  mal  aux  applications  t)ù  les 
apparences,  c'est-à-dire  en  sonnne  les  phénomènes  moyens,  importent  seuls. 

En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on  peut  écrire  les  équations  de  la  façon 
suivante;  on  conservera  les  équations  de  Hertz,  seulement  dans  les  équations 
(i)  el  (a)  on  aliénera  les  termes  : 

f/^        ihi        du        dm 
dy        i/z        dy         dz 

de  coefficients  couslanls  (pu  (h'pendrout  de  la  ualuic  du  milieu,  (pii  seront 
égaux  à  o  ])Our  l'éther,  à  i  iiour  les  conducteurs  parlails  el  auront  des  valeurs 
intermédiaires  pour  les  di(''lectriques  autres  (jue  l'éllier. 

Dans  l'expression  de  la  force  poiidéromolnce,  les  termes  qui  dépendent  de 
£,  n,  ï,  ou  bien  de  /,  m,  ii,  devront  être  afl'ectés  du  même  coefficient  et  c'est 
i)Our  celle  raison  c|iie  le  piiiui)ie  de  réaction  cesse  d'élre  satisfait. 

l'oiir  iKiii-,  eu  i-endre  compte,   d  nous  laul   rcclicrclK^r  (jU(dle  esl   la  signilica- 
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lion  physique  des  divers   lermes   de  la    force  pondéromotrice  ;  je  supposerai 
pour  simplifier  : 

ij.'  =  e'  =  o. 

Nous  avons  exposé  [)lus  liaul  roniincnt  on  peut  irouvor  les  coniposanles 
de  la  force  pondéronioirice.  La  preniièic  composaiile  s'ohtient  en  faisant 
[3  =  y  =  o,  a  =1  dans  l'expression 

Or  nous  avons  vu  que  i  C  s'i'cril  alors  : 

rd- /     JLiJ  d]x\      r,    ,      r  li. d-  \ ^,  i,n.      dm\      ^, ,  dL 


d^ 
dx 


Le  second  terme  re|)résenle  l'aclion  de  la  force  magnétique  sur  les  aimants 
permanents;  le  premier  devrait  représcnler  l'action  de  la  force  magnétique  sur 
les  corps  magnélisiis  jiar  induction;  l'expression  n'est  [jas  tout  à  fait  C(dle  qui 
est  généralement  adoptée  et  cela  pouriait  donner  lieu  à  une  discussion  curieuse 
dans  laquelle  je  n'entrerai  pas. 

Reste  le  troisième  terme;  les  !)inomes 

rfM_rfN       ^_^       ^_^ 
ai  3        dy        dx        dz        dy        dx 

représentent,  à  un  facteur  constant  près,  les  composantes   du  courant   total, 
courant  de  conduction  plus  courant  de  déplacement. 

Le  troisième  terme  représente  donc  l'aclion  de  la  force  magnétique  sur  le 
courant  total. 

Dans  la  théorie  de  Lorenlz,  et  dans  les  auti-es  théories  analogues,  ce  terme 
doit  être  affecté  d'un  coefficient  plus  petit  que  i  ;  de  sorte  rju'un  champ  magné- 
tique exercera  sur  un  diélectrique  traversé  par  un  courant  de  déplacement  une 
action  moindre  que  sur  un  conducteur  traversé  par  un  courant  de  conduction 
de  même  intensité. 

Elle  serait  presque  nulle  si  ce  dii'dectrique  est  l'air;  et  d'autant  plus  faible 
que  £  serait  plus  voisin  de  i . 

On  trouverait  de  même  : 

-=-/fi-â-/''--.rf[n^-S)--('^=-^)]- 
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Le  sccDiul  iiTinc  ri']nt''S(>nl('  raclion  du  cliaiii])  t'IçclrKjuc  sur  les  coiulucleurs 
chargés;  Ir  jucuiicr  l'aclion  tir  ce  champ  sur  les  diéleclriques. 

Quant  au  lioisirnie.  il  représenic  une  loree  ([ue  l'exjxjiicnce  n'a  pu  encore 
déceler  l'I  (pii  consislerail  dans  une  aciion  triiu  cliauip  électrique  sur  un  corps 
qui  seiait  le  sièi;e  d'un  champ  niaynélique  variahle.  Dans  la  ihéoriode  Loreniz, 
ce  li'oisièuu'  leriiie  dispaïaîlrail  ou  serait  allecté  d'un  coelficieni  plus  pclil 
que    I  . 

Il  f'sl  à  peine  uécessaii'e  tiaiouter  que  celle  ihécuie,  si  elle  pi'ut  nous  rendre 
certains  services  poui-  noire  id)|et,  en  lixaiil  iiii  peu  nos  idées,  ne  peut  nous 
satisfaire  pleiiienu'iit,  ni  être  re;;ard(';e  comme  délinitive. 

Il  me  |iaraîl  iueii  ditficile  iradmellre  que  le  principe  de  réaction  soit  violé, 
même  en  apparence,  et  qu'il  ne  soit  plus  vrai  si  l'on  en\isage  seulement  les 
actions  subies  par  la  matière  pondérahle  et  si  on  laisse  de  côté  la  réaction  de 
cette  matière  sur  l'étlier. 

Il  faudra  donc  un  jour  ou  1  autre  Miodilîer  nos  idées  en  quelque  point 
important  el  hriser  le  cadre  où  nous  cherchons  à  faire  rentrer  à  la  fois  les 
})iiénomônes  optiques  et  les  pht'nomènes  électriques. 

Mais  même  en  se  liornant  aux  plii'uomèues  optiques  proprement  dits,  ce 
qu'on  a  dit  jusquici  |)our  expliquer  rentraînemeni  partiel  des  ondes  n'est  pas 
très  satisfaisant. 

I, expérience  a  révélé  une  foule  de  laits  qui  peuvent  se  résumer  dans  la 
foriiiule  suivante  :  il  est  im|)OSsible  de  rendre  manifeste  le  inoiueniimt  absolu 
i\f  la  matière,  ou  mieux  le  iiiouseiiienl  lelalil  de  la  matière  pondérable  par 
ra|)poi't  à  li'lher;  tout  cr  (niuii  peut  uiellre  en  (''\  idence,  c'est  le  mouveiui'iit 
di'  la  malirrc  poiidc'ialile  par  rapport  à  la  malien;  pondérable. 

Les  théories  prijposées  rendent  bien  compte  de  celte  loi,  mais  à  une  double 
condition  : 

i"  Il  laut  néf^lificr  la  dispersion  el  divers  autres  phénomènes  secondaires  du 
même  f;eiire  ; 

■a"  Il  faut  négliger  le  carré  de  raberration. 

Or,  cela  ne  suffit  pas;  la  loi  semi)le  être  vraie  môme  sans  ces  restrictions 
ainsi  que  l'a  prouvé  une  récente  expérience  de  M,  Michelson. 

Il  V  a  donc  là  aussi  une  lacune  qui  n'est  peut  être  [las  sans  (pudqiie  parenté 
avec  (  rlle  ipic  le  piM'seiil  arlicle  a  poui'  liiil  de  signaler. 
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El,  (jii  efli't,  l'impassibilité  de  inetlro  en  évidence  un  inouvenienL  rehiiif  de 
la  matière  par  rapport  à  l'étlier;  et  l'égalité  qui  a  sans  doute  lieu  entre  laclion 
et  la  réaction  sans  tenir  compte  de  l'action  de  la  matière  sur  l'étlier,  sont  deux 
faits  dont  la  connexité  semble  évidente. 

Peut-être  les  deux  lacunes  seront-elles  comblées  en  même  temps. 


(A  suivre.) 


A  PROPOS 


DE    LA 


THÉORIE   DE  M.    LARMOR 


:i) 


VEclairngc  électrique,  t.  5,  p.  .ïSS-oga  (.i8  novfmbre  iSij5). 


12.  —   Imitations  hydrodynamiques. 

J'ai  parlé  précédemmcnl  dus  splières  pulsanles  de  Bjerknes  eL  de  l'iniilalion 
par  ces  sphères  des  phénomènes  électrostatiques.  J'ai  fait  ressortir  l'analogie 
des  mouvcmenis  qui  se  produisent  dans  l'eau  au  voisinage  dos  sphères  pui- 
santes et  de  ceux  qui  se  produiraient  dans  l'étlicr  au  voisinage  d'un  corps  élec- 
trisé  dans  la  théorie  de  Fresnel  adaptée. 

Malheureusement,  ainsi  que  je  l'ai  dit  plus  Jiaul,  l'analogie  n'est  pas  complète; 
les  mouvcmenis  des  sphères  puisantes  et  ceux  qu'elles  excitent  dans  le  liquide 
sont  allernalifs  et  périodiques.  Avec  la  ihéorie  de  Fresnel  adaptée,  au  contraire, 
les  mouveuiculs  qui  régnent  dans  l'éther  doivent  être  continus. 

Bjerknes  a  été  amené  à  adopter  des  mouvements  périodiques  par  suite  de 
nécessités  mécaniques;  mais  il  en  résulte,  comme  je  l'ai  dit  plus  haut,  que  son 
imilalion  est  imparfaite;  deux  sphères  puisantes  dont  la  phase  est  la  môme 
soni  assimilables  à  deux  conducteurs  portant  de  l'éleclricité  de  uiéme  nom; 
deux  splières  doni  la  |iljiise  dilTère  de  tt  sont  assiuiilablcs  à  deux  conducteurs 
portant  de  l'idcctricité  de  nom  contraire;  mais  deux  sphères  dont  la  diffé- 
rence de  phase  n''esl  ni  o,  ni  n  ne  si  ml  iissiniilubles  à  rien. 

(')  Voir  L'Éclairage  électrique,  t.  3,  iSgS,  p.  5  et  289;  t.  5,  1895,  p.  5;  ce  tome,  p.  36y,  oS.i,  oyS. 
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L'imitation  serait  bien  plus  parfaite  si  le  mouvemeut  des  splières  était 
continu  au  lieu  d'être  alternatif;  si  le  rayon  de  chaque  sphère  variait  toujours 
dans  le  même  sens  avec  une  vitesse  uniforme.  Seulement  il  faudrait  que  le 
rayon  des  sphères  fût  assez  grand,  la  vitesse  de  pulsation  assez  lente,  la  durée 
de  l'expérience  assez  courte  pour  que  |îendant  cette  durée,  les  variations  du 
rayon  fussent  négligeables.  Ces  conditions  sont  difficilement  réalisables  si  l'on 
veut  que  les  actions  mutuelles  des  sphères  soient  sensibles.  Si  elles  l'étaient 
cependant,  on  se  rapprocherait  des  conditions  de  la  théorie  de  Fresnel  adaptée, 
et  l'on  s'allranchirail  de  la  difficulté  relative  à  la  phase  que  je  viens  de  signaler. 

Une  difficidlé  capitale  subsisterait  encore  pourtant;  les  effets  hydrodyna- 
miques sont  bien  l'image  des  effets  électrostatiques,  mais  ils  en  sont  une  image 
renversée. 

Deux  sphères  de  môme  phase  s'attirent  tandis  que  deux  corps  portant  de 
l'électricité  de  même  nom  se  re[)Ousbenl.  Il  y  a  inversion. 

Les  phénomènes  électrodynamiques,  de  même  que  les  phénomènes  élec- 
trostatiques, sont  susceptibles  d'une  imitation  hydrodynamique.  Loril  Kelvin 
dans  ses  Popular  Lectures  parle  d'un  projet  de  modèle  hydrokinélique  dont  je 
voudrais  rappeler  succinctement  le  principe. 

Imaginons  que  dans  un  liquide  indéfini  soient  plongés  deux  corps  solides  C 
et  C,  dont  la  forme  sera  annulaire  ;  cliacun  de  ces  corps  sera  formé  d'un  fil  de 
faible  section  qui  sera  recourbé  de  façon  que  ses  deux  extrémités  se  rejoignent; 
on  obtient  ainsi  une  sorte  d'anneau  fermé. 

Soient  «,  t',  w  les  composantes  de  la  vitesse  d'une  molécule  liquide  et  envi- 
sageons l'intégrale 


/  (  H  dx.  -f-  V  rly  -(-  w  dz) 


prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque.  INous  distinguerons  trois  sortes 
de  contours  fermés  auxquels  tous  les  autres  peuvent  se  ramener. 

Ceux  de  la  première  sorte  seront  ceux  cjui  ne  s'entrelacent  pas  avec  les  corps 
annulaires  C  et  C;  on  peut  les  réduire  à  un  point  par  déformation  continue  et 
sans  qu'ils  cessent  d'être  tout  entiers  dans  le  liquide,  sans  qu'à  aucun  moment 
ils  touchent  C  ou  C. 

Ceux  de  la  seconde  sorte  s'entrelacent  une  fois  avec  C.  Tel  serait,  par 
exemple,  le  périmètre  de  la  section  du  fil  qui  forme  le  corps  C. 

Ceux  de  la  troisième  sorte  s'entrelacent  une  fois  avec  C. 
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Il  ol   ihiii'  ([u  un  iniiitiur  (jucUoiujiu'  |i('mI   r\vv   lej^mdo   coiuiiiu   lii    coiubi- 
unisoii  de  divers  coultmr;.  iipparlenanl  à  I  uiu'  do  ces  trois  sortes. 
Je  supposi-  (ju  à  IDritiim'  du  Iciiips  on  ait  : 


/ 


(  (/  dx  +  l' t/y  ■+■  IV  dz  )  =  o 

pour  uu  contour  de  la  première  sorte, 

(  u  dx  -\-  V  dy  -^-  w  dz)  =  f\iii 

poui'  lia  coutiiur  de  la  seconde  .sorte, 

(  u  dx  ■+-  ('  dy  -f-  «'  dz  )  =  4  it  i' 


/< 


/< 


pnur  un  contour  de  la  troisiènu'  sorte. 

En  vei'tu  du  llu'orèiiie  di'  Ileluiholtz  sur  les  louilidlons,  ces  i''([u.ilLiins  vraies 
à  l'origine  des  temps,  ne  cesseront  jamais  de  l^Mre.  Les  lettres  /  et  i'  désignent 
donc  des  constantes. 

Mais  si  l'on  se  rapjJcUe  les  lois  suivant  lesquelk's  un  champ  magnéliijue  est 
engendré  par  un  courant,  on  apercevra  immédiatement  la  conséquence  sui- 
vante. 

La  vitesse  u,  e,  «'  du  Iff/u/dc  icpicsi'iilc  en  j^'idi/dciir,  direction  et  se/is, 
la  force  niagnélique  engendrée  par  deux  conranis;  l'un  d' intensité  i  sui- 
\ant  le  Jil  C,  F  autre  d' intensité  i'  suivant  le  Jil  C. 

Ainsi  dans  le  modèle  de  lord  Kelvin,  la  vitesse  du  litpnde  est  dirigée  suivant 
la  force  magnéticjue,  tandis  que  dans  le  modèle  de  Bjerknes,  elle  est  dirigée 
suivant  la  force  électrique.  En  d'autres  termes,  dans  le  modèle  de  lord  Kelvin, 
la  vitesse  du  liquide  est  la  même  que  celle  de  l'étlier  dans  la  théorie  de  Larmor  ; 
dans  le  modèle  de  Bjerknes,  elle  est  la  môme  que  celle  de  l'élher  dans  la  théorie 
de  Fresnel  adaptée. 

L(jrd  Kelvin  a  montré  que  les  deux  corps  C  et  C  ainsi  plongés  dans  un 
lnjunle  en  mousement,  exercent  l'un  sur  l'autre  des  aelums  mécaniques  appa- 
rentes et  que  ces  actions  sont  tes  inénies,  au  sens  pimîs,  (jue  ce/les  t/ni  s'exei- 
ceraient  entre  les  deux  courants  ijuc  je  viens  de  définir,  et  (pu  suivent  l'un 
le  fil  C  avec  l'intensité  i,  l'autre  le  Ml  ('-'  avec  rintensil(''  /'. 

Les  actions  mécaniques  d'origine  hydrodynamique  suivent  absolument  les 
mêmes  lois  que  les  actions  d'origine  électrodjnamicjue  :  seulement  ily  a  inver- 
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sinn  ;  si  les  inciiiirrcs  soiil  dos  répulsions,  les  secondes  seront  des  nitraelions, 
<■!  invcr.seineni . 

Il  est  inanil'este  que  l'explication  des  actions  électrostatiques  dans  la  théorie 
de  Fresnel  adaptée  doit  se  rallaclier  aux  expériences  de  Bjerknes;  cl  que, 
d'autre  part,  l'explication  des  actions  mutuelles  des  courants  dans  la  théorie 
de  Lainnir  doit  se  rattacher  au  modèle  de  lord  Kelvin.  Alais  la  ditiiculté  |iro- 
\ienl  (h'  l'inversion.  Il  nous  faut  avant  tout  pénétrer  les  raisons  de  celle 
inversion. 

13.  —   Causes   de   l'inversion. 

Pour  cela,  il  nous  taul  reinonler  aux  princi|)es  généraux  de  la  Mécanif[ue. 
C.onsidéi'ons  un  système  d(jul  la  situation  soit  (h'finu'  pai'  nu  ccrtaiu  ucuuliii' 
de  paramètres 

</!.      <!'- '/" 

(pic  I  appellerai  ses  cooriliilinrfs. 

Siuenl  ryj,  (y.,,  .  .  .,  '/«  les  dérivées  de  ces  f[iiaul  il(''s  pm-  rappiirl  an  Icnips: 
c'est  ce  que  j'a|)j)ellerai  les  vitesses. 

Soit  T  l'énergie  cinétique  du  système,  L)  sou  é'iiergie  polenlicllc  i\\\o  aux 
forces  intérieures.  Soit  eulin 

'h  Syi-+-  Q->o?2  +  .  .  .-H  Q„  oq„ 

le   travail   virtuel  des    forces   exti'rieures    au   s\slèuir   pour  des    variali(uis   vii- 
tiicllcs  ofji  des  coordonnées  cji. 

Les  équations  de  Lagrange  s'écrivent  : 

dt  dq'i        dqi        dq,         ^'' 

A  l'exemple  de  Ilelmhollz  dans  sa  théorie  des  systèmes  monocycliques,  nous 
dislinguerons  deux  sortes  de  coordonnées  : 

Les  coordonnées  à  variation  lente  (pu^  je  désignerai  par  y„  ; 

Les  coordonnées  à  variation  rapule  que  je  désignerai  par  (ji,  et  qui  se  dis- 
tinguent des  premières  par  deux  conditions  : 

T  el  U  ne  dépciidenl  pas  des  <//,,  mais  seiilemeiil  de  leurs  dérivi'cs; 
Les  vitesses  ly',,  sont  heaurcuip  plus  grandes  ipie  les  vitesses  (/',,. 

H.  P.  -  IX.  53 
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Ainsi  l  (k'ptMid  (les  q,,  sculeiuenl  ;  ï  dépend  ties  y<m  des  q\^  cK  des  Y/,,  d  csl 
lioniogèno  et  du  second  degré  par  rapport  aux  (/'„  cl  aux  Y/,- 

Les  équations  di-  Lagrange  se  réduisent  alors,  en  ce  fini  concerne  les  qu,  à 

Nous  poserons  : 

W.  ^''' 

et  les  quantités/),-  s'appelleront  les  moments  du  système. 

Il  y  a  ainsi  trois  sortes  de  quantités  à  considérer  en  Mécanique  :  les  coor- 
données, les  vitesses  et  les  moments. 

I  .'l'qualion  (  :>  )  <ievienl 

Je  supposeiai  ipie  Q/,  esl  nul,  ce  cpii  (lonne  : 
(3)  //(,=  consl. 

Si  donc  il  n'y  a  pas  de  force  extérieure  lendani  à  l'aire  varier  la  vitesse  des 
<oordonnées  qi,  à  variation  rapide,  les  moments  correspondants  sont  des 
constantes. 

.le  suppose  maintenant  que  les  forces  extérieures  Q„  soient  choisies  de  façon 
M  niainlenir  constants  les  y„.  Les  q\^  sonl  alois  nuls  et  les  équations  (.3)  dont  les 
premiers  membres  dépendeni  des  q]^,  des  q,,  qui  sont  constants  et  des  q'^  qui 
sonl  nuls,  ces  équations,  dis-je,  doni  le  nombre  csl  égala  c(dui  des  ry',,,  monlrenl 
que  les  q\  sont  des  conslanles. 

Le  système  se  trouve  ainsi  dans  une  sorte  de  mouvement  slationnaire. 
c'esl-à-dire  d'équilil)r('  apparent  et  les  i)„  nous  font  connaîlre  les  forces  exté- 
rieures qu'il  iiiiil  lui  a|)pliqiier  pour  maintenir  cet  équilibre  npparenl. 


■onslantes,  celle  quantité  est  également  une  constante  de  sorte  cpi 


Comme  -j-t  ne  dépend  que  des    y,,,   des  <^'„  et  des  ^z,  ci^i  sonl   nulles    ou 


d   d-X  _ 
dt.  dq'„ 

Si,  de  plus,  on  suppose   qu'il   n'y  a  pas  de  forces  intérieures   an  système, 
c'esl-à-dire  (pie  \j  ;=  o,  l'éipialidii  i\r  Lagrange  relative  à  </„  se  réduit  à 

d\ 
(4.  ~Wu^^- 
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Les  Cj^  étant  iiiiU.  T  \\v  (lé])oufl  plus  cjiie  lies  q„  el  des  <^^,  elle  est   lioinoi;èiie 
el  ilii  second  ordi'c  [)nr  i'a[i|)Oii  iiiix  y,,  de  sorte  fiuon  a 


Le> />/,  ('tant  des  conslanlo,  il  paraîtra  nalurid  de  fane  un  elian^cmenl  de 
varialdes  el  d'exprimer  T  en  fonctions  des  (/„  et  des  r//,  ;  niais,  pour  l'xiiei' 
Idiite  rontusion.  nous  ériirnns  avec  de-,  d  ordinaires  les  dt'riM'es 

f/T  r/T 

(/?„  '       dq\  ' 

|jrises  par  rapport  aux  variables  anciennes  et  avec  des  à  ronds  les  dcrivi'es 

i)q„        <iji,, 

prises  par  riip|)ort  aux  variables  nouvelles.  (  )n  aura  alors 

^^  dqa  ^-i  dpi, 

1  dï  =2_^Pb  dq'i,    -h^q'i,(/p/,. 

La  comparaison   de  la  première   el   de  la  dernière   «les  équations  (^5)  donne 


dT  =  V  ,y;,  dpu  — 2  ^  dqa . 


dqa 

La   comparaison   de   l'ecpiaticui   ainsi  obleniu-  avec   la    seconde  équation  {'t } 

donne 

'  -  ^  oiT   __  rfT 

^  dpi,  '  dq„  "        dqa^ 

de  sorte  que  l'équation  (/()  devient 

,c.)  -^=Q.,. 

dqa 

Ces  équations  sont  vraies  quand  on  sup])ose  les  q„  et  les  r/,,  constants;  mais 
elles  le  sont  encore  approximatn  emeiil  si  Ton  suppose  ipie  les  q„  varieul  d'une 
laeiui   excessivement    lenli'.    Vlms   les  y',    \ariei'onl    d'une   façon   excessivement 
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lonU'.  mais  ils  varieront;  tandis  que  les  pi,  seronl  ligoureusenienl  constants  si 
les  Qi  sont  nuls. 

Supposons  maintenant  que  les  Q/,  ne  soient  pas  nuls,  mais  qu'ils  aient  des 
valeurs  telles  que  les  ^^  demeurent  rigoureusement  constanis,  tandis  que  les  p/, 
et  les  q„  varieront  d'une  façon  excessivement  lente. 

Il  convient  alors  de  prendre  pour  variables,  non  plus  le>  />/,  et  le>  y,,,  mais 
les  c/i,  et  les  q,,  et  de  revenir  à  l'équation 

Dans  cet  élal  île  mouvement  statiouuaire  ou  quasi-stationnaire,  dans  cet  étal 
d'équilibre  apparent,  le  système  semble  soumis  à  certaines  forces  apparentes, 
égales  et  contraires  aux  forces  extérieures  qu'on  est  obligé  d'appliquer  pour 
maintenir  l'équilibre. 

Quand  on  donne  aux  g,,  des  accroissements  virtuels  oc/,,,  le  travail  virtuel  de 
ces  forces  extérieures  sera 

C'est  la  définition  mêm('  de>  Q„.  Le  travail  virtuel  des  forces  apparentes  (pii 
leur  font  équilibre  sera  donc 

-^QaSqa. 

Si  les  f)ioni('/if\  /)/,  ^ou\  niaiulenus  constanis,  l'éfpiation  ((i^nous  donne  pour 
ce  travail  virtuel 

Cela  signifie  que  ces  forces  appanaites  tendent  à  diminuer  l'énergie  T  du 
système  (et  ilailleurs.  ou  ne  saurait  supposer  le  contraire  sans  adiiiclire  le 
mouvement  perpétuel). 

Si,  au  contraire,  ce  sont  les  vitesses  q\  qui  son!  maintenues  constantes, 
l'équation  (4)  nous  donne  pour  ce  travail  virtuel 


Cela  siguilic  (pu-  ce-,  forces  appaicules  Icudeul  à   auguieuler   ii'iu'rgie  T  ilii 
système;  celn  a  esl  pas  cunlraire  an  piincipc  de  la  conservalioii  Av.  1  ('uergie  el. 
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L'ii  L'UcI,  pour  iiiaiiitenir  les  yj,  constants,  il  faut  que  les  Q<,  ne  soient  pas  nuls, 
il  faut  donc  faire  intervenir  une  force  extérieure,  ce  qui  peut  entraîner  une 
dépense  de  travail. 

Avaul  d'appli(jiicr  ces  principes  à  l'électricité,  il  >era  peul-élrc  ulilc  de  les 
éclaircir  par  un  exemple  mécanique  simple.  Je  choisirai  le  réi;idaleur  à  fciice 
cenlrifuc^c. 

Nous  aurons  un  paramètre  à  variation  lenle  <ji,  qui  sera  1  écarleinent  di's  deux 
boules  el  un  paramètre  à  variation  rapide  dont  la  dérivée  q\  sera  la  vitesse  de 
rotation  du  r('j;ulaleiir. 

Léin'rgie  cinétique  T  sera  (A  étant  un  facteur  constani) 

(7)  T=  ^Aî,^?;,-, 

cl  II'  iiioiiiriil  M'ra 

Pb=  ^qlq'h't 

ce  sera  le  iiiciiiieiil  île  rolalion.  On  a  donc 


(8) 


ikgl 


Lq  force  apparente  est   ici  la   force  centrifuge  qui  tend  à  écarter  les  deux 

_  O   -  —  -  —  -^ 


boules,  elle  est  égale  à 


Elle  tend  à  augmenter  (j„.  Si  donc,  il  n'y  a  aucun  couple  extérieur  tendant  à 
maintenir  constante  la  vitesse  de  rotation,  le  moment  de  rotation  est  constant 
et  la  force  centrifuge  tend  à  diminuer  T,  parce  que  dans  l'équation  (8)  (où 
l'on  suppose /Jft  constant)  q„  est  au  dénominateur. 

Si,  au  contraire,  il  y  a  un  couple  extérieur  qui  maintient  constante  la  vitesse 
de  rotation,  la  force  centrifuge  tend  à  augmenter  T,  parce  que  dans  l'équa- 
tion (7)  (où  l'on  suppose  q\  constant)  q„  est  au  numérateur.  Seulement  quand 
les  boules  s'écartent,  il  faut  dépenser  du  travail  qui  est  emprunté  au  couple 
extérieur. 

14.  —  Application  à  l'électrostatique. 

Dans  la  théorie  de  Larmor,  on  regarde  l'énergie  électrostatique  comme  de 
l'énergie  potentielle;  dans  un  champ  électrique  constant,  on  a  donc 

T  =  o 
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(Kl.  si  Ton  il('Nii;iic  jiiir  I'  rciu'ri;ic  lolale  1  -t-  l   , 

!■:  =  u. 

Si  Cl'  iliiiiM|i  (•>!  ('iii;('iiilic  |)iii'il('u\  |)cl  Iles  >|iliL'i(>  l'iccl  iiSL'i'b,  coUo  ('iicrgie  U 
iIiju'ikI  (les  ili;irj;(_'.s  clos  deux  sphères  (/il/  .smil  th's  co/i.stii/i/r.s  el  (le  leur  dis- 
(aiu'e  (jiii  seiii  notre  parainèlre  à  variation  lente  et  (|ue  j'appelleiiii  ij,,. 

Ces  (leii\  spli(";res  exerceront  l'nne  snr  l'autre  une  attraction  ou  une  répulsH)ii 
ipi'il  laudiM  l'iintrebalancer  par  une  force  (extérieure  si  l'on  veiil  maintenir 
ri'(|iiilil)r('.  (  ".l'tle  ioree  extérieure,  je  la  dcjsigne  par  Q„  eoniorme'uienl  auxnola- 
tious  adoptées;  si  Q„  est  posilil.  les  deux  splières  s'altirenlci  la  forée  extérieure 
(pu  diMl  coiitrehalancer  cetle  attraction  doil  leiidre  à  ecailcr  les  deux  sphères 
I  iiiic  de  I  aul  re. 

Connue    1    esl  nul,  I  eipialuui  de  j.agraiij^e  se  rédnit  à 

-1—  =  «,'" 

(Ml 

dq„ 

l'assons  a  I  riuilaliiui  li\dro(U  nanir(pi('  de  H|erkne>  que  je  uiodilieiai  un  |)eu 
alin  d  e\ilei-  la  ditlicidie  piovenanl  des  ddlerences  de  |)hases. 

I.;i  dislance  des  deu\  houles  f/„  sera  notre  paramètre  à  variation  leiile. 

I.eurs  ravons  (ji,  et  rj,.  seront  nos  paramètres  à  ^'ariatioll  rapide.  Je  supposerai 
(pie  les  vitesses  y,,  et  //,  sont  ra/is/a/i/es,  mais  assez  faibles  pour  (pie  pendant 
la  durée  de  l'expérieucie  rji,  et  ij^.  n'éprouvent  pas  de  variation  sensible. 

Si  donc  je  regarde  qi,  et  c/c  comme  des  paramètres  «  à  \arialion  rapide  »,  ce 
n'est  pas  f|ue  leurs  dérivées  ^^  et  r/[.  sont  très  grandes  d'une  manière  abs(diie 
(elles  sont,  au  ciuiiraire  iri's  petites),  c'(!st  parce  qu  (dies  sont  l)eaiicou|>  plus 
grandes  (pie  y|,. 

Comme  dans  l'imitation  de  Bjerkncs,  ce  sont  ces  d(\ux  vitesses  q'/^  et  '/,  '!"' 
correspondent  aux  ciiarges  des  splières,  elles  doiveilt  être  maintenues 
constantes. 

1.  équation  (4j  nous  diuiiie  ahus  : 

dqa 
et  coiuuie 

U  =  (.,         T  =  E, 
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DU  [jcul  éci'irc  : 

dE 
I  ">j  -  -7—  =  <ia- 

La  cuinpariiisou  ik's  rfiiiiilKiiis  (  c))  el  (  l<>)  iiioiilrc  (|ii  il  \  :i  iu\rr-.i(Mi. 
Observdiis,  de  plus,  que  •^i  In  \  ihiatiou  des  sphères  n'cliiil  piis  cnlrili'iiiic  p:ii 
une  Corcc  cxlérieurc,  les  vilesscs  </,,  cl  q^.  ne  resleraiciil  pns  consliinles  cpianil  \\\ 

dislance  q,,  varierait.  Pour  maintenir  ces  vitesses  constantes  (ou  en  supposanl 
des  pulsations  périodiques,  comme  dans  l'expéMience  réalisée  par  iîjerkncs, 
pour  luainlenir  conslanle  Taniplitude  des  vibrations),  il  i'aul  une  inler\cnlion 
extérieure,  tandis  qu'aucune  intervention  n  est  nécessaire  jiour  maintenir  les 
charges  de  deux  sphères  éleclrisées  quand  elles  s'éloignent  ou  se  rappi-ochent. 
(l'est  encore  là  une  difl'érence  entre  le  phénomène  éleclricpie  et  son  imitation 
hydrodynamique,  difl'érence  qui  d'ailleurs,  comme  nous  allons  le  voir,  est  inti- 
luenient  liée  à  l'inversion. 

Supposons  maintenant  qu  on  ait  réalise  une  autre  imilalioii  (hnainique  oii 
intervient  un  système  dépendant  de  trois  paramètres  y„,  q\,,  q,..  le  premier 
variation  lente,  les  deux  autres  à  variation  rapide.  Le  premier  sérail  la  ilislanc 
des  deux  corjis  qui  renqjliraient  le  rôle  de  deux  sphères  (deciriques. 

Mais  je  suppose  que  les  charges  de  ces  deux  sphères,  au  lien  d'être  repré- 
sentées par  les  lulesses  q\  et  q[  soient  représentées  par  les  luoments  corres- 
pondants pi,  et  Pc- 

Je  suppose,  en  outre,  ipie  la  force  vive  T=L  du  système  soil  ei^ale  à 
l'énergie  électrostali(jue  des  deux  sphères. 

11  arrivera  d'abord  que,  sans  aucune  intervention  extérieure^  ces  momeiils 
demeureront  constants,  ainsi  que  font  les  charges  électriques  cpi'ils  represenleni. 

De  plus,  comme  ces  momenis  sont  constants,  l'équation  (tt)  nous  flonnera  ; 


ou 


àqa 


Il  n'y  a  donc  plus  inversion. 

.l'ai  dit  plus  haut  que,  parmi  les  cjuantités  qu'on  est  amené  à  envisager  en 
Mécanique,  il  faut  distinguer  les  coordonnées,  les  vitesses  et  les  momenis,  et 
l'on  peut  résumer  la  discussion  qui  précède  en  disant  que  V inversion  dans 
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l Critrlicncc   <(<•  H jt'lklii's  pimiciil    df    ir    ijii   (III    II    iijiii'si-iilc    1rs   rluilgi'S 

cleclri<iu<'s  par  drs    rilvsses.    Utiiilis    (jiiil   fallail   /es  rcprrsni/rr  par  drs 
nionir/i/s. 


1").    —  Application  à   l'électrodynaniique. 

\|>|)li(|noiis  les  iiK'^mt's  principes  à  l'ajjpiirçil  de  lord  Kelvin,  ol  pour  relu 
rappelons  traliord  quelles  doivent  (''Ire  les  hases  Ac  loiikMliéorie  dynamique  du 
ciianip  ('lectiodvnaniique.  Nous  n'avons  qu'à  nous  icporler  à  un  chapitre 
céièlire  «lu  i;iand  Traitr  (V Elcclrinitc  de  Maxwell,  /j"  p;>rlie,  chapitre  \1. 
article  ."iOS. 

11  convienl  de  su|>|)oser  (pu'  r('nergie  t'lecli()Uia;;n(''ti(pie  du  champ  repiM'- 
seiile  la  torce  \ive  T  de  lélher;  l'i'lal  du  svsiènie  esl  d(''(ini  par  un  cerliiin 
nombre  de  |)arauu''lres  à  variation  lenle  ip,  (jui  d('^finiss(;nt  la  posiliou  relative 
des  deux  circuits,  et  par  deux  paramètres  à  variation  rapide  cp,  et  if.- 

l/h\n(ilh('sc  admise  par  Maxwell,  c'est  que  les  intensit('s  des  deux  courants 
ne  s(uit  autre  chose  ipie  les  dtirivc'a's  y,,  et  q\.  de  ces  paramèti'es.  ^  V  soiil  ilouc 
des  vid'ssr.s. 

Xous  exprimerons  donc  T  en  fonction  des  intensités  et  des  fj\^,  c'est-à-dire 
de  f/,,,  de  ip,  et  des  ip,;  Tecpialion  (4)  nous  donnera  alors 

I3"autre  part,  ij)^  et  ij\.  cHant  des  vitesses  et  luni  des  monienls,  ne  se  conseï'- 
veronl  pas  constantes  s'il  n'y  a  pas  d'intervention  extérieure.  Les  intensités  des 
courants  ne  peu\enl  doiu'  demeurer  constantes  si  une  cause  extérieure  ne  les 
uiaiutieiit  |)as;  et  c'est  eu  eU'et  ce  (pii  arrive:  celle  cause  extérieure  nécessaire 
poiii'  entretenir  l'inlensih-  du  courant,  c'est  l'éneriiie  tournu'  ]iar  la  jiile. 

Je  piécise  davantage  ma  pensée;  quand  môme  la  position  relative  des  deux 
cil-cuits  ne  varierait  pas,  les  courants  ne  pourraient  se  maintenir  qu'en 
empruntant  de  l'énergie  à  la  pile.  Cette  énergie,  destinée  à  surmonter  la  résis- 
tance des  circuits  se  r(Urouve  sous  forme  de  chaleur  de  .Joule. 

Mais  ce  n'est  pas  seulenK'nt  cela  quc^  je  veux  dire.  Si  les  circuils  étaient  i^lcs 

conducteurs  parfaits,  l'intensité  des  courants  | irait  se  maintenir  constante 

sans  rien  emprunlcr  à  la  pile,  pourvu  (pie  lu  position  de  ces  cucuils  ne  varie 
pas. 
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Si,  nn  (■i)nlr;nri'.  I;i  |>osili(in  des  circuits  varie  (  bien  que  nous  les  supposions 
iil)soluuieul  dépourvus  de  résistance  ),  l'intensité  ne  pourra  demeurer  conslanlc 
sans  l'inlcrvention  de  la  pile. 

Kn  ellel,  1  ('fpialion  de  Laj;rani;e  nous  donne  : 

dt  dq),  "   -'" 
et  ici 

Q(,=  Ei—  n,,ii„ 

Kl,  étant  la  loi'ce  ('decliouiol  nce  de  la  pde  du  preuiiei'  circuit,  //,  =  y,,  lintensité 
correspondante,  K/,  la  résistance  du  circuit. 

Si  le  circuit  est  un  conducteur  |)nrfail  et   si   la  pile  n  iiiteivienl    pas,  on  aura 

Vil,  =  H4  =  o, 
d'où 

el .  par  consi'qiient , 

dT 

-—7-  =  n,  =  consl. 

13e  inèine,  />,■  sera  une  constante.  Les  niomenls  /'/,  el  pc  dépendent  tie  y',,, 
//'^  et  des  (^„;  si  ces  nionients  sont  constants  et  si  les  '/„  varient,  il  tant  donc 
bien  que  les  «/'^  et  les  tj\.  varient  également. 

Dans  le  cas  de  la  nature,  les  circuits  ont  une  résistance  finie,  et  il  laut  tou- 
jours emprunter  de  l'énergie  à  la  pile;  seulement  si  les  circuits  ne  se  meuvent 
pas,  l'énergie  empruntée  à  la  pile  est  égale  à  la  chaleur  de  .loule;  s'ils  se 
déplacent,  elle  est  plus  grande  ou  plus  petite  parce  que  la  l'orce  électromotrice 
d'induction  vient  s'ajouter  à  celle  de  la  pile. 

Passons  maintenant  à  l'appareil  de  lord  Kelvin. 

Les  intensités  sont  représentées  par  des  intégrales  de  la  lorme 


—   /  iu  dx  -h  V  dy  +  w  dz\. 


Lu  vertu  du  lliéorème  de  llelmlioltz,  ces  intégrales  demeurent  constantes 
sans  l'intervention  d'aucune  force  extérieure. 

Cela  nous  avertit  déjà  que  les  intégrales  qui  représentent  les  intensités  sont 
des  moments  et  non  pas  des  vitesses. 

Avec  nos  notations,  il  convient  donc  de  les  désigner  parjO(,  el  pc  de  sorte  que 
si  l'énergie  T  est  exprimée  en  fonction  des  intensités  et  des  </„,  T  sera  une 
fonction  àc.  pi,,  p^  et  des  (/„. 

II.  p.  —  i\.  54 
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I  .  t'(|tlill  KHI    I  li  I    IIKIIS    (Idlltir   il  lois 

i6)  4^  =  (,»„. 

<>qn 

(  ".(>  r(''snUal  est  (l'iiillciiis  une  Minpic  i'oiiS(''(nitMicc  à\\  piiucipc  ilc  Im  coiisci- 
\iiliiiii  (le  IV^uorgio.  Soil,  en  clli'l,  oy„  rnccruisseineni  \irliicl  de  tj,,,  lu  lr:i\;ul 
virliiol  «les  forces  cxlérieures  sera 

On  ilcvr^i  donc  avoir 

Miii-.,  ciiiiiMic  les  iHl('<i;r<ll(.'S /</,  cl  /',■  >(ml  (•on>l:mlc>  en  \('ilii  du  llicor-rnir  ilc 
Holniliollz.  0/'/,  cl  ']/),   soni  nnls  cl  il  rcslc 

_^  >,•«  o<7"  =  ^  ;t—  '"la  ' 
ou  en  iiicnlifiiinl 

'■"  =  ;i—  • 

''Ça 

\  .,\  <()iii|)iiniisoa  des  cqu:ilion>  ( /j  t  cl  (  (i  )  inonlic  ([u'il  \  :i  inversion. 
I)  ou  la  ('onclnsion  suivante  : 

S'il  y  a  iinersidii  iliiiis  l'  (ijïjiincil  ilr  loi  il  KeUiii.  l' esl  pince  iiii^nii  a 
ii-pri'scutr  les  iiilrnsilrs  p)ur  ilcs  niiiiiifiils.  Ininlis  ijn^il  fulliiil  les  leprése/ifer 
pur  lies  vitesses. 

I):in~  lexpérieuce  de  Hjcrkiio  cl  <lans  eelli'  de  lord  Ivelvin.  la  cause  île 
I  inversion  est  analogue,  mais  poiii'  ainsi  dire  inverse. 


LA  THEORIE  DE  LORENTZ 


LES  ËXPÉRIKNCES  DE  ZEEMAN 


IS tÀ'tnirti^c  élci-ti-'uiuey  t.   II,  p.   ^t^i-'i'^j  (5  juin   iSi)-). 


Pour  lucii  laiio  coiiiprcndic  I Cxplicaliuii  duunci' par /.(■(•mau  du  ><■>  ciiiiciises 
expériences,  je  dois  d'abord  lappeler  en  quelques  mois  les  principes  ionda- 
menlaiix  de  la  théorie  de  Lorentz. 

Voici  quelles  sont  les  hypothèse»  faites  par  Loreutz  :  les  cliarges  élecIrKjues 
sont  portées  par  des  molécules  matérielles  dont  elles  sont  inséparables;  la 
charge  de  chacune  de  ces  molécules  est  constante  et  la  distribution  en  est  inva- 
riable. Tous  les  changements  qui  surviennent  dans  un  champ  électrique  sont 
dus  aux  déplacements  de  ces  molécules  qui  transportent  avec  elles  leurs 
charges. 

Un  conducteur  électrisé  posilivenienl .  c  est  nu  liiuducleur  à  lintérieur 
ihi(piel  se  trouNeiil  plus  de  iimlecules  i  Inir^ees  pdsilivemeiil  (pie  de  molécules 
(  liaigées  négativemenl . 

Les  courants  éleeliiques  soûl  dus  au  uiou\eiiieiit  des  |iarticuleb  cliar;;ees  tpii 
se  déplacent  à  lia\ers  la  masse  du  conducteur;  c'est  un  véritable  courant  de 
matière  électrisee:  et  un  corps  est  d'autant  medleiir  conducteur  cpi  il  oppose 
moins  de  résistance  au  iiiiiu\eiiient  de  ces  particules. 

Eu  d'autres  termes,  les  courants  qui  traversent  un  conducteur  métallique  se 
priipa;;eront  par  le  même  mécanisme  que  ceux  qui  traversent  un  électrolyle  ; 
les  molécules  ou  particules  à  charge  invariable  se  comporteront  tout  à  lait  de 
la  même  manière  f[ue  les  ions,  et  nous  leur  donnerons  désormais  le  nom  d'ions. 
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Qu"esl-co  nuiiiilciiaiil  (|ii  un  ilicl('('lri(|iir '.'  I.;i  nuisso  do  (li('l('(lru|ii('s  est 
|i;irseméc  d'ioii>  iiuiiiiu'  (cllc  il<'s  cinKliicliMirs.  Mnis  cliaciiu  do  ces  ii)ii>,  mii 
lit'u  do  pimvoir  se  déplacer  liliiciiiciil  à  I  miciiciir  du  dii''lcclrl([n(',  ne  [x'ul 
Sfcarlor  (Mil'  Ilcv  |)cu  iIc  sa  jiosiIlou  d  i'([uihlii'c.  Dr^  (|u  d  ^  eu  (•l()ii;ii(',  iiiu- 
lorco  aiilagiinislc  duc  à  1  aclKni  dc^  unis  voisins  Iciid  à  l'v  ranicuci-;  celle  (orce 
esl  nroporlKinnelIc  à  l'ccarl,  si  cel  ('carl  csl  pclil. 

(^)iiaiid  le  diclcclrupu' csl  place  dans  un  cliaiu|)  clcclii(pie,  la  lorcc  élccli'iqiic 
exlcricurc  Icnd  à  él()ij;ner  l'ion  de  su  pusiliou  d'équilibre  cl  il  s'en  écarte  légè- 
rcnionl  juscprà  ce  cpic  celle  force  extérieure  soit  contrebalancée  par  l'attraction 
lies  ions  voisins  (pu  Icnd  à  ramener  l'ion  dans  sa  position  d'(''(piilil)rc  primitive. 

Eu  d'autres  tenues  le  diélectrique  se  polarise. 

l  ne  analyse  qui  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celle  à  laquelle  conduit 
rhv[)otlièse  de  Poisson  cl  de  Mossolli  montre  que  la  «  polarisation  du  diélcc- 
Iricpie  »  est  proportionnelle  à  l'intensité  du  champ  extérieur.  On  retombe  donc 
sur  les  formules  bien  connues  de  la  théorie  des  diélectriques. 

On  remarquera  qu'il  n'y  a  plus,  dans  ce  système,  de  courants  de  conduction  ; 
il  n'v  a  plus  que  deux  sortes  de  courants,  les  courants  de  convection  et  les  cou- 
rants de  déplacement.  Les  courants  de  conduction  ordinaires,  sont  de  simples 
courants  de  conveclion.  Dans  le  vide,  les  courants  de  déplacement  de  la  nou- 
velle théorie  sont  identiques  à  ceux  de  Maxwell  ;  mais  il  n'en  est  plus  de  môme 
dans  les  diélectriques  autres  que  le  vide  :  le  courant  de  déplacement  de  Maxwell 
se  Irouve  décomposé  en  deux  composantes  :  la  première  coni|)osante  est  un 
cornant  de  déplacement,  elle  est  égale  à  ce  que  serait  1(>  couranl  de  Maxwell  si 
le  pouvoir  diélectrique  était  égal  <à  un;  la  seconde  composante  est  un  courant 
de  convection  dû  aux  déplacements  très  petits  des  ions  dans  l'intérieur  du 
diélectrique. 

On  supposera  généralement  (juc  dans  les  courants  qui  traversent  les  conduc- 
teurs métalliques,  mi  a  un  double  courant,  l'un  d'ions  positifs  se  déplaçant 
dans  un  sens,  l'aulii'  d'i(jns  négatifs  se  déplaçant  en  sens  contraire. 

Comment  M.  Lorentz  a-t-il  réduit  ces  hypothèses  en  équations.  Pour  les 
r-fpialions  du  champ  électromagnétique,  il  a  adopté  tout  simplement  les  équa- 
lions  de  Maxwell;  en  dehors  des  particules  chargées,  ses  équations  sont  iden- 
tiques à  celles  de  Maxwell  dans  le  vide;  à  l'intérieur  des  particules  chargées, 
ce  sont  les  mêmes  (■(piali((ns  avec  le  terme  complémentaire  qui  représente  le 
courant  de  convection  dû  au  mouvement  des  ions. 

.Soient  a,  3,  y,  les  composantes  de  la  force  magnétique,  /,  g,  h   celles  du 
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déplacement  élecLriqiie,  ch  un  élénienl  île  volume  d'un  ion,  ;,  yj,  Ç  les  compo- 
sanles  de  sa  vitesse,  p  ch  la  charge  électrique  de  l'élément  ch;  enfin  V  la  vitesse 
de  la  lumière. 

Les  équations  s'écriront  : 


«  %-t-H''-%) 


(2)  4;:V^(^^-'4^M  = 


dg        dh  \         (la 
Tz  ^  d'y )  ""  TTl' 


avec  les  équations  qu'on  peut  en  déduire  par  permutation  circulaire  des  axes. 
En  dehors  des  ions,  p  est  nul  :   on  n'a  plus  dans  le  second   membre  de  (i) 

que    le    courant    de    déplacement  -v  )  et   l'on    retombe    sur   les    équations    de 

Maxwell  dans  le  vide;  à  l'intérieur  d'un  ion,  il  faut   dans  le  second  membre 
de  (i)  ajouter  au  courant  de  déplacement  le  courant  de  conveclion  pE. 

Les  particules  étant  des  solides  invariables  et  enqioriani  leurs  charges  avec 
ell(!S,  on  aura  : 

dx    '     dy  ds  dt 

de  sorte  ([u'(ui  jiourra  déduire  des  équations  (i) 

df       d::        dh 
dx        dy        dz        ' 

Il  faut,  pour  achever  de  mettre  le  proldème  en  équations,  chercher  la  iorce 
(pri  agit  sur  un  ion. 

Dans  le  champ  électromagnétique,  régnent  deux  forces  : 

i"  Une  force  électrique  dont  les  composantes  sont  : 

kr.S\f,     4-V-^',     4-V=A; 
2"  Une  force  magnétique  dont  les  composantes  sont  : 

«,     p,     T- 

L'élément  (/•  de  l'it)n  jiortc  une  charge  (dectrique  p '7r  ;  de  plus,  cette  chaige 
est  en  inou\einent,  d'où  résulte  un  courant  tie  ciuivection  demi  \v^  conqio- 
santes  sont  : 

P?  d-^,     P'I  û^,     P^  'I-. 

La  force  électrique  agit  ('lectroslMtifpiement   sur  ci'llc  chai-gc,    et  en    uiémc 
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Icm[is  In  ti)r<'t'  in;ii;ni''ti(|iii'  ii^il  ('IccIroiU  niiiiiu|iu'iii('iil  ,mii'  ce  cniirMiil  ili' 
iiiinccliiMi  :  ili'  sorlc  (|Mr  la  Idico  iiicc;nii(|ii('  liilalc  (iiii  ai;il  Mir  rcic'nii'iil  th 
aiira  ]i(iiir'  |irci|i'Cl  mil  Mir  l'axe  do  x  : 

l-V-p/</--Hp,/T(T,Y-Çp). 

I^t's  l'tnialKiiis  aiiiM  olili'iiiics  M.  i.di'ciil/,  ili'diiil  alsciiii'iil  le-  lois  clciiicn- 
lain'^  (le  I  ('l('i'lios|alii[nc  cl  ilc  ICIcclidiU  iiainKiiir.  aiiiM  (iiii'  relier  de 
roplii|iie. 

l'iic  chose  remarquable,  c'esl  la  facilite'  avec  la(|ii('lle  il  rend  cdmiJle  des 
|)lu'noinènes  qui  s(!  rallaclienl  à  i'al)erralioii  aslidiiiniiinne  el  à  reiilrainemenl 
de  !  Ciller  par  la  inallère  en  ni(iii\eiiieiil . 

.1  ai  lii'ja  en  1  iieeaMcni  de  IrailiT  ce  sii|el  dans  un  ailirle  aulénenr  à  |)ri)|u>s 
lie  la  ihi'iirie  de  l>ariuor  (  '  ). 

.lai  nuuilre  que  de  huiles  les  llieories  proposées  jusqu'ici  la  lliéorie  de 
Loreniz  esl  celle  (pu  rend  le  mieux  com|)le  des  lails;  mais  (pie  son  inconvé- 
nient, ces!  quelle  u  esl  |)as  d'accord  avec  le  princi[>i'  de  l'égalité  de  l'action 
el  de  la  réaelion.  .le  n'ai  pas  à  revenir  ici  sur  huis  ces  points. 

.le  \eiix,  en  ellel.  me  horner  a  ce  qui  concerne  les  expériences  de  Zeeinan 
el  pour  cela  p'  dois  msisler  sur  le  inécanisine  de  l'emission  de  la  lumière 
d'après  les  idées  de  Lorentz. 

V]n{^  particule  cliari;<''e  en  mouvement  excite  autour  d'elle  nn  champ  électro- 
inagmHicpii'  el  ce  champ  (|iie  LoriMitz  commence^  par  ('ludier  se  ccmipose  en 
réalité  de  deii\  parlies  :  un  champ  (•leclroslal iqne  constant  qui  existe  déjà 
<pi.iiid  la  paiiicnle  esl  au  repos  el  fpii  est  di'i  aux  actions  ('leclroslal  iqiies  de  la 
pailiiiilc;  ce  champ  ('(Uislanl  ne  |onera  d'ailleurs  ancnn  ri')le. 

La  se((]ii(le  pallie  est  le  ihamp  électromagnétique  variable  qui  esl  produit 
par  le  mouvemenl  de  la  parliciilc.  (  ie  champ  variable,  ce  n'est  pas  K(U'('ntz  (pu 
l'a  étu(li()  le  premier;  r(q)ortons-iioiis,  en  ellel,  an  Mémoire  de  Hertz  intitule 
"  l)ic  Kiidle  ('lektris(  lier  .S(  li\\  ingungen  Ixhaudell  luuli  der  iMax\vells(  lien 
1  lieorie  (  -'  )  ».  Dans  ce  Mi'moiic,  Hertz  cahiile  par  un  jirocédé  très  ingénieux 
lecliaiiqi  prodiiil  par  son  excilalenr:  mais,  pour  plus  de  simplicité,  il  lait  le 
calcul  ((uniiic  SI  la  hui^iieur  de  cet  excitateur  clall  iuliniment  petite,  connue 
si  par  cons(''qiienl  h,'  plu-nomene  oscillatoire  doni  cel    excilateiir  esl   le  siège  se 

(')  L'Éclairage  éterlritiae,  1.  ,'i,   i«.,e,  p.  .)  cl  385;  ce  lonie,  \i.  3Gy,  383,  .'■j')  et  4'''. 
('■)   Wiedeniann's  Anntilen,  t.   .\XXVI,  i8ss,  p.   ,-2_>.  (¥:'ui>rrs  cum/i/i-lrs  de  Hertz,  p.  i\-.  La 
Lumière  èleclrique.  1.  31,   1889,  p.  .jSg. 
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réduisail  au  triiiis|)(»il  iruiii;  cerlaiiic  masse  d'électricité  d'une  cxlrcniilé  a 
rautic  di'  l'excitateur,  c'est-à-dire  (puisque  ces  extrémités  sont  .su|i|)iis(''es 
infiniment  rapprochées)  à  des  oscillations  de  très  petite  amplitude. 

Hertz  arrive  ainsi  à  des  formules  très  simples. 

Eh  bien,  le  jjroblème  traité  par  Lorenlz  est  tout  à  lait  le  môme.  Si  l'on  consi- 
dère un  élément  (h  d'un  ion,  et  que  cet  élément  exécute  des  oscillations  infi- 
niment petites,  le  champ  qu'il  produira  sera  tout  à  fait  identique  à  celui  que 
produit  l'excitateur  infiniment  pelil  Irailé  dans  le  Mémoire  de  Hertz  que  je 
viens  de  citer. 

Il  suffit  de  comparer  entre  eux  les  cliamps  dus  aux  dillérents  éléments  ih 
doiit  se  compose  l'ion. 

Quelle  sera  maintenant  la  force  qui  agira  sur  cet  ion  ? 

Il  sera  d'abord  soumis  à  la  force  électrique  et  à  la  force  magnétique  dues  au 
champ  qu'il  excite  par  son  propre  mouvement. 

,Ie  dis  d'abord  que  je  peux  négliger  l'effet  de  la  force  magnétique;  car  cette 
force  est  proportionnelle  à  l'amplitude  dos  oscillations  de  l'ion,  laquelle  ampli- 
liule  es!  liés  peiiie;  d'aulre  pari,  le  courant  de  convection  est  également  pro- 
portionnel à  celle  aiu|ililu(le.  l/ellet  mécanique  de  la  force  magnétique  est 
|)roportioiinel  lui-même  au  produit  de  cette  force  par  le  courant  de  conxectioii 
sur  lequel  elle  agit,  c'est-à-dire  proportionnel  au  carré  de  lamplitiide.  l"]lle 
est  donc  négligeable.  Reste  la  force  électrique. 

Je  ne  puis  reproduire  lei  lous  les  détails  du  caliil  île  Lorentz  :  mais  il  est 
aisé  d'en  comprendre  la  luarclie  générale.  Soil  un  (dément  (h  de  lion,  i.e 
monveinenl  de  eel  élément  produira  en  un  point  x,  j',  :;  du  champ  une  cer- 
laine  force  éleelrique.  La  force  électrique  totale  ilue  à  la  composition  de  <'es 
forces  éleciri(|ues  partielles  aura  ses  composantes  proportionnelles  à  /'.   ».  //. 

Des  ei|uaii(ins  (i)  et  (a)  nous  déduisons  : 

L'interprétation  de  cette  équation  est  bien  connue. 

Le  déplacement  électrique  total /sera  la  somme  des  déplacements  électriques 
partiels  dus  au  mouvement  des  différents  éléments  ch  de  l'ion. 

L'un   de   ces  déplacements   partiels   sera  — ~i  où   /•  représente  la   distance 


1  ]ioinl  X,  )',  c  à  rélément  cl-  et  où  -V  est  la  \aleiir  de 
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nul)    pas   à    l'in>l;uil    /.   iiuiis   à    l'inslaiil    /  —  /„,  1»   claiil    le    lt'iii|).s   (|iic    iiirl    la 
liiiiiiiTt'  [loiir  alli'i-  lie  <h  au  poiiil  ./■,  v,  ;. 
X^O  déplacement  total  sera  donc 

On  \oil  (pic  la  !(>!■(■('  él('ctti(pH'  au  point  .r,  )',  z  dépend  non  pas  de  l'étal  di- 
l'élénienl  (/t  à  l'instant  /,  mais  de  l'élal  de  l'éléuu^nt  c/r  à  l'instant  /  —  /„.  On 
rapprocliera  cette  analyse  de  celle  que  j'ai  donnée  dans  mon  ouvrage,  Les 
Oxrillations  l'ic'clrhjiu's.  p.  71. 

Mais,  ce  tpu'  nous  clierelions.  c'est  l'eilet  mécanic|ue  de  la  force  électrique 
sur  la  |iartieule;  nous  de\ons  donc  supposer  le  point  a,  J',  :■  à  l'intérieur  de 
l'ion,  de  même  que  l'élément  dz;  comme  la  particule  est  très  petite,  la  distance 
lie  ces  deux  points  et,  par  conséquent,  le  temps  to  sera  très  petit,  de  sorte  que 
nous  pourrons  écrire  : 

4-\        dx  dl     I        '\r.\'      dtdx  <ll'     / 

Soit  po  la  densité  électrique  au  point  x,  j',  :;  quand  la  particule  est  dans  sa 
|)usition  d'équilibre,  soit  (/,  r,  tr  les  composantes  du  déplacement  de  l'ion  de 
telle  façon  que  : 

du 


Comme  chaque  éléiiu'ul    (h  euipoile   sa  cliarj^e  avec    lui,  el    (pu'    nous    pou- 
V(Mis  négliger  les  carrés  de  //,  r,  ir  el  ^\^'  leurs  dériv('es,  nous  aurons  : 

dpo  dp„  do„ 

el  couime  po  est  indépendant  du  temps  ; 

^p  _  _  j  dp„  _      dpu  _  y  dpu 
Vit  ~       ^  dx        ''  <ly        "  dz  ' 

d-  p    _        ^  '/■-  p,,  (■/■-  p,,  ,    d-  Pli 


dtdx  ^  dx-^  'dxd\         ^  dxd: 


•I  loiiioiiis  (;ii  néi;ligeant  les  carrés  des  ^ 


r/fpÇ  _      di  d^-p^  _      .^5 
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Si,  mettant  en  évidence,  le  premier  terme  de  A,  nous  posons  : 

A  =  A'-+-A",         A'  =  -  —  i^, 
1  -  dx 

nous  voyons  d"ai)ord  que  A'  représente  la  force  électrique  due  à  l'altmction 
électrostatique  de  la  charge  de  l'élément  d-. 

Le  terme  correspondant  dans  la  force  électrique  totale  sera  Tattraction  élec- 
trostatique due  à  la  particule  entière. 

Le  terme  correspondant  dans  l'effet  mécanique  subi  par  la  piirlicule  repré- 
sentera encore  l'attraction  électrostatique  de  la  particule  sur  elle-même;  il  est 
donc  nul. 

Quant  à  A",  nous  voyons  que  c'est  une  fonction  linéaire  de  : 

^'    """    "    dt'    TÎT^' 

Il  en  sera  doue  de  même  de  la  force  totale  mécanique  qui  aj^ira  >ur  l'ion. 
Par  raison  de  symétrie,  cette  force  ne  pourra  dépendre  de  r;  et  de  ;.  de  sorte 
qu'elle  aura  pour  expression  : 

^  dt  df^ 

II.  b  et  )•  étant  fies  Cdnslaules. 

La  particule  sera  de  plus  soumise  à  une  force  qui  lendra  à  la  ramener  à  sa 
position  d'équilibre.  Cette  force  due  à  l'attraction  des  particules  voisines  aura 
pour  composantes 

—  ku,     —  kv,     —  kn\ 

Enfin  nous  aurons  la  force  d'inertie  qui  sera  : 

d-  Il  d-  V  d-  a> 

-"'-dF'    -"'dF'    -""^ÎF' 

si  m  est  la  masse  de  l'ion. 

Nous  aurons  donc  pour  l'équation  du  mouvement  de  l'ion  : 

du         ,  d-  u  d"  Il        , 

dont  riuléfjrale  es!  fie  la  forme 

M  =  ('  i—'.'-t  cos/.l, 
H.  P.  —  IX.  hh 
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C'csl  l'cqiKilion  d'iiu  iiiouveincnl  pendiihiiro  aiimili. 
I.  imiorlissiMiii'iil  (li'|n'iiil  des  liTinos  de  degré  iiiipiiir  : 

du  oP  u 

(I  —r  +  c  —, — 
<//  (iP 

Cet  amorlissenienl  ne  peut  pas  ne  pus  exister.  En  effet,  la  particule  en 
viliraiu  transmet  de  l'c'nergie  à  l'éther;  c'est  justement  pour  cela  qu'elle  émet 
de  la  lumière.  Elle  perd  donc  de  l'énergie  el  son  mouvement  s'amortit. 

Mais  cet  amortissement  est  1res  lent  et  nous  pouvons  négliger  ces  deux 
termes. 

Quelle  est  maintenant  la  signification  du  coefficient  b. 

I.a  particule  ne  peut  se  déplacer  sans  entraîner  l'éther  dans  son  mouvement, 
de  sorte  que  la  force  vive  totale  se  compose  de  la  force  vive  de  la  particule  elle- 
même  el  de  la  force  vive  de  l'éther  avoisinanl  (sous  la  forme  d'énergie  électro- 
dynamique).  Tout  se  passe  donc  comme  si  la  masse  de  la  particule  était 
augmentée  et  égale  à.  b  -^  m  au  lieu  de  m. 

Qu'arrive-t-11  mainlenant  quand  la  particule  se  meul  dans  un  champ  magné- 
tique intense  ? 

A  toutes  les  forces  que  nous  venons  d'énumérer,  il  faut  adjoindre  l'action  de 
ce  champ. 

Je  supposerai  que  le  champ  est  uniforme  el  parallèle  à  l'axe  des  :■  et  j'appel- 
lerai w  l'intensité  du  champ. 

La  force  mécanique  due  à  ce  champ  est  aisée  à  évaluer. 

Soient  5,  ri,  Ç  les  composantes  du  vecteur  Vi  qui  représente  la  vitesse  de  l'ion 
et  qui  sera  proportionnel  à  celui  cjui  représente  le  courant  de  convection. 

Nous  aurons  un  second  vecteur  Vu  (jui  repri'senlcra  la  force  magnéli(pie  et 
qui  sera  parallèle  à  l'axe  des  z. 

Nous  avons  enfin  un  troisième  vecteur  V;,  qui  représentera  l'action  méca- 
nique du  champ  sur  le  courant. 

D'après  les  lois  bien  connues  de  l'action  des  aimants  sur  les  courants,  ce 
vecteur  Vj  est  perpendiculaire  au  plan  de  Vi  et  de  V2  et  proportionnel  au 
parallélogramme  construit  sur  V|  el  V2. 

On  reconnaît  là  la  consiniclion  île.  la  force  centrifuge  comjjosée  de  Coriolis. 
Si  le  vecteur  Vi  rej>r('!sente  la  vitesse  relative  d'un  point  mohile,  si  le  vecleur  Vo 
représente  la  rotation  instantanée  dans  le  mouvement  d'enlrainemenl,  le 
vecteur  V^,  construit  connue  je  viens  de  le  dire,  représentera  la  force  de 
Coriolis. 


LA  THÉORIE  DE  LORENTZ  ET  LES  EXPÉRIENCES  DE  ZEEMAN.  435 

Reprenons  les  équalioiis  du  mouvement  de  la  particule,  en  négligeant  les 
coefficients  a  et  c  qui  correspondent  à  lamortissement,  et  en  supposant  d'abord 
11»  champ  magnétique  extérieur  nul. 

Nous  avons  : 

ri-  u 


(6 

-(- 

'") 

dv- 

-4- 

Au 

^ 

0, 

ib 

H-  /".  1 

dn 

-f- 

A-.' 

= 

", 

(b 

-1- 

III  ) 

d'  IV 

■+- 

/>,.' 

^ 

o. 

Ce  sont  les  ('qualions  du  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe 
proporlionneilemenl  à  la  distance.  Les  vibrations  sont,  comme  on  le  sait, 
elliptiques  et  isochrones. 

S'il  V  a  un  champ  magnétique  extérieur,  nous  devrons  ajouter  à  ces  équations 
des  teruies  dont  l'expression  sera  la  même  que  celle  de  la  force  de  Coriolis. 

Nous  aurons  donc  les  équations  du  mouvement  relatif  d'un  point  attiré  par 
un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  distance;  mouvement  relatif,  dis-je, 
par  rapport  à  des  axes  aniuiés  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  de 
l'axe  des  z. 

Nos  équations  deviendront  : 

d-  Il  dv         , 

i  o  -h  m  I  —, 2  £  -r  +  "  "  =  f>i 

dt-  ni 

d-i-  du        , 

(  o  ^-  m  )  —r-    -I-  7  c  -, h  Ac-  =  o, 

al-  dl 

,  d-  ir 

(  o  -I-  /«  ) ; -(-  AU'  =  O. 

dt- 

\m  coefficient  i  est  proportionnel  à  l'intensité  du  cliauip  magnétique. 
Ces  équations  sont  faciles  à  intégrer.  Le  mouvement  de  la  particule  peut  être 
décomposé  en  trois  autres  : 

i"  Lue  vibration  recliligne  parallèle  à  l'axe  des  z  et  dont  la  période  est  la 
même  que  si  le  champ  n'existait  pas; 

2°  Une  vibration  circulaire  droite  dans  un  |)lan  perpendiculaire  à  l'axe  des  z 
et  dont  la  période  sera  plus  grande  que  si  le  champ  n'existait  pas; 

.)"  l  no  vibration  circidaire  gauche  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
des  z  et  dont  la  période  sera  plus  petite  que  si  le  champ  n'existait  pas. 

Je  désignerai  ces  trois  vibrations  élémentaires  par  îîi,  lin,  Î2;,. 
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(^lU'l  si'iNi  mfiiiili'iiiiiil  Mir  r('lli(M'  ('Xl(''i'i('iir  l'cllcl  do  colle  viIjimIioii  iIo  hi 
|iaiiu'iil(>.  l'oiir  nous  en  rciuirc  t"om|)lf,  luius  iimyoiis  (ju  m  ;i|i|)licjucr  los  for- 
mulos  (If  llcriz  (|iii  nous  lonl  ('(iiiiunlrc  le  cluiiui)  clcolromagnéliquc  [iroduil 
parles  petites  oscillalions  d'une  cliarf;('  ('l(Mlii(|iii'.  (les  loiniidcs  sont  exposées 
dans  le  Mémoire  que  j'ai  cité  plus  liaul. 

l'our  C(;  (pie  j'en  veux  laire,  je  puis  iiiv  coulenler  de  l'énoncé  suivant  :  en  un 
point  tr(''s  éloigné  de  l'excilaleiir,  la  perturbation  se  propajj;e  par  ondes  planes  ; 
le  pliin  de  I  (uule  est  perpendiculaire  à  la  droile  ipii  jouit  l'excilali'U i'  an  point 
considéré;  la  xlliralion  éleelriipie  esl,  à  un  liicleur  constanl  pi('s,  la  projection 
sur  le  |)lini  de  l'ondi',  i\{\  l'oscillalioii  excitai  rici'. 

Nous  devrons  donc  projeter  sur  le  plan  de  Fonde  l(!s  trois  vibrations  i2|  ,12-.,,12;,. 

La  projection  de  iii  sera  toujours  rcclilignc  et  sa  direction  sera  parallèle  à  la 
projection  de  l'axe  des  z  sur  le  plan  de  l'onde. 

I,a  projeclion  d(^  iij  ou  de  ii;,  sera  généralement  elli))li(jue.  Elle  desiendra 
circulaire  si  le  jilan  de  l'onde  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  ;;  ;  elle  sera  recti- 
ligne  et  perpendiculaire  à  l'axe  des  z,  si  le  plan  de  l'onde  esl  parallèle  à  l'axe 
des  z. 

Maintenant,  h^s  vibrations  iii,  Q-,  et  ii;,  ii'ajanl  pas  les  niéines  périodes 
seront  séparées  par  le  speclroscope;  la  vibration  îîi  occupera  le  centre  de  la 
raie;  les  deux  autres  occupeinnl   les  deux  bords. 

.Si  le  plan  de  r(uide  esl  perpendiculaire  à  Taxe  des  ;.,  un  des  bords  sera  donc 
polarisé  circulairemeul  dans  un  sens  cl  l'aulre  dans  l'aulre  sens. 

Si  le  plan  de  l'onde  est  parallèle  à  l'axe  des  z,  les  deux  bords  seront  polarisés 
rectilignenienl,  le  plan  de  polarisation  étant  parallèle  à  l'axe  des  :;;  et  le  centre 
de  la  raie  sera  polarisé  rcctilignemenl,  le  plan  de  polarisation  étant  perpendi- 
culaire à  l'axe  des  z. 

Dans  les  positions  intermédiaires,  il  y  aura  des  traces  de  polarisaliou  ellip- 
ti(pje. 

L'expérience  l'aile  par  Zeenian  a  confirmé  ses  prévisions.  Elle  lui  a  permis, 
en  même  temps,  de  mesurer  le  rapport  de  la  charge  d'un  ion  à  sa  masse  maté- 
rielle, ou  plul(")l  de  se  l'aire  une  idée  (!(•  la  grandeur  de  ce  lapporl. 

Il  est  aisé  de  comprendre  comment;  l'observation  nous  donne  li;  rapporl  des 
deux  cooflicienls  de  nul  r'e  l'ipialion,  £  el  />  \'i)i.  (  )r  £  esl  propoil  lomu  1  d'une 
|)ai'l  au  cliaiiip  iiiai;ni'l  iipie,  (pu  esl   coiiiui,  d'aiili'e  pari    à    la    charge   >'  île   I 

Nous  pouvons  donc  liumcr  le  lappoil    el,  en  liégligeaiil  /',  le  ra|iporl 


ion. 
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l/cxpérience  a  d'abord  luoulrc  (jiic  ce  rapporl  csl  positif;  l'ion  (jiii  chaire  en 
vibration  dans  la  flamme  du  sodium  est  donc  cliarfçé  positivement. 

Quant  à  la  valeur  de  ce  rapporl,  elle  serait  égale  à  lo",  beaircoup  plus 
grande,  par  conséquent,  (ju'on  ne  devait  s'y  attendre.  Les  phénomènes  élecli'o- 
lytiques  avaient  en  eflét  conduit  pcjui'  ce  rapporl  à  une  valeur  beaucouji  |)lus 
petite  et  égale  à  4oo  environ. 

Fitzgerald  a  expliqué  cette  divergence  en  supposant  qu'une  très  fail)le  partie 
de  la  matière  prendrait  part  à  la  vibration;  chatjue  molécule  se  composerait 
d'un  très  grand  nombre  dalomes  :  un  seul  de  ces  atomes  porterait  toute  la 
charge  et  participerait  aux  vibrations  électriques.  Si  sa  masse  est  m  et  si  M  est 

la  masse  totale  de  la  molécule,  les  mesures  électrolytiques  nous  donneraient  ^rj 

et  les  expériences  de  Zeeman  nous  donneraient  —  • 

'■  m 

J'ajouterai  qu'il  n'est  pas  sûi-  que  l'on  ail  le  droit  de  négliger  b,  c'est-à-dire 
de  négliger  devant  l'inertie  de  la  particule,  celle  de  l'étliei-  entraîné.  Mais  cela 
ne  lait  qu'accentuer  la  divergence. 

Jusqu'ici,  j'ai  toujours  raisonné  comme  si  la  particule  chargée  en  mouve- 
ment était  seule;  il  faut  tenir  com[)le  du  mouvement  des  particules  voisines. 
M.  Lorentz  a  l'ait  le  calcul;  je  ne  puis  songer  à  reproduire  ici  son  analyse  qui 
présente  la  plus  grande  analogie  avec  la  théorie  des  diélectriques  dans  les 
hypothèses  de  Poisson  et  de  Mossoli.  Je  me  boru(;rai  à  dire  rpie  les  résultats 
qui  précèdent  ne  sont  pas  altérés  dans  leurs  traits  essentiels  quand  ou  tit^it 
compte  de  l'influence  des  particules  voisines. 

Je  voudrais  seulement  insister  un  peu  sur  rex[)lication  du  phénomène  de 
P'araday,  j)olarisalion  rolaloirc^  magnétique,  dans  les  hypothèses  d(!  Ijorentz. 

Je  repi'oduis  d'abord  ré(|ualion  (i2/|)  de  Lorentz  ('). 

\  'II- 1  \  y-  dV-j  ^        \dx        V-    rf/V 

60C         'dS_       dZ 
dx        dy        dz 

Je  désigne  par  X,  Y,  Z  les  trois  composantes  du  «  moment  électrique  »  (que 
Lorentz  appcdle  M.i,  Mj,  M;).  Voici  ce  que  c'est  que  ce  moment  électrique  : 
considérons  un  élément  do  volume  contenant  \\i\  grand  noudjre  d'ions.  Multi- 
plions la  charge  de  chacun  de  ces  ions  par  la  projection  de  son  déplacement 

(')  La  tliéuriu  de  Maxwell,  Archives  néerlandaises,  I.  \\V,  p.  i33  du  tirage  à  pail. 
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sur  l'nxe  des  x;  «jouions  tous  ces  prodiiils  v\  divisons  par  lp  volum<'  de  iV'l(''- 
incnl,  nous  aurons  X. 

Les  cot'Ilicicnts  a  cl  b  sonl  des  cunslanlt's  cl  A  rcpiéscnlc  lopùralcur  bien 
connu. 

I.'cqualion  a  cic  ('Crilc  sans  supposer  l'aclion  dun  clianip  luagnôlique  exté- 
rieur. .Si  ce  ciiauip  existe,  il  faudra  iulidduire  la  lorce  corres|)ondanle  Pi  nous 
venons  de  voir  <pu'  celle  lorce  avail  pour  composantes  : 

d\  dK 

i/l  al 

]\os  équations  \onl  devenir  : 

DX  —  z—r  =  —  4 1 V  (  -; \-r,  —, —     ) 

c/t  \  dx        \i     dV'  j 

Dans  ces  équalions,  D  représente  l'opérateur  : 

(•'-£)  (-^£)- 

Bornons-nous  au  cas  d'une  onde  plane  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
à  l'axe  des  z.  Alors  Z  est  nul,  J  est  nul,  X  et  Y  sonl  fonctions  de  z  et  de  t 
seuleiueui . 

Il  resie  donc  : 

^Y         d\       k-^  d-^X 

U\  —  £  — r    =     ,T-    — ; —  ) 
dt  V     df^ 

dl  V     df- 

Nous  suppos(u-ons  que  X  el  ^   sonl  proporlionn(ds  à 

sin(  inz  —  ut  ), 


de  sorte  fiue  la  loni'ueiii-  d'onde  soil  — '  el  la  ix'riode  d'oscillalion  — • 
'  "  m  ^  Il 

Nos   ('•(jiialious   nous   doniienl    al(jis   dans    le   cas   d  une    vihiatiou    circulaire 


droite  : 


/    „       "'  \ ,         /   .,  4 1    . 
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Dans  le  cas  d'une  vibration  circulaire  gauche,  il  faudrait  changer  le  signe  de  s. 
Cette  formule  nous  fait  connaître  en  fonction  de  la  période  et  de  e,  la  vitesse 

de  la  propagation  —  dans  le  milieu  envisagé.  C'est  donc  une  formule  qui  nous 

donne  à  la  fois  la  dispersion  ordinaire  et  la  dispersion  rotatoire  magnétique. 

Airj,  peu  de  temps  après  la  découverte  de  Faraday,  avait  proposé  trois  for- 
mules que  nous  pouvons  rapprocher  de  celles  de  Lorentz. 

Voici  ces  trois  formules  : 


d^  X            d-  Y 

'"  dt-        "  dz'  dt 

d^X 

=    dz^  ' 

d^Y            d-^X 
P  df^     '    -dz'dt 

r/-Y 
dz'-' 

d'-X          d'Y 
P  dt'-        "^  dt' 

d'X 
=    dt^-' 

d-^Y          d'X 
P  dt^   -^  '  dt' 

d'Y 

~    dt'  ' 

d"-X         dY 
P  df^        '  dt 

d'X 
=    dt'  ' 

d^Y          dX 

P  df^    ^  '  dt 

d'Y 
~  dt'- 

(I) 


(") 


(iri) 


Ces  équations  conduisent  aux  formules  de  dispersion  suivantes  : 

(  I  )  p  /( -  —  Ein'  n  =z  /Il - , 

(II)  p  /(- —  £«■'       =  /?i'-. 

(III)  p«'- —  £«        =  m'-. 

Les  trois  formules  d'Aiiy  ont  été  comparées  aux  observations;  on  a  trouvé 
que  la  formule  (III)  est  inacceptable,  que  les  formules  (1)  et  (II)  sont  à  peu 
près  équivalentes,  bien  que  la  formule  (I)  soit  préférable. 

Comparons  maintenant  avec  la  formule  de  Lorentz.  Si  b  était  nul,  on  retom- 
berait sur  la  formule  (III).  Ainsi  pour  «  très  petit,  c'est-à-dire  dans  l'infra- 
rouge, la  formule  de  Lorentz  se  confondrait  avec  la  formule  (III).  Il  serait 
curieux  de  faire  des  expériences  pour  voir  si  la  formule  (IHj,  inacceptable 
dans  le  spectre  visible,  peut  s'appliquer  dans  le  spectre  infrarouge. 

Mais  la  formule  de  Lorentz  peut  encore  se  mettre  sous  une  autre  forme. 

Posons 

m       ,  ^  I 

—  =  (vu-<-  £Vi)t7) 
n  V 

en  développant  —  suivant  les  puissances  de  £. 
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Alors  v„  ro|ircsi'iit('r;i  riiulico  do  rél'niction  el  Vf  nii'surora  la  rolalion  magné- 
tique. 

En  négligeant  le  carré  de  £,  on  trouvera  : 

viVo  C 


vs  —  I         n 


C  étant  une  constante;  voilà  où  conduit  la  l'orniule  deLorenlz;  voilà  où  condui- 
rait également  la  formule  (IH). 

Les  formules  (I)  et  (II)  coiiduiraieiil,  au  contraire,  à  une  formule  telle  que 


un, 


où  c  serait  sensiblement  constant. 

La  formule  de  dispersion  de  Lorentz  est  donc  loin  d'être  satisfaisante. 

Il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  la  théorie  de  Lorentz  rend  compte  du  fait 
môme  de  la  polarisation  rotatoire  magnétique,  et  il  est  probable  qu'une  modi- 
fication de  détail  suffirait  pour  rendre  conqjle  également  des  lois  de  la  dis- 
persion. 

Il  suffirait  qu'on  jiût  modifier  les  hypothèses  de  telle  façon  (jue  les  compo- 
santes de  la  forcir  Lorentz-Zeeman,  au  lieu  d'être 


—  s 
fussent 


'^i'     '—t'     "' 


d' Y  </■<  X 

-'^'    '-dF'    °' 

ou 

d' Y  d-'  X 

Les  circonstances  de  la  dispersion  rotatoire  magnétique  se  trouveraient 
expliquées  et  les  expériences  de  Zeeman  s'expliqueraient  tout  aussi  bien. 

Il  est  intéressant  de  comparer  cette  explication  de  la  rotation  magnétique 
du  plan  de  jiolarisation  avec  celle  qu'a  donnée  M.  l'olier. 

Dans  la  théorie  de  Lorentz  comme  dans  celle  de  Potier,  les  molécules  maté- 
rielles sont  entraînées  dans  le  mouvement  de  l'étlier;  mais  dans  la  première  les 
molécules  sont  électrisées,  dans  l'autre,  elles  sont  MiMf;iiéliques,  elles  sont 
comparables  à  de  petites  aiguilles  aimantées.  Dans  la  théorie  de  Lorentz,  le 
champ  magnétique  extérieur  agit  sur  les  courants  de  convection;  dans  celle  <le 
Potier,  il  agit  sur  les  petiUis  aiguilles  aimantées. 
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La  ihéorie  de  M.  Potier  rend  mieux  compte  des  lois  de  la  dispersion  lola- 
toire;  en  revanche,  on  ne  voii  pas  très  bien  comment  sous  sa  forme  actuelle  elle 
expliquerait  l'expérience  de  Zeeman. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  semble  qu'il  y  a  un  lien  intime  entre  le  phénomène  de 
Zeeman,  et  celui  de  Faraday. 

L'explication  de  l'un  ne  peut  guère  être  cherchée  indépendamment  de  celle 
de  l'autre. 


H.  P.  -  IX.  ,  56 


LA  THEORIE  DE  LORENTZ 


i;t 


LE   PHÉNOMÈNE  DE  ZEEMAN 


L Eclairage  électrique,  I.  19,  p.  'i-iS  (8  avril. 1899). 


Introduction. 


La  découverte  du  triplel  de  Zeeman  parut  un  instant  une  confirmation  écla- 
tante de  la  théorie  de  Loreutz.  Mais  bientôt  après,  M.  Cornu  découvrait  que  la 
plupart  des  raies  ne  se  décomposent  pas  en  trois  dans  le  champ  magnétique, 
mais  bien  en  quatre  comp'osantes  dont  deux  polarisées  parallèlement  au  champ 
et  deux  perpendiculairt'iiienl.  Bien  plus,  MM.  Becquerel  et  Deslandres  ont 
mon I  ré  que  dans  certains  Iriplels  du  fer,  c'est  la  raie  médiane  dont  le  plan  de 
polarisation  est  parallèle  au  champ  et  les  deux  raies  extrêmes  (|iii  sont  pola- 
risées perpendiculairement  au  chainji. 

La  théorie  de  Loreutz,  sous  sa  loriiie  |)rimltive,  paraissait  incapable  de  rendre 
compte  d(!  tous  ces  faits;  aussi  M.  Lurenlz  la  niodilia-t-il  en  v  introduisant 
l'hypothèse  des  ions  complexes  demi  nous  parlerons  l)ientôl.  La  théorie  perdait 
ainsi  sa  simplicité  séduisante;  il  v  a  lieu  cependant  d'eximiiiiei-  dans  quelle 
nu;sure  elle  est  devenue  conftuine  aux  faits  obsei'vés.  C'est  cet  exaiiicii  ipir  je 
me  propose  de  faire. 

Soient  y,  i-,  //,  le  déplacement  ('jcciiitpie  ;  X,  Y,  Z,  la  polarisation  diélec- 
trique; l'équation  déduite  des  conditions  de  l'équilibre  des  particules  cliargées 
sera  de  la  forme  : 
,  ,  ,  d-^\       X        .      X 
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l  l'I  L  ctanl  des  coefficients  conslant>.   D'autre  part,  si  l'onde  est  plani;  et  le 
plan  (le  l'onde  perpendiculaire  à  l'axe  des  z,  on  a  l'équalion  : 

-r-,  -f-  Nil  —7^  =  Kii  — r—  1 
dz'-  tll-  dr- 

— ^r  étant  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  vide. 

\/K„ 

Supposons  maintenant  (pie  la  lumière  soit  uionochromatique  ;  alors  cliacune 
de  nos  fonctions  /',  g,  h,  X,  \,  Z,  sera  égale  à  la  partie  réelle  d'un  produit 
dont  le  premier  facteur  est  constant  el  dont  le  second  facteur  est  l'exponen- 
tielle 

On  a  donc 

-—  représente  la  période  de  mouvement  vibratoire  el  n  l'indice  de  réfraction. 
Nos  équations  deviennent  alors  : 


x(i-.,-)=/.^, 


(«) 

d'où 

c'est  la  relation  (pii  relie  l'Indice  n  à  la  période  —  »  c'est  la  courbe  de  dispersion. 
Les  raies  d'aljsor|)ii(in  coirespondenl  aux  asvmptotes  de  la  courbe  de  dis- 
persion paice  (|uc  dans  le  voisinaj^e  de  ces  asymptotes  on  n'a  plus  le  droit  de 
négliger  un  terme  en  -^  qui  devrait  figurer  dans  l'équation  (i)  et  dont  dépend 
l'absorption    . 

Si  donc  l'équation  (2)  était  exacte,  il  n'y  aurait  qu'une  raie  dans  le  spectre. 
On  est  donc  obligé  de  modifier  un  peu  l'Iiypollièse,  en  supposant  des  parti- 
cules chargées  de  plusieurs  sortes. 

Soient  alors  Xk,  Y|^,  Z|^  les  composantes  de  la  polarisation  partielle  due  aux 
particules  de  la  A-'*™"  sorte,  de  telle  façon  que  la  polarisation  totale  X,  Y,  Z 
soit  la  somme  des  polarisations  partielles  et  qut>  Ton  ait  : 

(3)  X  =  £Xk. 
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Daiiliv  jiai'l.  on  aura  une  série  d'équalions  analogues  à  l'équation  (  i)  : 

.     ,/-Xk       \r       ,.      X 
'■'^  ^77^ -^  Lk  =•/ +  3  ' 

d'où  l'on  iléiluira  les  équations  : 

Eu  éliminant  X  et  les  X^  entre  les  équations  (3),  (4)  et  (a),  on  obtiendra 
l'équation  de  la  courbe  de  dispersion. 

\  oici  comment  peut  se  faire  cette  élimination. 
Posons  : 


Xs. 


Xos  équations  (4)  peuvent  s'écrire,  en  se  rappelant  que  X  =:  -«Xk  : 

_^(*_^.<I..-/X)  =  o. 

Nous  pouvons  alors  trouver  des  combinaisons  linéaires  des  X^  que  nous 
appellerons  Xk  et  qui  sont  telles  que  si  l'on  prend  les  XJ^  comme  nouvelles 
variables,  les  deux  formes  quadratiques  <!•  et  ^i  se  réduisent  à  des  sommes  de 
carrés. 

Nous  pouvons  donc  toujours  supposer  : 

<i.=y^^\      *,=V2^,      x=Vx'k. 

Nos  écpialions  deviennent  alors  : 

rfXK 

OU  bien  : 

(5)  (/'R-/'^)X'k="k/ 

d'où  en  combinant  (5)  et  (a)  : 

Telle  est  l'équation  de  la  courbe  de  dispersion  ;  on  voit  que  les  raies 
d'absorption,  c'est-à-dire  les  asymptotes  correspondent  aux  valeurs 
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Polarisation  rotatoire  magnétique   et  phénomène   de   Zeeman. 

Examinons  maintenant  Taction  d'un  champ  magnétique  intense  a,  [3,  y;  nos 
équations  en  tenant  compte  de  l'action  mécanique  de  ce  champ  sur  les  ions 
deviennent  : 

.     d-Xii       Xk        ,      X  /^A'k  '^^k  ,/\ 

£^  étant  un  nou\eau  coelfîcienl.  Supposons  d  abord  le  champ  parallèle  au 
rayon,  c'est-à-dire  à  l'axe  des  z.  Supposons,  en  d'autres  termes,  a  =  ^  =  o. 
iNotre  équation  deviendra,  en  tenant  compte  de  (  «)  : 

,     d^XK       Xk  I  X  ^Yk 

dt-  J-K        II---  1         3  dt 

et  nous  aurons  de  même  : 

.     d^\^         Yk  ■  Y  r/XK 

dt-  l-h        "- — I         3  dt 

Examinons  comment  se  comporte  un  rayon  circulaire  droit.  J'ai  dit  que 
chacune  de  nos  fonctions  y,  X,  X^  est  la  partie  réelle  d'un  produit  dont  le  pre- 
mier facteur  est  une  constante  et  le  second  une  exponentielle  ima^^inaire.  Eh 
bien,  ce  qui  caractérise  le  rayon  droit,  c'est  que  ff,  Y,  Yg^  sont  les  parties  ima- 
ginaires de  ces  mêmes  produits,  de  sorte  que,  si  nous  posons, 

UK=XK+nh,       u  =  x-f-a-, 
U  et  Un  seront  ces  produits  eux-mêmes  et  qu'on  aura  : 

II       Vu  '''Jk  ■     II  d-Uh 


Nos  équations  nous  donnent  alors  : 


d'où  : 


Uk         ,,    ,,  U  U  .  ,, 

En  L'iiiiiluiinl  les  U^  Gulre  ces  équations  et  se  rappelant  que  U  =  — Uk,  on 


446  LA  THÉORIE  DE   LORENTZ   ET  LE  PHÉNOMÈNE   DE   ZEEMAN. 

Irouvt'iilit  la  relation  L'iilrc  /(,  /)  cl  y,  ce  (|iii  iicriiiellrail  de  cuiislniirc  la  courbe 
de  dispersion.  Pour  l'aire  celte  éliniiualiou,  je  pose  : 


'k, 


H  =  <I>  —  //-  <l>i P  T  *- 

//- —  i 


Nos  équations  deviennent  : 


'/Uh       " 


et  à  cause  du  tliéorènie  des  l'onclioiis  lioniogènes 


e=  -  YUr-^^  =o. 

Nous  pouvons  regarder  n  el  les  IJ^  comme  des  fondions  de  tieux  variables 
indépendantes/?  et  y;  en  différentiant  par  rapport  à/?  je  trouve  : 

dH  fin        de       yi    de    dlh  _  dB  du        de  _ 
dn  dp        dp       ^^  «JUh     dp         dn  dp        dp 

et,  de  même,  en  dillérenliant  [wr  rapport  à  y  : 

de  dn        de  _ 
dn  df        d'( 

La  première  de  ces  équations  nous  fait  counailre  -^  t  c'est-à-dire  les  varia- 
lions  de  l'indice  avec  la  couleur;  la  seconde  nous  fait  connaître  -^  dont  dépend 
la  polarisation  rotaloire  magnétique. 

Or  il  vient  : 

(M  ,  de  ,  , 

ou  en  négligeant  le  second  terme  : 

de 


dp 


i^  dn        dn  .  ■        i_-  ■   i  ■  i 

iJonc  -,-  et  -;    sont  entre  eux  coi '. <P|  el  <1>;.  Si  1  on  miiihom'  iiue  le  rai) 

dp        df  1111 
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port  do  <l>i  ù  •!>:,  est  à  peu  près  constanl  (ce  qui  serait  rigoureusenienl  vrai  si 


les  £|i  étaient  entre  eux  comme  les  ?,,^),  on  pourra  dire  que  -j^  est  sensiblement 


1  ,   rin 
proportionnel  a  —  • 

Pour  avoir  les  asymptotes  de  la  courbe  de  dispersion,  c'est-à-dire  les  raies 
d'absorption,  il  faut  faire  /i:=oo  et  regarder  p  comme  une  fonction  de  y.  On 
trouve  ainsi  : 

d^  dp      rfe  _ 

IJ,  df  "^  ^'  ~  "' 

d'où 

d/>   _  *:, 

formule  (jui  nous  fait  connaiire  le  déplacement  de  la   raie  d'absorption  par  le 
champ  magnétique  en  supposant  la  polarisation  circulaire  droite. 

Si  nous  avions  affaire  à  un  rayon  circulaire  gauche,  il  aurait  fallu  poser 

Uk  =  Xr—  'Vh, 

nous  aurions  retrouvé  l'équation  (i)  sauf  que  le  signe  du  terme  en  •■  aurait  été 
changé.  Nous  aurions  donc  obtenu  les  mêmes  résultats  à  cette  différence  près 

1        •  1     du         dp  ■      ,    .      I 

ciue  le  signe  ue  -;-  et  -7-  aurait  ete  clian"c 

1  '^  (/•(         //y  ^ 

La  différence  d'indice  des  deux  rayons  droit  et  gauche  est  donc  2Y-7-:  donc 

la  polarisation  rota toire  est  proportionnelle  ày>-^;  d'après  le  résultat  obtenu 

plus  haut,  elle  sera  sensiblement  proportionnelle  à  p  -p]  c'est  la  loi  récemment 
énoncée  par  M.  H.  Becquerel. 

La  raie  d'absorption  qui  correspond  au  nombre  p^^  se  décomposera  en  deux 
qui  correspondront  aux  nombres 

et  qui  seront   polarisées   circulairement,   la   première   à    droite,  la  seconde  à 
gauche. 

Dans  le  cas  mi  !<■  rtivcn  fst  painUclc  tni  clniitip,  la  lliéoric  de  Lmeutz 
rend  donc  bien  compte  des  .faits  obser^'cs. 
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Rayon  perpendiculaire  au  champ. 

Supposons  iiKiinlcnanl  (|ue  le  rayon  suil  perpendiculaire  au  champ,  soit  par 
exemple  :  |3  =  y  =:  o. 

Nos  équations  deviennent  : 

.     rf-Xn       Xk       ,.      X 

'K  —J—   -+-  -j—  =./  -I-     .,1 


^^^  <''^^^rK="-^  3+^'^"^' 


'/^Vk        Vk  y  du 

/.K  —777-  +     ,-=/(-+-         —  Ek»  —TT  • 

at-  I.K  3  al 


On  aura  d'ailleurs 

{ri---i)/=X,        (/('-- i)i-  =  Y. 

Mais  la  relalion  entre  //  et  Z  serait  difî'érenle.  On  a,  en  ellet  : 


•^    «/         'V^    «A    _ 

^J  dx      ^  dx 


Si  l'onde  est  plane,  les  dérivées  prises  par  rapport  à  x  et  à  y  sont  nulles  et 

cette  équation  se  réduit  à  : 

dh        d'L 
az        riz 

ou  puisque  /(  et  /  doivent  être  des  fonctions  périodiques  de  :■  : 

(8)  h-t-'/.  =  o. 

Des  équations  (6),  (7)  et  (8)  nous  pouvons  tirer  les  conclusions  suivantes  : 

I  "  Pour  a  =  o,  c'est-à-dire  (juand  il  n'y  a  pas  de  champ,  on  a  Z  =  A  ^  Z,;  :=  o, 
c'est-à-dire  que  les  vibrations  des  particules  comme  celles  de  l'éther  sont  trans- 
versales ; 

2"  Si  a  est  très  petit  du  preiuicr  ordre  (un  cli;iin]i  de  00000  unil(''S  qui  pro- 
duit le  dédoublement  des  raies,  mais  un  dédouhh'ment  très  faible,  ])eul  ('ucore, 
à  ce  compte  être  regardé  couime  Irrs  pelil),  les  (jiiaiilih's  A,  Z  cl  Z,,  seront  liés 

petites  du  premier  ordre  ;  le  Irriiie  e^a  ——-  serii  dune  du  second  ordre  el  j)oiiira 
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être  négligé  et  il  viendra  : 

d-  Xr       Xr  X 

'■■^-^7^  +  û  =/+ 3' 

.     ^^Yk        Yk  y 

dl-  l,R  i 

cesl-A-ilirc  que  le  cliaiiip  n'aura  aucune  Influence. 

Ainsi,  /(/  théorie  de  Lurent  z  sous  sa  for  nie  primitive  n'est  pas  plus 
capable  d^ expliquer  le  trijdet  de  Zeenian  que  le  quadruplet  de  Cornu. 

On  a  longtemps  cru  le  conUaire  cl  je  l'ai  nioi-uit'iiie  écril.  Cesl  que  se 
croyant  en  ilroil  d'envisager  les  «  vibralious  propres  »  d'une  particule  ou  d'un 
système  de  particules  en  laissant  de  côté  l'action  de  l'éther  on  faisait  dans  les 
équations  (6)/:=^=  h  =  o.  Cela,  on  n'a  pas  le  droit  de  le  faire,  car  l'équa- 
tion (8)  est  une  véritable  équation  de  liaison  entre  les  mouvements  de  l'éther 
et  ceux  des  particuli's. 

J'arrive  à  une  généralisation  de  la  théorie  donnée  par  M.  Lorenlz  lui-même. 


Théorie   des   ions   complexes. 

Supposons  (|ue  nos  ions,  au  lieu  de  .se  comporler  connue  àv  siuiples  piunls 
matériels,  soient  formés  d'un  svsième  dynamique  plus  compliqué  comprenani 
plusieurs  points  matériels  qui  pourront  ôtre  assujettis  à  des  liaisons  quel- 
conques. Je  choisirai,  pour  représenter  l'état  du  système,  des  coordonnées 
généralisées  quelconques  que  je  désignerai  par  Tr. 

Soii  II  lu  force  vive  des  ions,  ce  sera  iinv  forme  (juadralique  homogène  pur 

rapport  aux  — ^  ■  .Soit  l*.j  l'énergie  [)otentielle  due  aux  actions  mutuelles  des 

ions;  à  cause  de  la  petitesse  des  déplacements,  ce  sera  encore  une  forme  qua- 
dratique par  rapport  aux  Tr.  Soit  — Pi  l'énergie  potentielle  due  à  l'action  élec- 
trostatique de  l'éther  sur  les  ions  ;  nous  pourrons  supposer  : 

l'i=/X-4-i,'Y-(- AZ; 

X,  \  ,  Z  repiéseuluul  toujours  les  composantes  de  lu  polarisation  dieleclriquc 
seront  des  formes  linéaires  par  rapport  aux  Tr. 

Soit  enfin  :  ilW  i^ôTr  le  travail  virtuel  des  forces  dues  à  l'action  du  champ 
magnétique  sur  les  ions  qiuind  ces  ions  subissent  des  déplacements  virtuels,  oT|^. 
H.  P.  —  IX.  57 
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Les  L'(iu;ili()iis  lie  Lai;riiiii;i'  nous  (Ihulii'uI  : 

,/ll  >/['■,        d\\ 


^Tk       (/1k        '/Tu 
dt 


t)r,  cOTiiinc  11(111-;  mvoiis  loiijoiirs  les  i'(|u;ilioii.s  (  j)  cl  (8),  il  \içiil  : 

\  2  II-  —  2  2   / 

d'où  : 


d    /,,^       X=-i-Y^        ■/.- 


'/Tk  r/'I'lv  V      "  ■.«/(-—?,  2 

Si  nous  Miiildiis  rliri-rlicr  les  ;i.s\  iiiplulo  ilc  Im  coiirlic   de  dispersion,   il  hiul 

i';iire  n  ^=  -n  el  il  resie  : 

"'Il  "'     /i.         ''•-■\       w 

—  (I^^+    2  j  =  ^^'>- 


,(/Tk        (/'i  k 


On  peut  loiijoiiis  supposer  ([iie  les  T,;  aieiil  élé  choisis  de  lelle  sorle  que  : 

el  noire  e(iii;ilioii  devienl  : 

d-'\\  „_        ... 

-jjr  -+-/'hTK=Wn. 

Les  W  1^  soiil  e\  ideinuieiil  des  loriiies  liiiéiiires,  d'une  piiil  p:n'  r;ip|)ort  ;i  «, 
(3,  y,  d'iiiilre  piirl  p;ir  riip|ioii  ihi\  •  De  jdiis,  ImcIiou  d'un  eliiiiiip  iiiiij;né- 
liipie  sur  un  ciMir:iiil  l'sl  loujouis  perpendiciiliiire  ;ï  ce  coiir:iiil;  dans  le  cas  du 
niouveineiil  dus  ions,  où  il  s'agit  d'un  courant  de  convection,  cotte  action  du 
champ  sera  perpendiculaire  à  la  vitesse  de  l'ion  et  son  travail  sera  nul.  On 
aura  donc  idenli({ueiiient  : 

d-V\ 


2^Wk—  =0. 


Si  hi  lumière  es!  iiKjiiocliroiiiiiliiiue,  on  a 


'/Tk  .    ,,,  ""Tk  .,,p 


Voici  le  sens  île  hi  preuiièri;  do  ces  deux  équations  :  T^  est  la  partie  réelle  du 
produit  d'un  l'acleiir  constant  et  d'unie  (îxponiuitielle  imaginaire.  Ce  produit 
lui-môme  satisfera  aux  inômes  é(jualions  «pie  1\.  Nos  équations  comportent 
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ainsi  une  solution  imaginaire  plus  aisée  à  traiter  que  la  solution  réelle,  et  d'où 
il  est  facile  de  déduire  cette  solution  réelle.  C'est  cette  solution  imaginaire  que, 
par  un  artifice  bien  connu,  je  substitue  à  la  solution  réelle. 

r/'V 

Soit  V^  ce  que  devient  \\  ^  quand  on  y  remplace  les  -j-  par  les  T,  (in  iiiini  : 

Wk  =  -7'Vk,        lVKTh  =  o, 
il'où 

l'ainii  les  \  a  leurs  de  ji^.  je  suppo.se  qu'il  y  en  ail  /i   :  /'i ,  /'•_. i),,  ipii  siiii-iil 

égales  entre  elles  de  sorte  que  : 

Supposons   que   dans   les   equalions    (  (j  |   h-   cliniup   a,   p,  y,   soit  nui,   cl   fai- 
sons/J=/?i,  il  viendra  : 

Tk:>o     (K^/(),         Tr=o     (K,    /(). 

Si  le  champ,  sans  être  nul,  est  très  petit,  les  T^dont  l'indice  est  plus  grand 
que  /(,  sans  être  nuls,  sont  très  petits.  On  peut  donc  les  négliger  dans  les 
seconds  membres  des  équations  (9)  doni  tous  les  termes  contiennent  des 
composantes  du  (;liani|i  en  t'.icleiir.  Si  donc  \  ^  esl  ce  ([ue  devient  \k  quand  on 
y  annule  tous  les  T  dont  l'indice  esl  plus  grand  que  /(,  nos  equalions 
deviennent  : 
(9*")  (/>';  — /'=)Tiv  =  — //>v;,    (K  =  i,  2, ...,  «). 

l'osons  : 


S  =  / 


P-  —  P\ 


Si  je  pose,  en  outre,  /)  =/')  +  ây;,  comme  ô/>  sera  très  petit,  j'aurai  approxi- 
mativement 

S  =  •>  /  S/< 

et  nos  equalions  fleviendionl  : 

.STk-h  V"k  =  o. 

Ce  sont  là  //  équaticms  linéaires  entre  les  /;  variables 

T,,     T„     ...,     T„; 

en  égalant  à  zéro  le  déterminant  de  ces  equalions,  on  aura  une  équation  en  S 
algébrique  et  du  «'•■""'  ordre.  Aux  11  racines  de  cette  équation  correspondront 
n  raies  qui  proviendront  du  dédoublement  de  la  v&\e p=^pi. 
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A  causoilc  1  idoiililé 
(loi  SV"KTk=o, 

collf  ('(iiKilioa  st'iii  iriiiic  tonne  loulc  iiiirliculii'ic.   Pour  le  l:iire  comprendre, 
j'écris  coinplèlciiu'ul  r('(HKilioii  en  sii|i|ios;iiil  n  =  4- 


(>■) 


.Ir  ilis   i|iii'   I  (Min^l  1(111  ;i   ses   imcuics  pureniciil   iiiiiii;iiiiiiic.s  ;   (■iivisiij;(;oiis,  en 
illcl.  It',-.  f(|iiiilioiis  ilillureiiliellcs 


S 

II 

b 

c 

—  Il 

S 

d 

c 

-b 

—  (/ 

S 

s 

—  c 

!■ 

-  /■ 

S 

lit 


=  v;(. 


ce  soiil  (k'N  é(jiialioiis  linéaires  à  coetïicienls  conslanis  doni  la  soliilion  dépend 
des  exponenlielles  c^"'.  De  |iliis,  à  cause  de  l'idenlile  (lo),  celle  soliilion  iloil 
satisfaire  à  la  condilioii  : 

vTii  =  consl., 

ce  (|ui  serait  iinpossii)le  si  la  jiailie  rebelle  de  S  était  positive  ou  néi;ative. 

Les  71  valeurs  de  S  étant  doue  purement  imaginaires,  les  n  valeurs  de  hp 
seront  réelles,  de  sorte  (jue  les  n  raies  de  dédoublement  existeront  cflecti- 
veiueut. 

De  plus,  les  racines  de  léqualion  en  S  devront  être  deux  à  deux  égales  et  de 
signe  contraire;  c'est-à-dire  que  les  raies  dédoublées  devront  être  deux  à  deux 
symétriques  par  lajiport  à  la  raie  primitive.  Si  n  est  impair,  une  des  racines 
iloil  être  nulle  et,  par  conséquent,  l'une  des  raies  dédoublées  coïncide  avec  la 
raie  primiiive.  En  définitive,  il  suKil  de  laiie  n  =:  3  pour  retrouver  le  triplel  de 
Zeem;ui  cl  //  -^^   I  pour  trouver  le  iniiidniplel  de  Cornu. 

Telle  est  bi  lliciirie  des  ions  complexes  imaginée  par  M.  Lorentz. 


Isotropie   dans  le  plan  de  l'onde. 


Il  rcslr  à  voir  s  d  e>l  possible  Av  sulislinrc  aux  rondilions  de  symeirie  qui 
s'imposent  à  nous.  Supposons  ipie  l'on  change  d'axes  de  coordonnées,  en 
conservant  l'axe  des  z  qui  est  pei  peudiculaii-e  au  plan  de  l'onde,  mais  en  faisant 
tourner  les  axes  des  x  et  des  _)•  d'un  angb?  quelconque. 
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.    Le  milieu  étani  isolro|ie,  nos  équalions  ne  devront  pas  clianger. 

Nous  sommes  ainsi  con<lnil  à  ilisliniiuer  parmi  les  coordonnées  Tj^  deiix 
catégories  différentes  :  les  (■(iurdunitrcs  rrchuicllcs  (^n  srroni  les  composanles 
<le  vecteurs  (ixos  dans  l'espace,  mais  donl  les  proji'cliiins  Mir  les  axes  \anrri(iil 
d'après  les  lois  ordinaires  quand  ou  Icia  lounici'  ces  axçs  ;  les  radiilinnircs  si-a- 
hiiies  (jui  ne  \arieronl  pas  (piaiid  les  ;i\is  lnuruci-onl. 

Supposons  (pie  l'on  ail  //  --  '\.  cl  ipie  nous  iiyons  dciiv  cdonlunuccs  nccIo- 
riidles  \|^  et  ^  u,  compo>anlc-<  d'un  lucnu'  \cclcur  cl  dcu\  coindoiiuccs  sca- 
laires T|^  el  T'u.  Nos  ('(lualions  s'cciinuil  : 


(Stler)- 


SXii 


Vi  =  SYK-HV'.  =  STk 


V,  =  STk 


\  ',, 


.s 

tr^ 

ba 

<:  j 

"T 

S 

/>? 

—  ca 

ba. 

-6P 

S 

''T 

c[i 

COL 

-'h 

S 

Quand  les  axes  tourneroni  iFLin  angle  o,  les  quant lU's  Nj^-f-/^,^,  a  +  <p 
seront  multipliées  par  e'?  et  les  quantités  conjuguées  par  e  '?.  Donc  \  ',  +  A', 
doit  être  également  multiplié  par  e'?,  V-  et  V',,  ne  doivent  pas  changer. 

J'en  conclurai  qiu-  notre  équation  (  i  1  )  ddil  T'Irc  de  la  lornu'  suivantes  : 


(  1 1  his  1 


Ce  n'est  pas  tout;  le  milieu  n'est  pas  seulement  isotrope,  il  est  symétrique; 
nos  équations  ne  doivent  donc  pas  changer  quand  on  remplace  notre  système 
d'axes  par  un  système  symétrique  (le  plan  de  symétrie  étant  le  plan  des  xz, 
par  exemple). 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  distinguer,  parmi  les  coordonnées  vectorielles, 
celles  de  la  première  et  de  la  deuxième  sorte,  selon  que  le  vecteur  correspon- 
dant conserve  son  signe  ou  change  de  signe  quand  on  passe  d'un  système 
d'axes  à  son  symétrique  et  nous  distinguerons  de  même  parmi  les  coordonnées 
scalaires  celles  de  la  première  sorte,  (pii  conservent  leur  signe  et  celles  de  la 
deuxième  qui  en  chang(^nl. 

Nous  voyons  ainsi  cpu'  quand  y  change  de  signe,  y,  a,  Y,^  et  T];^  doivent 
changer  de  signe,  c'est-à-dire  que  Xj^et  \^  sont  des  coordonnées  vectorielles 
de  la  première  sorti;,  TJ^une  coordonnée  scalaire  de  la  première  sorte,  T]^  une 
coordonnée  scalaire  de  la  deuxième  sorte. 

En  développant  le  déterminant  (1  1  bis)  im  trouve  : 

S*-l-  S -(/)'- 7- H-  6-a--i-  62fJ--l-  C-Z--I-  c- j"i--i-  it--;-)  +  {"  (/'(--+-  hcv:-+  6c  [i-)-  =  o. 
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Si  l'on  fnil  l'nno  dos  «niatro  hvpotli('>si's 

Il  =z       b,     </'=       c:         Il  =       c,     r/  =       b; 
11=  —  />,     rf  =  —  r;         a  =  —  c,     1/ =  — b; 

les  racines  (le  cette  équation  ne  dépendront  que  de  la  somme  a- +  |3-'  + y- ; 
en  d'antres  termes,  elles  dépendront  de  l'intensité  du  champ  et  pas  de  sa 
direction. 

L'écai  li'iui'nl  des  raies  dédouLlt'es  s(uait  (hinc  le  ménitt  (lue  le  cliauqj  soit 
paiallèlc  ou  peipendieulaire  au  rayon.  En  est-il  efl'ectivement  ainsi  ?  L'expé- 
riiMiee  ne  paraît  pas  défavorable  à  celle  lijpollièse,  mais  je  ne  crois  pas  que  des 
uu^sures  assez  précises  aienl  été  faites  pour  qu'on  puisse  rien  affirmer. 

Supposons  (3  ^  o  et  étudions  les  conditions  de  la  polarisation;  il  finit  pour 

Y 

cela  déterminer  le  rapport  :^  pour  les  quatre  valeurs  de  .S. 

l'our  que  la  polarisation  soit  reclilit;ne,  le  ]>lan  de  polarisation  étant  perpen- 
diculaire à  la  composante  du  champ  normal  au  rayon,  il  faut  que  Y|^  s'annule. 
En  faisant  Y^^:  o,  on  trouve  : 

.S- -f-  b-  -j.-  ■+-  cl'  Y'  =  u, 
ce  fMii  concorde  avec  (1  1   bis)  si  Vnn  siq)pose  : 


PiMir  que  la  polarisaliou  soil  recliliï;ui'.  le  plan  de  polaiisa lion  étant  parallèle 
a  1.1  coiiiposaMtc  (lu  clLiriip  uoiiiial  an  ra\iin.  d  l.iiit  fane  X^  =11.  d'où  : 

S- -T-  c-  X-  -f-  il- y-  =  o, 

ce  qui  concorde  avec  (1  1  ùis )  si  l'on  suppose  : 

«  =  6,         (/  =  c. 

Dans  les  deux  cas.  il  v  a  ih'ux  raies  ("raies  moyennes  )  dont  la  polarisation  est 
loujours  ri'ctiligne,  el  (pii  disparaissent  pour  a^o,  el  deux  raies  (raies 
l'Xtréines  j  dont  la  polarisation  est  rectilione  pour  y  =  o,  elliptique  en  général, 
et  circulaire  pour  a  =  o. 

Dans  la  picmière  hypothèse  (ri  =  c,  d=b),  la  polarisation  des  raies 
moyennes  est  perpendiculalri'  au  chiiuqj,  celle  des  raies  extrêmes  paiallèle. 

Dans  la  seconde  hypothèse  (n  =  f>,  r;  =  d),  c'est  le  contraire. 

C'est  donc  la  |)reruière  h\polhèse  rnii'  l'expi'ricnce  seuilde  confirmer. 
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Isotropie   dans   l'espace. 


Mais  nous  n'avons  pas  encore  rempli  luiiles  les  (miiuIiI  kiiis  de  syrii(!'lri('  du 
problème. 

Nos  équations  doivenl  rester  les  mêmes  f[uelle  que  soil  l'oriental  ion  du  plan 
de  l'onde,  puisque  le  milieu  est  isotrope;  de  jdiis  le  milieu  n'esl  pas  seulement 
isoti'ope  sans  symétrie  (comme  l'essence  de  lérelienlliine  par  exemple),  il  est 
isotrope  et  SJmélriqu(^  Les  ('(pia lions  ne  doneni  dmic  pas  cliaii^er  quand  on 
riMiiplace  le  sysièmedes  axes  par  un  système  svmeiricpie  par  rapport  à  l'ori^im'. 

Aoiis  sommes  ainsi  coiiiluil  à  disliii^uer  deux  sorles  fie  coordonnées  : 

l"  Les  coordonnées  vechjrielles  que  j'appidlerai  \|^.  \|^,  Z,,^  el  (pii  seront  les 
composantes  d'un  vecleiir; 

2"  Les  coordonnées  scalaires  que  j'ap|)ellerai  l'i^  el  (pii  seroni  loul  à  l'ail 
indépendantes  du  choix  des  axes. 

(  .ela  lioM',  par  raison  de  s\mi''lrie  : 

l"  H  sera  une  eiuuluÈinisdii  liui'aire  d'expre^sKuls  d  urw  des  ipiatre  tdiUH's 
suivantes  : 

lit    ~7ïr      TTt     Tir       (it    Tit  '        ^1       Tir 

[I  jieul  iMre  éj;al  à  k )  ; 

a"    Pj  sera    uni'   conihinaisoii   lim'aire   d'exiiressiuiis   d'une    des    l'ormes    sui- 


vantes : 


X K  X ,  -t-  "^' K  ■^  I  +  '/■  k  Z ,  ;     'ih'\',: 


■i"   Pi=yX  +  ^''^   -\- li'L  est    une  combinaison   linéaire  d  expressions   de  la 
tnrme 

/Xh-l- A' YK-t-ZtZh; 

4"   L'expression  i\  ,j  ôTi^  sera  une  combinaison  liiK'aire  d'expressions  de  la 
forme 


Xk      Yk      /-Il 

oX/     3Y,     3Z,- 


X,        Y,        Z, 

5Xic     SYk     27,k 


T/       aXiv    H- ^îYk    +",'Zk 
ST,-     a  SXk  -t-  S  ôYk  -h  ','  2Zk 
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On  voit  que  dans  Po  el  II,  les  leniies  qui  dépendent  des  X,  ceux  qui 
dépondent  dos  Y,  ceux  C[ui  dépendent  des  Z,  ceux  qui  dépendent  des  T  sont 
onllèronii'ut  séparés  les  uns  de's  iuilros.  Soient 

I'..     IV'     11-^.     •''; 
II,.,    11,,     11-     11,; 

ces  huit   ensonibles   de  leimes,    I*,   roproscnUinl    p;ii'  exoni|)ie   rensemldt;  des 
Irrnit";  ilo  l'j  qui  dépendent  des  X. 

iNoMs  pouNuns  clidisir  les  X,;  et  les  T^,  de  telle  façon  (\\\o  : 


et  alors  on  verrait  que  H,  ol  P,  sont  l'orniés  avec  les  Y,  et  II;  et  P;  avec  les  Z 
comme  Hj,  et  P.r  le  sont  a\('c  les  X. 

On  oliticndra  ainsi  une  série  d'équations  analogues  aux  équations  (9) 


7-k(/'i1-/'-)-+-Z;:7^  =  ^K: 


o"  £k>  ■'iii!  Çri  "^Rsont  des  quantités  qui  jouent  par  rapport  à  Xr,  Yr,  Zr,  Tr  le 
même  rôle  que  jouait  —  ipN  par  rapport  k  Tr  dans  les  équations  (9). 

Nous  allons  traiter  les  équations  (12)  comme  nous  avons  t'ait  des  équa- 
tions (9).  Les  seconds  membres  des  équations  (12)  comme  ceux  des  équations  (9) 
sont  très  petits.  Annulons-les  en  première  approximation  et  faisons  p-=pi] 
nous  obtiendrons  une  série  d'équations  linéaires  entre  les  quantités  Xr,  Yr, 
Zr,  Tr.  En  vertu  de  ces  équations,  un  certain  nombre  de  ces  quantités  s'annu- 
leront. Par  exemple,  Xr  s'annulera  si  /Jr  n'est  pas  égal  k  pi  et  Tr  si  (/r  n'est  pas 
égal  à/»i.  De  plus,  celles  de  ces  quantiti-s  qui  no  s'annuleront  pas  pourront  no 
pas  rester  indépendantes,  mais  il  pourra  y  avoii'  cnlro  elles  certaines  relations 
linéaires. 

Pour  mieux  mettre  le  fait  on  ('vidonco,  je  distinguerai  parmi  les  Zr  deux  caté- 
gories ;  ceux  pour  losqu(ds  -pr^  sirra  nuilo  et  que  j'appellerai  les  Z'r  ;  roux  pour 

lesquels  c(!ttc  dérivée  ne  sera  pas  nulle  cl  que  j'appellerai  les  Zr.  J'appel- 
lerai Xii  el  Y'r  les  Xr  (^l  les  ^  i^  (jni  lorK  ^iiomlcnt  aux  ZJ,  cl  Xr  et  Yr  ceux 
(|iii  correspondent  aux  Zr. 
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Je  poserai 

et  je  désiii;ncrfii  |iiir  j)\^  et  l'^  les  viileurs  des  coet'ficienls  p^^  et  /^  qui  corres- 
pondent aux  7J^  ;  par  ]i[^  et  1"^^  celles  qui  correspondenl  aux  Z',^  ;  il  résulte  de  cette 
définition  cl  de  celle  des  ZJ^  que  lous  les  /IjSonl  nuls. 

Nos  équations  (i?.  )  pri\ées  de  secuuds  nieudu-es  s'écriront  alors  quand  on  v 
aura  l'ait y>  =yOi 

,      ,  .  ,  l  (/'it— ^Î)^R="'         (pV  —  P'\)^'i= '^^ 

avec 

Z  =  2/kZk. 

On  peut  toujours  supposer  qu'un  au  plus  des/jK^st  è^^\  à  pi]  le  cas  où  il  j 
en  aurait  plus  d'un  se  ramènerait  immédiatement  à  celui  où  il  n'y  en  a  qu'un. 

Si  aucun  des  p]^  n'est  égal  à  y*i,  tous  les  X'j^  sont  nuls. 

Si  un  des/»K  que  j'appellerai,  par  exemple,  pJestégalàjDj,  les  équa tiens  (i  2  bis) 
relatives  aux  Z'^,  montrent  que  Z  et  tous  les  Z'^  sont  nuls. 

Il  est  donc  impossible  que  l'un  des  X'^  et  l'un  des  ZJ^  soient  en  même  temps 
différents  de  zéro. 

Mais  on  peut  généraliser  notre  liypotlièse;  ne  supposons  plus 


supposons  toujours 
mais  au  lieu  d'avoir 


P.=/X-i-..vY-l-/iZ; 
P,=  s4(/Xk-h„"Yk+/iZk), 

z  =  s/KZK.=  2/i-Zi;, 


on  aura  : 


Z  =  S/wkZk, 

les  coefficients  ///,^  étant  différents  des  /|^. 
Nous  pouvons  supposer  alors  : 

P'î=Pu  /"<o,  m,"=o 

et  alors  XJ ,  Y" ,  ZJ  pourront  ne  pas  s'annuler. 

En  vertu  des  équations  (12  bis),  quelques-unes  de  nos  coordonnées  s'annu- 
leront; les  autres  s'exprimeront  linéairement  à  l'aide  d'un  certain  nombre 
d'entre  elles  qui   resteront   indépendantes  et  qui  joueront  le   rôle  des  coor- 

H.  P.  —  IX.  58 
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domiéos  l'i,  Tî,  ....  r„  dans  les  ccjiuitions  [i)bis).  SiibsliUinns  les  valeurs 
ainsi  déduites  dos  équations  (12  bis)  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (12);  ce  c|iu'  iKius  [louMiiis  iaire  eu  négligeant  des  termes  du  deuxième 
ordre;  nous  (il)l  icndions  des  é(|ualions  linéairt's  analogues  aux  équations  (()  Z^/.v  ) 
et  en  égalant  à  zi'to  le  déterminant  de  ces  é([ualions  linéaires,  nous  (jlilientirons 
une  équation  an;doi;ue  à  l'r'qualion  (11). 


Discussion. 


Si  nous  voulons  rendre  couiple  du  quadrii|ilel ,  Il  t'nul  que  celle  (■qualion  soit 
du  ((uatriôme  degré;  pour  cela  il  faut  que  quatre  et  quatre  seuleun'iil  <le  nos 
coordonnées  ne  s'annulent  pas  en  vertu  des  écjuations  (12  l/ù). 

Supposons  d'abord  que  les  coefficients  appelés  plus  haut  /;/|^sont  égaux  aux 
coefficienis  Z^. 

Alois  les  coordonnées  qui  ne  s'anuulenl  jias  poiirronl  ("'Ire  Irois  coordonnées 
M'cliiiielles  \'| ,  V| .  Z|  el  iinr  enordciiini'i'  scalaire    l'i^. 

I.i'xnrcssion  : 


fil) 


(lui   |i)ur    II'  miMui'   i("ili'   (|Mc   jiiuail  I  l'Xpri'ssinn   i  \  |^  0  T,,  par   rappiut  aux    l'cpia- 
lions  (i)),  sera  de  hi  l(ir  inc  : 


\',        V,       Z', 
SX',     ôV|      <//.', 

notre  équaliun  eu  S  s'i''cril  alors  : 

S 

—  fi  j 


'I'k       aX'i     -t-^iY'i     ~  ■{'/-! X 
fVI'h     z  SX  I  +  %  SV,  -h  ■'  oZ'i 


s        ~  a  -j.     h  fi 
Il  -J.  S        I,  Y 

1/'.     _  h  V     s 


oii  il  est  aisé  de  reconnaître  l'équation  (1  1  bis)  dans  l'hypothèse  a  =  c,  b  ^=  d. 
Le  problème  sendjle  donc  résolu  d'une  manière  satisfaisante.  Il  n'en  est  l'ien 
encore  cependant.  Reprenons  l'équation  dont  dépend  X', . 


l'/'î  — /'-,)X',  =  r,. 
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Elle  a  élu  tirée  d'une  équation  différentielle  (que  j'écris  en  supprimant  le 
second  memlire  rpii  dépend  du  cliamp  magnétique  et  est  très  petil) 


+  jV\\\  =  }\f. 


Mais  d'après  la  définition  même  des  Xj^,  le  coefficient  /,  doit  être  nul.  Il  reste 
donc  : 


,li- 


-/'îXV 


On  voit  que  dans  cette  é(|ualion  dillérentielie,  le  driAarcini'iU  rlfctnijuc 
n'  l'nire  j)as. 

La  coordonnée  X,  pouna  dcinc  épruuxrr  îles  oscillations,  mais  ces  iiscillii- 
linitsiic  se  co//uiiii/i/(/ii('r<i///  pas  à  -1' rllici\  Il  eu  résulte  que  la  sululnui  ipil 
précède  est  illusoire. 

Nous  sommes  donc  réduit  à  supposer  les  ly^  dill'éi'ents  des  wf^  : 


jl'i  =  /J| .  /h"  =11.  /,"  -  o. 


.Soient  alors  \J ,  \  J ,  /"  cl  Ti, 
sion  (  I  .i  )  sera  di'  la  liuinc  : 


l's  ccKudouiii'cs  iiui  ne  s  annuli'ii 


x;     v;     z; 

3X"      ôY"     ôZ" 


l>\ 


CCS    l| 


Tk    y.\"i  -i-fJY;  -f-vz;' 


t  pa-,  ;  l'cA 


\iius  l'elrouNons  alor's  r(''(Mial  khi  (  i  "j  i.  I  )';iiilciiis,  liMpuitnui  dilli'i'ciilielli' 


dt:- 


■/>îxj  =  /v' 


contient  le  déplacement  électrique  et  nous  sommes  à  l'abri  de  l'objection  que 
je  faisais  tout  à  l'Iieiire. 

On  voit  ([u'il  est  à  la  rigueur  possible  de  rendre  compte  du  qiiadriiplet  de 
Cornu  par  la  théorie  de  Lorentz  généralisée.  Je  laisse  de  côté  les  cas  plus 
compliqués  où  l'on  aurait  des  sextuplets  ou  des  phénomènes  encore  plus 
complexes. 

L'introduction  de  coordonnées  scalaires  ne  doit  pas  nous  étonner;  supposons, 
par  exemple,  une  sphère  puisante  de  Bjerknes,  susceptible  en  outre  d'un  mou- 
vement de  translation;  la   siliiatiou  du    système  sera   définie  par  quatre   coor- 
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données,  le  rayon  de  la  sphère  qui  sera  une  coordonnée  scalaire  el  les 
coordonnées  cartésiennes  du  centre  de  la  sphère  qui  seront  des  coordonnées 
vectorielles. 

Quoique  le   caraclèrc  artidcicl  de    liiulcs  ces   hypothèses  soil   nianifeslc,   li 
couviiMil  donc  do  ciinscrvcr  [>r(ivisuiri'nu'nl  la   liiéorie  tic  Lon'ulz  généralisée 
-.ciih'  jus([irà  |iri'st'iit  |ieriiifl  dr  icliei-  entre  eux  les  laits  observés. 


(lui 


LE    PHÉNOMÈNE   DE    HALL 


LA  THÉORIE  DE  LORENTZ 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  128,  p.  339-341  (6  février  iSyg). 


Ou  s;iiL  (jue  M.  Luix'iitz  11  imaginé  une  lliéorie  de  l'éleclricilé  où  le  rùie 
essentiel  esl  joué  par  |des  particules  ciiargées  appelées  ions  ou  cffc/roiis,  qui 
sont  censées  parcouiir  lihrruienl  les  comlucteuis.  Je  voudrais  faire  quelques 
réflexions  au  sujet  de  la  façon  dont  s'explique  dans  celte  théorie  le  phénomène 
de  Hall. 

Soient  e  la  charge  électrique  d'uuc^  partuulc;  ;.  r,,  ;  les  composantes  de  sa 
vitesse;  /,  g,  h  celles  du  déplacement  électrique;  a,  [3,  ■-  celles  de  la  force 
magnétique,  A'o  l'inverse  du  carré  de  la  vitesse  de  la  lumière;  l'action  du 
champ  sur  la  particule  projetée  sur  l'axe  des  x  sera,  d'après  la  théorie  de 
Lorentz, 

''0 

D'autre  pari,  le  frottement  subi  par  la  particule  aura  pour  composantes 

s  n  •= 

—  ^)        — •   ;    )        —  ^  ) 

A  A  A 

/  étant  un  certain  coefficient,  d'où  l'équation 

Ci)  Ç  =  eÀl^-4-eX(riY-^p). 

A'o 

Soit  Ut  un  petit  élémenl  de  volume  du  conducteur;  les  composantes  du  courant 
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seront 

SeÇ  It-r,  Se; 

^  =  -d7'         ^  =  117'         '=07' 

l'ii  <l<iiiliiiil   lii  Miiimiahou  à  lotilcs  K's  [jiuticiilos  conlciiues  diiiis  rdcnii'ul  Dt. 
On  trouve  lunsi 

coiuiiic   <•/.   ('.si    très   |ii'til,    un   a,    en   prcmiùi'c   approxiiiialiuu,   ^  =  r;  ^  Ç  =  o  ; 
eu  seeonde  ajiproxiinalion,  (i)  vl  (:i)  nous  iloniionl 

Dans     la     seconde     eqiialinn     (1),     le     |iremier     i'acleur    ilu     seeonti    membre 
^ -p-f  représente  la  conducliliilité  spécKicjiie  ;  nous  posi'rons  doue 

le  seeoud  facteur  représciilc  la  luice  eleclromotrice;  on  a  donc 

e/. 

et,  de  mi'nie,  • 

L'étjiiation  (2)  donne  alors 

ou 

Gént'Tali'mrnl ,  — f'X-  est  néglif;cal)le  et  il  reste  simpli'menl 

Si,  an  contraire,  2^;'/.'-  n'esl  pas  m'^^li^caMc,  à  la  foice  ideclromotnce  — j — vient 

«0 

s'ajouter  une  l(irce  électroniolrice  supplcuH'nlaiic 
C'est  la  force  eleclromotrice  de  Hall. 
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Mais  voici  la  rûllexion  à  laquelle  je  voulais  en  venir.  Il  y  a  d'autant  plus  de 
chance  que  ie'  soit  grand  que  ic  sera  lui-même  plus  grand,  c'est-à-dire  que 
le  conducteur  sera  fortement  chariié. 

On  serait  conduit  à  rechercher  si  le  phénomène  de  Hall  n'existe  pas  pour 
tous  les  métaux  quand  ils  portent  une  forte  charge  et  s'il  ne  change  pas  de  signe 
avec  celte  charge,  quand  cette  charge  est  très  forte. 

L'expérience  serait  intéressante;  elle  ne  saurait  toutefois  être  décisive;  si 
elle  réussissait,  en  ell'et,  le  succès  pourrait  s'expliquer  d'une  foule  de  manières; 
en  dehiirs  de  la  théorie  de  [^orentz.  Si,  d'autre  pari,  elle  (■choiiait,  ce  ne  serait 
|)as  un  argument  irréfutable  contre  celte  théorie,  puisque  nous  ne  pouvons 
a  priori  nous  faire  aucune  idée  de  l'ordre  de  grandeur  du  phénomène. 


LA  THÉORIE  DE  LORENTZ 


KT 


LE  PRINCIPE  DE  RÉACTION 


liecueil  Je   Travaux  oiïeils  par  les  Auleuis  à  H.  A.  Lurenlz,  professeur  de  Physique 
à  l'Université   de  Leiden  à  l'occasion   du  .>5' anniversaire  de  son  Doctorat,  le  ii  décembre  kjoo. 

Archives  néerlandaises  des  Sciences  exactes  et  naturelles,  i'-  série,  t.  5,  p.  2J2-278  (1900). 


On  Iroiivera  .sans  ilonU'  Olrange  que  dans  un  uiuaunienl  élevé  à  la  gloire  de 
Lorentz  je  revienne  sur  des  considératujns  que  j'ai  présentées  autrefois  comme 
une  olijection  à  sa  tiiéorie.  Je  pourrais  dire  (jue  les  pages  qui  vont  suivre  sont 
plutôt  de  nature  à  atténuer  qu'à  aggraver  cette  objection. 

Mais  je  dédaigne  cette  excuse  parce  que  j'en  ai  une  cent  fois  meilleure, 
Les  bonnes  thruries  sont  souples.  Celles  qui  ont  une  forme  rigide  et  qui  ne 
peuvent  la  dépouiller  sans  s'effondrer  ont  vraimeni  Irop  peu  de  vitalité.  Mais 
si  une  théorie  nous  révèle  certains  rapports  vrais,  elle  peut  sliabiller  de  mille 
formes  diverses,  elle  résistera  à  tous  les  assauis  et  ce  qui  fail  son  essence  ne 
cliangera  pas.  C'est  ce  que  j'ai  expliqué  dans  la  conférence  (jue  j'ai  faite 
diîrnièremeni  au  Congrès  de  Physicjue. 

Les  bonnes  théories  ont  raison  de  toutes  les  objections;  celles  qui  ne  sont 
que  spécieuses  ne  mordent  pas  sur  elles,  et  elles  triomphent  même  des 
objections  sérieuses,  mais  elles  en  Iriompheni  en  se  transformant. 

Les  objections  les  servent  donc,  loin  de  leur  nuire,  puisqu'elles  leur 
perineltenl  de  développer  toute  la  vertu  latente  qui  était  en  elles.  Eh  bien  la 
théorie  de  Loi-entz  est  de  celles-là,  cl  c'est  là  la  seule  excuse  que  je  veuille 
invoquer. 

Ce  n'est  donc  pas  de  cela  (pi(!  j(!  demanderai  ])ar(h)n  au  lecleiir,  mais  d'avoir 
exposé  si  longuement  des  idées  si  peu  nouvelles. 
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1.  Rappelons  crnliord  mpidenienl  le  calcul  par  lecpiel  on  élablil  que  dans 
la  théorie  de  i.oreniz  le  |irincipc  de  l'égalité  de  l'action  cl  de  la  réaction  n'est 
plus  vrai,  du  moins  f|uand  on  \i-u\  l'ajjpliquer  à  la  matière  seide. 

Cherchons  la  résultante  de  toutes  les  forces  pondéroinotrices  appliquées  à 
tous  les  électrons  situés  à  l'intérieur  d'un  certain  volume.  Cette  résultante  ou 
plutôt  sa  projection  sur  l'axe  des  x  est  représentée  par  l'intégrale  : 


X  =/,,„[„-,,,  <i^], 


où   rinlégralion  est    ('tendue  à    tous    les    éh'ments    dz   du    volume    considéré, 
et  oi'i  5,  ri,  Ç  représentent  les  composantes  de  la  vitesse  de  l'électron. 
A  cause  des  équations  : 

_       dg  I     /  f/a         dy  \  ^  _        dh  i     /  d'^j        da.  \ 

^''^~~'di.  "^  J?\d~z  ~  dj)'  '"'  ~~  Il  ^'"  l\^\dx  "  dT')' 

^Jdx 
1  I  X     f/a      .  ... 

et  en  aïoiitanl  et  leirancliani  le  leiiiie  -;—  -r-»  te  |3uis  écrire  : 
■'  4  "  "•*' 

r  —  d-  /     d=L        ,^  a?i3  rf-;-  \ 

^'^j  -ir\:di^^d-.^-^diy 

Ko  J  •'       ^  dx 
L'intégration  par  parties  donne  : 

do> 


X 


=  -ilï '<•-!'-'■'. 


OÙ  les  intégrales  doubles  sont  étendues  à  tous  les  éléments  c/co  de  la  suriace  qui 
limite  le  volume  considéré,  et  où  /,  //(,  n  désignent  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  à  cet  élément. 
Si  l'on  observe  que 

doc        da        dy 

_u   — L  ,x~   — -   ^^  t 


dx    '    dy    '    dz  ' 


H.  P.  -  IX. 


:"J 
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011  voit  (jur  Ton  pciil  ocriro  : 

(I)  X,  -hK3=  j   '^  [  /(  «^  —  il-  —  T'  )  +  ■■'  '««P  -*-  ■>  '^  ""'!  ]■ 


Transt'ornious  mainlenanL  X^. 
l^'inl(''i;i'alion  par  parlies  donne  : 

J'appellt;  X'j  ul  X"  les  deux  inléj;rales  du  second  membre  de  borle  que 

x»  =  x;-x'(. 

Si  l'on  llenl  ('oni|ilc  des  l'quiiliDns  : 

^  _  ^     Ko  rfr 

((/■  _  ^  _  jv>  (/;i 

dz        dx        4  ~   ''' 
n( iiis  |ii juvous  éei'ire  : 

X';  =  Y  +  z, 


On  liouvc  eusuilc  : 

Y        .•■iT.id^y 


Un  a  donc  eiiliii  : 

(2)  X   =   ^    /"./•:(:i/(-v)  +  (X«+X::)  +  (X',.-Y), 

OÙ  Xa  +  X:,  esl  donné  par  la  loriniile  (i),  landis  que  l'on  a  : 

x'^  -  Y  =  r  :i^ [/ (/^ -  .s" ^ -/'■•)-+-■>'"./>-+-■'"//' 1  • 

Ce  terme  (X.j  +  X:,)  représente  la  projeclion  sur  l'axe  des  x  d'une  pression 
s'excrçanl  sur  les  différents  éiémenls  r/oi  de  la  surlace  (|iii  iiiiile  le  volume 
considéré.  On  reconnaîl  tout  de  suite  que  eelti;  pressicm  n'est  aulrc  chose  (pie 
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la  pression  inai^nrl iqnc  tli'  Maxwell,  introduite  par  ce  savant  dans  une  théorie 
l)ien  connue. 

De  même,  le  ternie  (\'j  —  Y)  représente  l'efTel  de  la  pressinn  /■h'civo- 
slaliquc  de  Maxwell. 

Sans  la  présence  dw  premier  terme  : 

la  force  pondéromolrice  ne  serait  donc  pas  autre  cliose  que  celle  qui  résulte 
des  pressions  de  Maxwell. 

Si  nos  intégrales  sont  étendues  à  tout  l'espace,  les  intégrales  douldes 
X..>,  X:,,  X'j  et  Y  disparaissent  et  il  reste  simplement  : 

Si  donc  on  appelle  M  une  des  masses  matérielles  envisagées,  V.,,  V,,  V,- 
les  composantes  de  sa  vitesse,  on  devrait  avoir  si  le  ])rii)cipe  de  rc'artioii  ('lait 
applicable  : 

SIVlV.i  =  const.,         SMV,  =  const.,         i;MV;=const. 


On  aura  au  contrairt;  : 


S.MV.,.-!-  /  (l-{^g  -  Vf)  =  ci.nst., 
SMV,.-H  /  ch{:i.li  —  •;/)  =  consl., 


)  =  const. 


Remarquons  qui 


■:ff-(;i/,,     ^h-"f,     :î/-«: 


sont  les  trois  composantes  du  rerleur  radimil  de  Poyntiug. 
Si  l'on  pose  : 


J  = 


8- 


K, 


V  ^2 


l'équation  de  Poynting  nous  donne  en  eilet 

/     m    II 


rn 


/  s   /' 


ë.,/  '''^■^' 
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L:i  inciiiièri'  iiil('i;riil('  du  second  nK'ml)ic  ropréseiUc,  coninic  on  lo  sail, 
Ja  (|iiantité  dV-iiergie  ùleciroinagnélique  qui  entre  dans  le  volume  considéré 
par  radiation  à  travers  sa  surface  et  le  second  terme  représente  la  quantité 
d'énergie  électromagnétique  qui  est  créée  à  riulérieur  du  volume  par  trans- 
formation d'énergie  d'autres  espèces. 

Nous  pouvons  regarder  l'énergie  électromagnétique  comme  un  fluide  fictif 
doni  la  densité  est  K.oJ  et  qui  se  déplace  dans  l'espace  conformément  aux  lois 
de  l'dvnling.  Seulement  il  faut  admettre  que  ce  fluide  n'est  pas  indestructible 
el  (jue  dans  l'élémcnl   de  volume  fh  il  s'en  détruit  pendant  l'unité   de  temps 

une   (piaiitlté   i^  o(l~1J"i  (ou   cpi'il   s'en  crée   une  quantité  égale  el  de  signe 

contraire,  si  celte  expression  est  négative);  c'est  ce  qui  einpéciic  que  nous 
puissions  assimiler  tout  à  fait  dans  nos  raisonneincnts  notre  fluide  fictif  à  un 
fluide  réel. 

La  quantité  de  ce  fluide  qui  passe  pendant  l'unité  de  temps  à  travers  une 
surface,  égale  à  i  et  orientée  perpendiculairement  à  l'axe  des  j",  ou  l'axe  des  }', 
(lu  à  l'axe  des  z,  est  égale  à  : 

KoJU:r,         l\...)li, ,         K„.IU.-,, 

Ux,  Uv,  L'r  étant  les  coiuposunles  de  la  vitesse  du  fluide.  En  comparant  avec 
la  furniiile  de  Poynting,  ou  trouve  : 

IS„.IU.,.=    T«     -P/': 

K(iJ  U,  =  a/(  —  ■;/, 

lie  sorte  (jue  nos  lorniules  de\  iennent  : 

[   SiMV.i-i-  /  KoJU.,.^/- =  consl., 
(4)  <  SMVj-)-  /  KoJUj.rfT  =consl., 

[  SMV;-i-  /  l\„JlJ;f/-  =  consl. 

ijiles  expriment  «pie  lu  quantité  de  mouvement  de  la  matière  proprement 
dite  plus  celle  de  notre  fluide  fictif  est  représentée  par  un  vecteur  constant. 

Dans  la  Mécanique  ordinaire,  d(^  la  constance  de  la  quantité  de  inouveineiit 
ou  couilul  (pjc  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  rectiligne  el  uniforme. 

Alais  ]i  I   nous  ii  avons  pas  le  di'oil   de  conclure  ipie  le  ciuitre  de  gravité  du 
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sjslème  foriiK'  par  la  nialièrc  cl  noire  lluido  (iclil  a  un  luuinciiiciit  reclilignr 
fl  uniforme;  cl  cela  parce  (jue  ce  fluide  nesl  pas  indcstruclil)lc. 

La  position  du  ccnlrc  de  gravité  du  fluide  ficlit  dépend  de  linlégralc 

j  .ri,/-. 
élendue  à  loul  l'espace,  i^a  dérivée  de  celle  intégrale  est  : 

Or  la  première  intégrale  flu  second  membre  devient  par  l'intégration  par 
parties  : 

/'jUrf/-    ou    ~^C-l\t\,. , 

J  Ko 

en    désignant    par    G   la   conslanle  tlu   second   membre   de  la   première  équa- 
tion (4)- 

Représentons  alors  par  Mo  la  masse  totale  delà  matière,  parX,,.  \|,.  /-o  les 
coordonnées  de  son  centre  de  gravité,  par  Mi  la  masse  totale  du  fluide  flclii, 
par  Xi,  Yi,  Zi  son  centre  de  gravité,  par  M2  la  masse  totale  du  sjslème 
(matière  plus  fluide  fictif),  par  Xo,  "1 2,  Zn  son  centre  de  gravité,  de  telle  façon 
que  Ion  ait  : 

M,=  M„-t-  AI,,         iM,X,=  iMoX„-4-  M,\,. 
^  (  Mo X„  )  =  S  MV,.,         I\„  /  'x  J  d-.  =  \1 ,  \ , . 

11  vient  alors  : 

(3)  ^(M.,X.,)=C-i;r^'?^J-i;/,--     ' 

Voici  comment  un  pourrait  énoncer  l'équation  (o)  ilaiis  le  langage 
ordinaire. 

S'il  n'y  a  nulle  pari  création  ou  destruction  d'énergie  électromagnétique, 
le  dernier  terme  disparaît;  alors  le  centre  de  gravité  du  système  formé  par  la 
matière  et  par  l'énergie  électromagnétique  (regardée  comme  un  fluide  fictif) 
a  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  en  certains  points  destruction  de  l'énergie 
électromagnétique  qui  s'y  transforme  en  énergie  non  électrique.  II  faudra  alors 
considérer  le  système  formé  non  seulement  par  la  matière  (!t  l'énergie  éleclro- 
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inagii('ti(|iic.  iiiiiis  |);ir  I Ciicr^ic  non  (■Icclriuiu'  proNcuanl  de  In  liiiiisldninilioa 
ilr  1  ciioriîio  i'k'clroiiiiigiiclu|in'. 

Mais  il  laul  couvoiiir  (iiir  (('lie  cneimi'  iiun  cltMiiKuif  reste  an  jiinnl  où  s  csl 
opérée  la  translorniation  cl  n  csl  pas  ensnilc  eniraincc  pai'  la  nialièro  où  on 
la  localise  (rordinaire.  Il  ir\  a  dans  celle  con\enlion  lieii  qni  doive  nons 
clioquer  puiscju'il  ne  s'agit  tjne  d'une  lielion  inalliéniali(|uo.  Si  l'on  adople  celle 
convention,  le  mouvementdn  cenliode  gravité  du  système  estencore  reclilignc 
el  unitoi'ine. 

Pour  étendre  1  enonci'  an  cas  on  il  y  a  non  senlenieni  deslrnchon,  mais 
création  dénergie,  il  snlfil  de  supposer  en  eliaqne  poini  une  cerlaine 
provision  d'énergie  non  éleclrique,  aux  dépens  de  laquelle  se  forme  l'énergie 
('Icclroinagnétique.  On  conservera  alors  la  convenlion  précédente,  c'esl-à-dire 
<|u'au  lien  de  localiser  l'énergie  non  électrique  connue  on  le  l'ail  tl'ordinaire, 
on  la  regaidera  coinme  ininiohile.  A  celte  condition,  le  centre  de  gravité  se 
mouvra  encore  en  ligne  droile. 

Reprenons  iiiainlenant  l'équation  (2)  en  supposant  les  intégrales  élendues 
à  un  volume  môme  infiniment  petit.  Elle  signifiera  alors  que  la  résultante  des 
pressions  de  Maxwell  qui  s'exercent  sur  la  surface  de  ce  volume  fait  équilibre  : 

1"  Aux  forces  d'origine  non  électrique  applirpiées  à  la  malière  qui  t'Sl  siIik'C 
dans  ce  volume  ; 

2°  Aux  forces  d'ineilie  de  celte  nialiùre; 

IV'  Aux  forces  d'inerlie  du  lluidc  ficlif  renlérmé  dans  çc  voinme. 

■  l'oni'  d(''finir  celU!  inerlie  du  lluide  fictif,  il  faut  con^enir  cpie  lellnide  ([iii  se 
crée  en  un  poinl  ijnelconqne  par  Iransformalion  de  l'énergie,  naît  d'ahord  sans 
vitesse  el  (pi'il  emprunle  sa  vitesse  au  lluide  iléjà  exislanl  ;  si  donc  la  (juanlile 
lie  lluide  ;uigiiienle.  mais  que  la  vilesse  resie  conslanle,  on  aura  néanmoins  uni' 
certaine  inertie  à  \aincre  parce  que  le  fluide  nou\eau  empruntant  de  la  vilesse 
au  lluide  ancien,  la  \itesse  de  l'ensemble  diminuerait  si  une  cause  quelconque 
n'intervenait  pour  la  maintenir  constante.  De  môme  lorsqu'il  v  a  destriiclion 
d'énergie  elecli(imagnéli(|ue,  d  laul  que  le  fluide  avant  de  se  delriiire,  perde 
sa  vilesse  en  la  cédant  au  lluide  siihsislanl . 

L'équilibre  ayant  lieu  pour  un  volume  infiniment  p(!lit,  aura  lieu  pour  un 
volume  fini.  Si.  en  etlel.  nous  le  décomposons  vn  volumes  inlinimenl  petits, 
l'équilibre  a  lieu  poui'  chacun  d'cuix.  Pour  passer  au  volume  fini,  il  faut 
considérer  l'ensemble  des  forces  appliquées  aux  difrérenls  volumes  infiniment 
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petits;  seulement  parmi  les  pressions  de  Maxwell  on  ne  conservera  que  celles 
qui  s'exercent  sur  la  surlace  du  volume  fini  total,  mais  on  supprimera  celles 
qui  s'exercent  sur  les  éléments  de  surface  qui  séparent  l'un  do  l'autre  deux 
volumes  infiniment  petits  contigus.  Cette  suppression  ne  changera  rien  à 
l'équilibre,  puisque  les  pressions  ainsi  supprimées  sont  deux  à  deux  égales  el 
directement  opposées. 

L'équilibre  aura  donc  encore  lieu  pour  le  volume  fini. 

Il  aura  donc  lieu  pour  l'espace  lout  entier.  Mais  dans  ce  cas,  on  n  a  à 
envisager  ni  les  pressions  de  Maxwell  qui  sont  nulles  à  l'infini,  ni  les  iorces 
d'origine  non  électrique  qui  se  font  équilibre  en  \erlu  du  principe  de  réaction 
applicable  aux  forces  envisagées  dans  la  Mécanique  ordinaire. 

Les  deux  sortes  de  forces  d'inertie  se  font  donc  écpiilibie.  d'où  une  double 
conséquence  : 

1"  Le  principe  de  la  conscrvalioii  des  projections  des  (juantilé>  de  iiunnc- 
inenl  sapplicpie  au  syslème  de  la  matière  el  ilii  fluide  liclil;  ou  ii'lroiive  aussi 
les  équations  (4); 

2°  Ia^  principe  de  la  conservation  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ments ou,  en  d'autres  termes,  le  principe  des  aires  s'applique  au  système  de 
la  matière  et  du  fluide  fictif.  C'est  là  une  conséquence  nouvelle  qui  complète 
les  données  fournies  par  les  équations  (4)- 

L'énergie  électromagnétique  se  comporluut  donc  au  puinl  de  \nv  ijiii  nous 
occupe  comme  un  fluide  doué  d'inertie,  on  doit  conclure  cpie  si  un  a|)pareil 
quelconque  après  avoir  produit  de  l'énergie  électromagnétique,  l'envoie  |)ar 
rayonnement  dans  une  certaine  direction,  cet  appareil  devra  reculer  comme 
recule  un  canon  qui  a  lancé  un  projectile. 

Bien  entendu,  ce  recul  ne  se  produira  pas  si  l'appareil  producteur  envoie 
également  de  l'énergie  dans  tous  les  sens;  il  se  produira  au  contraire  si  cette 
symétrie  n'existe  pas,  et  si  l'énergie  électromagnétique  produite  est  renvoyée 
dans  une  direction  unique,  ainsi  que  cela  arrive  par  exemple  si  l'appareil  est 
un  excitateur  de  Hertz  jilacé  au  foyer  d'un  miroir  parabolique. 

Il  est  facile  d'évaluer  en  chiflres  l'importance  de  ce  recul.  .Si  l'apfjareil  a  iiuc 
masse  de  i  kg  et  s'il  a  envoyé  dans  une  direction  unique  avec  la  vitesse  île 
la  lumière  trois  millions  de  joules,  la  vitesse  due  au  recul  est  de  i  cm/s.  En 
d'autres  termes,  si  l'énergie  produite  par  une  machine  de  3  oooW  est  envoyée 
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ilans  une  seule  (.lireclion,  il  laudra  pour  niainlciiii'  Im  maclinii'  en  iiliicc.  inalf;ic 
le  recul,  une  liirc(>  diinc  dvue. 

Il  est  t'Milcul  (|n'iiiir  loi'cc  iuissi  laililc  ne  puuirail  pas  èlre  décolée  par 
l'expi^rienee.  Mais  ou  pourrait  s'imaginer  que  si,  par  impossible,  on  disposait 
d'appareils  de  mesure  assez  sensibles  pour  la  mellre  en  évidence,  on  aurait 
ainsi  démonlré  que  le  principe-  de  réaeliim  n'est  pas  applicable  à  la  uialière 
seule;  et  que  ce  serait  la  conliruiation  de  la  llu';orie  de  Lorenlz  et  la  condam- 
nation des  autres  théories. 

1!  nen  est  rien,  la  lliéorie  de  Hertz  et,  en  général,  loules  les  autres  lliéori(^s 
préMiienl  le  uièuu'  recul  que  celle  de  Lorenlz. 

J'ai  pris  tout  à  1  lieure  FexiMuple  d'un  excilaleur  de  Hertz  duul  les  ladialiims 
seraicnl  leudues  parallèles  par  un  miroir  |)araholique.  .J'aurais  pu  prendre  uu 
exeniplr  |)ius  simple  einpruiile  à  ri)|>licpie  ;  un  faisceau  de  rayons  lumineux 
parallèles  vicnl  frapper  luuiiialement  un  miroir  l'I  après  réflexion  revient  en 
sens  inverse.  De  l'énergie  se  |)ropageanl  d'abord  de  gauche  à  droite,  par 
exemple,  est  renvoyée  ensuite  de  droite  à  gauche  par  le  miroir. 

Le  miroir  doit  donc  reculer  et  le  recul  est  aisé  à  calculer  par  les  considéra- 
tions qui  précèdent. 

Or  il  est  aisé  de  recunnailie  le  piolilème  cpii  a  déjà  été  traité  par  Maxwell 
aux  paragraphes  792  et  793  de  son  Ouvrage.  11  prévoit  aussi  un  recul  du  mirnir 
liiul  jiareil  à  celui  que  nous  avons  dédiiil  de  la  lliéorie  tle  Lorentz. 

Si,  en  eltel.  nous  pénétrons  plus  a\aiil  dans  l'étude  du  mécanisme  de  ce 
recul,  \oici  ce  que  nous  trouvons.  Considérons  un  \i)liime  quelconque  et 
appli(juons-lui  l'équation  (2);  celte  équation  nous  apprend  que  la  force 
d'origine  électromagnétique  qui  s'exerce  sur  les  électrons,  c'est-à-dire  sur  la 
matière;  contenue,  dans  le  volume  est  égale  à  la  résultante  des  pressions  de 
Maxwell  angmenti'c  d'un  terme  correctif  qui  est  la  dérivée  de  l'inlégrale 

fd-.(';.h-tg). 

.Si  le  régime  est  élaiili.  celte;  intégrale  est  coiislanle  et  le  terme  coireclil 
est  nul. 

Le  recul  prévu  par  la  lliéorie  de  Lorenlz  est  celui  qui  esl  du  aux  pressions 
de  Maxwell.  Or  toutes  les  théories  prévoient  les  pressions  de  Maxwell;  donc 
loult's  It's  ihriirics  prrvoienl.  Ii:  niêiiic  recul. 
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2.  Mais  alors  une  qucsliim  se  pose.  Nous  a\oiis  prévu  le  recul  dans  la 
théorie  de  Lorentz  parce  que  celle  ihéorie  est  contraire  au  principe  de  réaclion. 
Or  parmi  les  autres  théories,  il  y  en  a,  comme  celle  de  Hertz,  qui  sont 
conformes  à  ce  principe.  Comment  se  fait-il  qu'elles  aussi  conduisent  au  même 
recul? 

.Je  me  hâte  de  donner  l'explication  de  ce  paradoxe,  quille  à  justifier  ensuite 
celle  explication.  Dans  la  théorie  de  Loreniz  et  dans  celle  de  Hertz  l'appareil 
qui  produit  de  l'énergie  et  l'envoie  dans  une  direction  recule,  mais  celle 
énergie  ainsi  rayonnée  se  propage  en  traversant  un  ccrlain  milieu,  de  l'air  par 
exemple. 

Dans  la  ihéorit'  de  Loreniz,  lorsque  1  air  reçoil  IV'nergie  iiinsi  rayonnée, 
il  ne  subit  aucune  action  mécanique;  il  n'en  subit  pas  non  plus  lorsque  celle 
énergie  le  quitte  après  laNoir  liaversé.  Au  conUaiie,  dans  la  ihéoiie  de  Herlz, 
lorsque  l'air  reçoil  l'énergie,  il  est  poussé  en  a\anl  et  il  recule  au  contraire 
quand  cette  énergie  le  quille.  Les  mouvements  de  l'air  traversé  par  l'énergie 
compensent  ainsi  au  point  de  vue  du  principe  de  réaction,  ceux  des  appareils 
qui  ont  produit  celle  énergie.  Dans  la  théorie  de  Lorentz,  celte  compensation 
ne  se  feil  pas. 

Revenons  en  effet  à  la  llu'orie  de  Lorentz  et  à  notre  équation  (2)  et 
appliquons-la  à  un  diéleclricjui!  homogène.  On  sait  comment  Lorentz  se 
représente  un  milieu  iliéleclrique;  ce  milieu  renfermerait  des  électrons 
susceptibles  de  petits  déplacements,  et  ces  déplacements  produiraient  la 
polarisation  diélectrique  dont  l'effet  viendrait  s'ajouter,  à  certains  jioinls  de 
vue,  à  celui  du  déplacement  électrique  proprement  dil. 

Soient  \,  ^  ,  Z  les  composantes  de  celle  polarisation.  On  aura  : 

(-51  f^rf.-v^î:  ^d--^-or,  —d-.-I.o- 

Los  sommations  des  seconds  membres  sont  étendues  à  tous  les  électrons 
contenus  à  l'intérieur  de  l'élément  rfr  el  ces  équations  peuvent  élre  regardées 
comme  la  définition  même  de  la  polarisation  diélectrique. 

Pour  l'expression  de  la  résultante  des  forces  pondéromotriccs  (que  je  ne 
désigne  plus  par  X  afin  d'éviter  toute  confusion  avec  la  polarisation),  nous 
avons  trouvé  rintégrale  : 


jV'^^M-ïP-^] 


H.  P.  -  IX.  60 
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OU 


j',n-;'^.~P^^.^.^^p.M. 


\.rs  i\c\\\  prcMiiirrcs  Inlûgnilcs  [u'iivciil  ("'tic  rciiipliicccs  piir 

l'U  \crlu  (les  ('(jumI  ions  (;')).  (^)uiiiil  i\  hi  Iroisiriiic,  elle  est  iiiillr,  |iiucc  (|iii'  la 
clinri;(>  totale  il'iiii  (Uéincnl  de  (li('>l('Clri(|UC'  coulcuaiil  iiii  ciTlaiii  luiiiilirc 
il'clcclroiis  ol  nulle.  Notre  Ibrce  pontléroniotrice  se  léiliiil  donc  à  : 

Si  je  il(Vsi;jiie  alors  |iar  II  la  l'orce  due  aux  diverses  pressions  de  Maxwell, 
de  surle  (lue 

ii  =  (X.,-i-X:,)-+-(.\;-Y), 

alors  notre  ('(piation  (■>.)  devient  : 

(  )n  a  il  ailleurs  une  relation  telle  ([ne  celle-ci 
(A)  a±^  +  h\=/, 

où  a  el  />  sont  deux  conslantes  caracleristniues  du  nulieii;  on  en  déduit 
aisément  : 

iBj  X  ==(/(■■;— 1)/ 

el.  de  niènie, 

//  étant  rindiee  île  ridraction  de  la  couleur  considérée. 

On  |)eiit  éti'e  conduit  à  remplacer  la  relation  (A)  par  d'autres  plus 
compliquées;  par  exemple,  si  l'on  doit,  supposer  des  ions  complexes.  Peu 
importe,  puisqu'on  serait  toujours  conduit  à  l'équation  (B). 

Pour  aller  plus  loin,  nous  allons  supposer  une  onde  plane  se  propageant 
dans  le  sens  de  l'axe  des  a:  vers  les  x  positifs,  par  exemple.  Si  l'onde  est 
polarisée  dans  le  plan  des  :rz,  on  aura 
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Cl 

lui  Iciiiinl  ('iiiii|)li'  ilr  Idiiles  ces  remuions,  (  2  bix  )  flcvicnl  d  iihord 

où  lii   prciiiirrc  iiili'L;T:ilc  représente  In  (iirce  pondéioriKjlrice.  Miiis  si  l'on  lieiil 
Ciiinple  (les  priipiiiliDiis 


iidlre  eipiiil  1011  devleiil 

a;,  ^ "  =  "'  «-■     '  '. /  A'  J ^^--  +  « j  «  § "'^ -  "./  »  J '^-^ 

Mais  pour  tirer  quelque  chose  de  celle  forniule.  il  importe  de  bien  voir 
comment  se  partage  el  se  propage  l'énergie  dans  un  milieu  diélectrique, 
[/énergie  se  divise  en  trois  parties  :  1"  l'énergie  électrique;  2"  l'énergie 
magn(''li(pie  ;  i"  Tchiergie  mécanifpie  due  au  mouvement  des  ions.  Ces  trois 
piirlies  ont  respectivemeni  pour  expressions 

■>  T.  1  '>  ~ 

K    ■'  '     >i^       '     ko    •' 
et  dans  les  cas  d'iiue  onde  jilaiie,  elles  sont  entre  (dlcs  riiuiiiie 

I,     n-,     II-  —  I. 

Dans  l'analyse  (pii  précède,  nous  avons  l'ail  jouer  un  rôle  à  ce  que  nous 
avons  appelé  la  quantité  de  mouvement  de  l'é'nergie  électromagnétique.  Il  est 
clair  que  la  densité  de  notre  lluide  fictil  sera  proportionnelle  à  la  somme  des 
deux  premières  parties  (électrique  el  magnétique)  de  l'énergie  totale  et  que  la 
troisième  partie,  qui  est  purement  mécanique  devra  être  laissée  de  côté.  Mais 
quelle  vitesse  convient-il  d'attribuer  à  ce  lluide?  Au  premier  abord,  on  pourrait 

croire  (lue  c'est  la  vitesse  de  iiropagation  de  l'onde,  c'est-à-dire  — -=•  Mais  ce 

n'est  pas  aussi  simple.  En  chaque  point  il  y  a  proportionnalité  entre  l'énergie 
électromagnétique  el  l'énergie  mécanique;  si  donc  en  un  point  l'énergie 
électromagnétique  vient  à  diminuer,  l'énergie  mécanique  diminuera  également, 
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c"osl-à-dirt'  (in Clle  se  lransloriiu'i:i  parlit'llciiu'iil  en  énergie  élcclromaj^iicliquc  ; 
il  V  aura  doue  crcalion  df  Ihiidc  liclil. 

Désignons  pour  un  inslani  par  p  la  densité  du  fluide  ficlif,  par  Ç  sa  vitesse 
ciue  je  suppose  parallèle  à  Taxe  des  x\  je  suppose  que  toutes  nos  fonctions  ne 
dépendent  nue  de  x  el  de  /,  le  plan  de  l'onde  élanl  perpendiculaire  à  l'axe 
des  X.  L'équaliiin  de  coiilinnilc  sécril  aUus  : 

00  élaiil  l.i  iiuaiililc  lie  lluide  iiclil  (  rcé  |)ciiilant  le  Icmps  cl/.  Or  celle  quaulilc 
e>l  es;ale  à  la  (|iiaiililé  d'énergie  nié('aiii(|iu'  dcliuile,  laquelle  csl  à  la  quaniiU' 
d'énergie  électromagnétique  déliuile,  c'est-à-dire  à  — (/p.  coiniiie  /i" — i  est 
à  «-'  -+-  I  ;  d'où 

op  r/p 

II- —  I  «'--h  1 

de  sorte  (pu'  notre  écpiation  de\ieut 


rfp     -1  n-         c/p? 
dt  n--\-\         ax 

Si    ^   est   une    constante,    cette    é([ualion    nous    montre   que    la    vitesse    de 
propagation  est  égale  à 


Ni  la  vitesse  de  propagation  est  — — =>  on  aura 

("'-*- 0  y/Ko 


donc 


Si  l'énergie  totale  est  J',  l'énergie  électromagnétiipie  sera  J  =  „  ,1'  et  la 
(pianiiii'  de  mouvement  du  fluide  fictif  sera  : 

puisque  la  densité  du  fluide  fictif  est  égale  à  l'énergie  multipliée  par  Ko- 

Or  dans  l'équation  (6)  le  premier  ternie  du  second  membre  représenter  la 
force  pondéromotrice,  c'esl-à-dlre  la  dérivée  de  la  (pianlilé  de  niduvement  de 
la   maliéir  du   (ludeciriqur.   pciuhiul   cnic  1rs  ili-ux  (Icriiii'r-i  Icriucs  icpiH'sciilciit 
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la  ilérivùe  de  la  quanlilé  de  nioiivemenl  du  fluide  fîclil.  Ces  deux  quanlilés  de 
mouvement  sont  donc  entre  elles  comme  n- — i  et  2. 

Soit  alors  A  la  densité  de  la  matière  du  diélectrique,  W.t,  W,  ,  W_-  les 
composantes  de  sa  vitesse.  Reprenons  les  équations  (4)-  Le  premier  terme 
2MVa-  représente  la  quantité  de  mouvement  de  toute  la  matière  réelle;  nous 
le  décomposerons  en  deux  parties.  La  première  partie  que  nous  continuerons 
à  désigner  par  2MV.,  représentera  la  quantité  de  mouvement  des  appareils 
producteurs  d'énergie;  la  seconde  partie  représentera  la  quaiilité  de  mouve- 
iiicni  des  diélectriques  ;  elle  sera  égale  à 

/  A.W,^'-:, 

de  sorle  que  l'équation  (4)  deviendia 

{/ibis)  SMV.,. -4-  I  (A.W,  H-  K„.IU,,.)rt'-;  =  consl. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  on  aura 

A.W.r   _   KqJU.,, 

/('-  —  I  ■', 

D'ailleurs,  désignons  par  J'  coimiic  plus  liaiil  réiu'igic  tolalc;  ilisliaguons, 
d'auUc  pari,  la  \ilesse  réelle  du  fluide  (iclif,  c'esl-à-diie  celle  qui  ri'suhe  de 
la  loi  de  Poynting  et  que  nous  avons  désignée  par  LJ,, ,  U,-,  U-.,  et  la  \ilesse 
apparente  de  l'énergie,  c'est-à-diic  celle  que  l'un  ilcdiiirail  ilc  la  vitesse  de 
propagation  des  ondes  cl  (pic  luiu-,  désignerons  par  U ,.,  Lj,,  Ll. .  Il  r('siille 
de  l'équation  (7)  que  : 

.1U...=  .I'U.',. 

On  peut  donc  écrire  l'équation  (4  Ots)  sous  la  (Vu-ine  : 

S  M  V.,.  +  /  (  A .  ^^'.,  -f-  Is  „  J  ■  U.',,  )  f/T  =  cons  l . 

L'équation  (4  his)  montre  ce  qui  suit  :  si  un  appareil  rayonne  de  l'énergie 
dans  une  direction  unique  dans  le  l'idc,  il  subit  un  recul  qui  est  compensé 
uniquement  au  point  de  vue  du  principes  de  réaction  par  le  mouvement  du 
fluide  fictif. 

Mais  si  le  rayonnemeiil  au  lieu  de  se  taire  dans  le  vide,  se  fait  dans  un 
diélectrique,    ce   recul   sera    compensé   en   paitie   par  le   iinnueinent   du    lliiiilc 
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(îclif.  on  partit'  par  li-  iiioummiiciiI  tic  la  malièro  du  iliélcclriquc  el.  la  fraclion 
(lu  recul  lie  l'appareil  producteur  cpii  sera  ainsi  eonipeusée  par  le  monvemcnt 
du  diélectrique,   c'est-à-dire  par  le  mouvement  d'une  véritable  matière,  cette 

.        .          ...               Il-—  I 
traction,  ilis-je.  sera 

\  oilà  ce  (pu  i'é>ulle  de  la  llii'one  de  Lorciilz:  (•oniiiieiil  |iass('riins-nous 
maintenanl  à  la  tlieoric  de  Iferiz. 

On  sait,  en  ipioi  consistaienl  K's  idées  de  Mossolti  sur  la  constitution  des 
dléleclri(|ui's. 

Les  diélectriques  autres  c|ue  le  vide  étaient  t'ormés  de  petites  sphères 
coiiduclrices  (ou  plus  i;énéralemenl  de  petits  corps  conducteurs)  séparés 
les  uns  des  autivs  pai-  un  milieu  isolant  iinpidarisable  analogue  au  vide. 
Conimenl  est-on  passé  de  là  aux  idées  de  Maxwell  ?  On  a  imaj;iné  que  le  vide 
lui-même  avait  la  même  constitution;  il  n'était  pas  impolarisahle,  mais  formé 
de  cellules  conducliices,  séparées  par  des  cloisons  lormées  d'uni"  matière 
idéale,  isolante  el  impolarisahle.  I>e  pcuivoir  inducteur  spécifique  du  vide  élail 
donc  plus  grand  que  celui  de  la  matière  idéale  impolarisahle  (de  même  que 
dans  la  conception  primitive  de  Mossotti,  le  pouvoir  inducteur  des  diélectriques 
était  plus  grand  qui'  celui  du  vide,  el  pour  la  même  raison).  El  le  rapport  du 
premier  de  ces  pouvoirs  au  second  était  d'autant  plus  grand  que  l'espace 
occupé  par  les  cellules  conductrices  ('lail  jdus  grand  |iar  rapport  à  l'espace 
occupé  par  les  cloisons  isolantes. 

Passons  enfin  à  la  limite  en  regardant  le  ponvoii'  iiiducleui-  de  la  matière 
isolante  comme  infiniment  petit,  et  en  môme  temps  les  cloisons  isolantes 
comme  infiniment  minces,  de  telle  façon  que  l'espace  occupé  par  ces  cloisons 
étant  infiiiinuiii  jielit.  le  pouvoir  inducteur  du  \ide  reste  fini.  Ce  jxtssage  à 
lu  limile  nous  rondiiil  ù  In  ihroi'ic  de  Maxwell. 

Tout  cela  est  hieii  connu  et  je  me  horne  à  le  rappeler  rapidement.  l'"li  hien, 
//  Y  (i  entre  la  théorie  de  Lorenlz  et  relie  de  Hertz  l<(  niètne  relation  t/u^/-nlie 
eelle  de  Mossotti  et  eelle  de  Maxwell. 

Supposons,  en  ellel,  ipie  nous  allrihuions  au  vide  la  même  constitution  ipie 
Lorenlz  altrihue  aux  diélectriques  ordinaires;  c'esl-à-dire  que  nous  le 
considérions  roiuiur  un  milu'ii  impdlaiisahle  dans  leipiel  des  électrons  |)eii\i'nl 
subir  de  petits  déplacements. 

Les  formules  de  Lorenlz  seront  encdic  applicables,  seulernenl  Ko  ne 
reijiésenlera  j>lus  le  i)ii\n(>ir  indiirlenr  ilu  ride,  /nais  relui  de  noire  milieu 
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impolar isable  idcal.  Passons  à  la  limite  en  supposant  Ko  infiniment  petit; 
il  faudra  bien  entendu  pour  compenser  cette  hypothèse,  multiplier  le  nombre 
des  électrons  de  façon  que  les  pouvoirs  inducteurs  du  vide  et  dos  autres 
diélectriques  restent  finis. 

La  théorie  où  conduit  ce  passaoe  à  la  liiuile  n'est  autre  que  celle  de  llerlz. 

Soit  V  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le   vide.   Dans   la    llieorle  de   I.oienlz 

primitive,  elle  est  égale  à  -^^r;  mais  il  n'en  est  plus  de  même  diin>  la  lliéorie 

v'Ko 

modifiée,  elle  est  égale  à 


"0  S'^u 


7^o  étant  l'indice  de  réfracliou  du  \ide  par  rapport  au  milieu  idéal  impolaiisal)le. 
Si  II  désigne  l'indice  de  réfraction  d'un  diélectrique  par  rapport  au  vide 
\ulgairo,  son  indice  par  rapport  à  ce  milieu  idéal  sera  /(«„  el  la  vitesse  de  la 
lumière  dans  ce  diélectrique  sera 

V  _        I 

Il    ~  /i/io^/k„ 

Dans  les  formules  de  Loreniz,  il  faut  alors  remplacer  11  par  inia- 
Par    exemple,    l'enlraînement   des    ondes    dans    la    lluMirie    de    Loreulz    est 
eprésenlé  [lar  la  lormule  de  Fresnel 


re 


Dans  la  lli(Mirie  modi(i(''(',  il  srrail 

Si  nous  passons  à  la  limite,  il  faut  faire  Ko=o,  d'où  «0=00;  donc  dans 
la  théorie  de  Hertz  l'entraînement  sera  ^,  c'est-à-dire  qu'il  sera  total.  Celte 
conséquence,  contraire  à  l'expérience  de  Fizeau,  suffit  pour  condamner  la 
théorie  de  Herlz,  de  sorte  que  ces  considérations  n'ont  guère  qu'un  inlérôl  de 
curiosité. 

Reprenons    cependant    notre    équation    (4  bis).    Elle    nous    enseigne    que 

la  fraction  du  recul  qui  est  compensée  par  le  mouvement  de   la  matière   du 

diélectrique  est  égale  à 

«5—1 
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l);iiis  In  llu'Oric  de  l.orciilz  modifiée,  celle  Irnclioii  sera  : 


n-nr. 


n-nl  ■+- 1 


Si  nous  passons  à  la  limite  en  faisant  «0=00,  celle  fraclion  esl  égale  à  1, 
de  sorle  que  le  recul  est  c/i/ièrement  compensé  par  le  mouvenienl  de  la  inalière 
des  diélectriques.  En  d'autres  termes,  dans  la  théorie  de  Hertz,  le  principe  de 
léaction  n'est  pas  violé  et  s'applique  à  la  matière  seule. 

C'est  ce  c|u"oii  vcriail  encore  à  l'aide  de  l'éfiiiation  (4  />is);  si  à  la  limite  K„ 
est  nul,  le  terme  l'KoJ'  U,.dT  qui  représente  la  quantité  de  mouvemeiU  du 
fluide  fictif  devient  nul  aussi,  tie  sorte  qu'il  suffit  d'envisager  la  quantité  de 
inouveiuent  de  la  matière  réelle. 

D'où  cette  conséquence  :  /xjiii-  <lriiioiitrcr  expériineitlaleineiit  que  le 
priiiciiic  (le  ri'dctiitn  est  bien  inolc  dans  In  vcnlilr  comme  il  l'est  dans  Ir/ 
llii'dvie  de  Lorentz,  //  //(-  suffisait,  pas  de  montrer  (pie  les  ajipareils  j)r<iditc- 
tt'i/rs  d^éner^^ie  siili/sse/it  un  recul,  ce  qui  serait  déjà  assez  difficile,  il 
laiidrait  encore  montrer  (pie  ce  recul  n'est  pas  eompens('-  par  les  /noui'e- 
menls  des  di(}leetri(jues  et  en  particulier  de  l'air  travers('s  par  les  ondes 
('■lectromagnétiques.  Cela  serait  évidemment  beaucoup  plus  difficile  encore. 

L'ne  dernière  remarque  sur  ce  sujet.  Supposons  que  le  milieu  traversé  par 
les  ondes  soit  magnétique.  Une  |)arti(;  de  l'énergie  ondulalDire  se  trouvera 
encore  sous  la  forme  mécanique.  Si  [J.  esl  la  perméabilité  magnélique  du  milieu, 
l'énergie  magn(''tir[ue  lolnle  sera  : 

mais  une  fraction  seulement,  à  savoir  : 

sera  ilc  l'thiergio  magnétiqu(^  proprement  dite;  laiitrc^  partie  : 

sera  de  rencrgie  nK'canicpie  employée  à  rapprocliei'  les  rouranls  |)artlcularres 
<l'nne  orienlatif)n  commune  perpendiculaire  au  (;liam|>,  à  reneoiitre  de  la  t()r(;e 
r-laslique  (jui  lend  a  ramener  ces  courants  à  l'orienlaliiiu  il'éipjililMe  c|u'ils 
reprennent  en  l'absence  de  eliauip  magiK'l  l(pJ<^ 
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On  pourrait  alors  appliquer  à  ces  milieux  une  analyse,  tout  à  fait  pareille  à 
celle  cpii  précède,  et  où  l'énergie  mécanique  '  /  ia-r/r,  jouerait  le  môme 

rôle  que  jouait  l'énergie  mécanique  —   I  ^^fd~  clans  le  cas  des  diélectriques. 

On  reconnaîtrait  ainsi  que  s'il  existait  des  milieux  magnétiques  non  diélec- 
triques (je  veux  dire  dont  h\  pouvoir  diélectrique  serait  le  même  que  celui  du 
vide),  la  matière  de  ces  milieux  subirait  une  action  mécanique  par  suite  du 
passage  des  ondes  de  lelle  sorte  que  le  recul  des  appareils  producteurs  serait 
en  partie  compensé  par  les  monvcan'iils  de  ces  milieux,  comme  il  l'est  par  ceux 
des  diélectriques. 

Pour  sortir  de  ce  cas  que  la  natiiie  ne  réalise  pas,  supposons  un  milieu  à 
la  fois  diélectrique  et  niagnéliqiie,  la  fraction  du  recul  compensée  par  le 
mouvement  du  milieu  sera  plus  forle  <|ue  pour  un  milieu  non  magnétique 
de  même  pouvoir  diélectrique. 

3.  Pourquoi  le  principe  de  réaction  s'iinpose-t-il  à  noire  esprit  ?  Il  importe 
de  s'en  rendre  compte,  alin  de  voir  si  les  paradoxes  <jui  précèdent  peuvent  être 
réellement  considérés  comme  une  objection  à  la  théorie  de  Lorentz. 

Si  ce  principe,  dans  la  plupart  des  cas,  s'impose  à  nous,  c'est  que  sa  négation 
conduirait  au  mouvement  perpétuel;  en  est-il  de  rnême  ici? 

Soient  A  et  B  deux  corps  quelconques,  agissant  lun  sur  l'autre,  mais  sous- 
traits à  toute  aclioii  extérieure;  si  l'action  de  l'un  n'était  pas  égale  à  la  réaction 
(le  l'autre,  on  pourrait  les  attacher  l'un  à  l'autre  par  une  tringle  de  longueur 
invariable  de  façon  qu'ils  se  comportent  comme  un  seul  corps  solide.  Les 
forces  appliquées  à  ce  solide  ne  se  faisant  pas  équilibre,  le  système  se  mettrait 
en  mouvement  et  ce  mouvement  irait  sans  cesse  en  s'accéléranl,  à  une 
condition  toutefois,  c'est  que  l'action  mutuelle  des  deux  corps  ne  dépende 
que  de  leur  position  relative  el  de  leur  vitesse  lelative,  mais  soit  indépendante 
de  leur  position  absolue  et  de  leur  vitesse  absolue. 

Plus  généralement,  soit  un  système  conservatif  quelconque,  U  son  énergie 
potentielle,  m  la  masse  d'un  des  points  du  système,  x' ,  y',  z'  les  composantes 
de  sa  vitesse,  on  aura  l'équation  des  forces  vives  : 

S  —  {x'^-  -^-  y-  +  z"^)  +  u  =  const. 

Rapportons  maintenant  le  système  à  des  axes  mobiles  animés  d'une  vitesse 
H.  p.  —  IX.  6i 
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l'oiisUiiili'    (le    liiiiisliiliou    i'    |);u;illèl('    à    l'axe    des   ./'   :    soient    x' ,    >'',    :;'   les 
coniposanles  di'  hi  \ile,sse  ichilive  |inr  r.i|)|)orl  l'i  ees  axes,  cm  ainM  : 

jC   —  OC  I  H—  t  ' .  )     ^^^    ^   1  î  *■'    ^^   ■**  1  î  ' 

et,  ]>ar  eonseciueiit  : 

i:  —  [(x'i  +  i')"  -t- j'i  '"  -•-  -'i  '■  )l  +  U  =  const. 

En  verUi  tin  principe  <Ju  mouvement  relatif,  l'  ne  dépend  que  de  la 
position  rebdive  des  points  du  sjstùmc,  les  lois  du  mouvement  relatit  ne 
diffèrenl  pas  de  celles  du  niouvcmenl  absolu  et  l'écjualion  des  forces  vives  dans 

le  uhiuNciiienl  rclalit  séeril  : 

2  —  {x\  -  -¥-  y\  -  4-  z\  -  )  -I-  U  =  c<inst. 

En  letraneliant  li^s  deux  ('(jualions  l'une  de  l'autre,  on  trouve 
(8)  l'Srti^'iH i;/«  =  const. 

ou 

Cg)  'ï.mx\  =  const. 

ce  qui  est  l'expression  analyti(|ue  du  jirincipe  de  réaction. 

Le  principe  de  réaction  nous  ajqjaraît  donc  comme  une  conséquence  de 
celui  de  l'énergie  et  de  celui  ilu  mouveuient  relatif.  Ce  dernier  principe  lui- 
même  s'impose  impérieusement  à  l'esprit,  rpiand  on  l'applique  à  un  système 
isolé. 

Mais  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  il  ne  s'agit  pas  d'un  système  isolé,  puisque 
nous  ne  considérons  que  la  matière  proprement  dite,  en  dehors  de  laquelle 
il  y  a  encore  l'étiier.  .Si  tous  les  objets  matériels  sont  entraînés  dans  une  trans- 
lation commune,  comme  par  exempb.'  dans  la  translation  de  la  Terre,  les 
phénomènes  peuvent  différer  de  ce  qu'ils  seraient  si  cette  translation  n'existait 
pas  parce  que  l'élher  peut  ne  pas  être  entrainé  dans  cetti^  translation.  Le 
principe  du  luouvt'iuent  relatif  ainsi  entendu  et  appliqué  à  la  matière  seule 
s'impose  si  peu  à  l'esprit  que  l'on  a  institué  des  expériences  pour  mettre  en 
évidence  la  translation  de  la  Terre.  Ces  expériences,  il  est  vrai,  ont  donné  des 
résultats  négatifs  mais  on  s'en  est  plutôt  étonné. 

Toutefois  une  question  se  pose  encore.  Ces  expériences,  ai-je  dit,  ont  donné 
un  résultat  négatif,    rt   la    lln'orie  de    Loreniz  e.xplique  ce  résultat  négatif.    Il 
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semble  que  le  principe  du  mouvemenL  relalit,  qui  no  s'imposait  pas  a  piioii, 
est  vérifié  a  posteriori  et  que  le  principe  de  réaction  devrait  s'ensuivre;  et 
cependant  il  n'en  est  pas  ainsi,  comment  cela  se  fait-il? 

C'est  qu'en  réalité,  ce  que  nous  avons  appelé  le  principe  du  mouvement 
relatif  n'a  été  vérifié  qu'imparfaitement  comme  le  montre  la  lliéorie  de  Lorenlz. 
Elle  est  due  à  une  compensation  d'effets,  mais  : 

1°  Cette  compensation  n"a  lieu  qu'en  négligeant  c-,  à  moins  de  faire  une 
certaine  hypothèse  complémentaire  que  je  ne  discuterai  pas  pour  le  moment. 

Cela  toutefois  n'a  pas  d'importance  pour  notre  objet,  car  si  l'on  néglige  v-, 
l'équation  (8)  donnera  dircclonient  l'équation  (9),  c'est-à-dire  le  principe 
de  réaction. 

2"  Pour  que  la  compensation  se  fasse,  il  faut  rapporter  les  phénomènes, 
non  pas  au  temps  vrai  t,  mais  à  un  certain  temps  loccil  l'  défini  de  la  façon 
suivante. 

Je  suppose  que  des  observateurs  placés  en  différents  points,  règlent  leurs 
montres  à  l'aide  de  signaux  lumineux;  (ju'ils  cherchent  à  corriger  ces  signaux 
du  temps  de  la  transmission,  mais  qu'ignorant  le  mouvement  de  translation 
dont  ils  sont  animés  et  croyant  par  conséquent  que  les  signaux  se  transmet  lent 
également  vite  dans  les  deux  sens,  ils  se  bornent  à  croiser  les  observations, 
en  envoyant  un  signal  de  A  en  B,  puis  un  autre  de  B  en  A.  Le  teijips  local  t 
est  le  temps  marqué  par  les  montres  ainsi  réglées. 

Si  alors  V  =  ~ —  est  la  vitesse  de  la  lumière,  et  v  la  translation  de  la  Terre 

v  1^0 

que  je  suppose  parallèle  à  l'axe  des  x  positifs,  on  aura  : 

3"  L'énergie  apparente  se  propage  dans  le  mouvement  relatif  suivant  les 
mêmes  lois  que  l'énergie  réelle  dans  le  mouvement  absolu,  mais  l'énergie 
apparente  n'est  pas  exactement  égale  à  l'énergie  réelle  correspondante. 

4°  Dans  le  mouvement  relatif,  les  corps  producteurs  d'énergie  électro- 
magnétique sont  soumis  à  une  force  apparente  complémentaire  qui  n'existe 
pas  dans  le  mouvement  absolu. 

Nous  allons  voir  comment  ces  diverses  circonstances  résolvent  la  contra- 
diction que  je  viens  de  signaler. 
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Imaginons  un  :i|i|):in'll  |)roilii(U'iir  ilV-iKM'gio  ùlr(lrli|ii(',  dispose  clo  Icllc 
siirtc  ([iii'  ri'iu'i'j;ii'  prodiiili'  soil  rcnvoyrc  diins  une  direclioii  uiu(|ii('.  Ce  sera, 
pur  exemple,  un  excitalenr  de  Ileilz  muni  d'un  miroir  parabolique. 

D'iibord  au  re|)os,  l'excilaleur  envoie  do  l'énerf^ic  dans  la  direcliou  do  l'axe 
(les  X,  el  celle  énerf;ie  est  précisémeni  é;;alo  à  collo  cpii  est  d(''j)onsée  dans 
1  excilaleur.  (  .(iiuiue  nous  l'axons  vu,  l'appareil  rcfulc  et  ])reiid  une  eculaino 
vitesse. 

Si  nous  rappoiiiins  iiuii  à  dos  axes  mobiles  liés  à  l'excitateur,  les  pliénomènes 
apparents  devioni  <''lre,  sauf  les  réserves  faites  plus  liant,  les  mêmes  (juo  si 
rescilatenr  était  au  repos;  il  va  donc  rayonner  une  quantité  d'énergie 
tipparente  qui  sera  éf;alc  à  l'éiier:;ie  dé|)enséo  dans  l'excitateur. 

I)  .iiilri'  pail,  il  Milma  eucoit'  une  impulsion  d{\t-  au  recul,  cl  comme  il  n'esl 
plus  en  repos,  mais  a  dé-jà  une  cerlaine  vitesse,  cette  impulsion  produira  un 
rerlaiii  travail  et  la  lorci^  vive  de  l'excitaleur  augmentera. 

.Si  donc  r(''nergie  électromagnétique  réelle  rajonnée,  était  égale  à  l'énergie 
électnunagnélique  apparente,  c'(!st-i\-dire  comme  je  viens  de  le  dire,  i\  l'énergie 
d(''pensée  dans  l'excitateur,  l'accroissement  de  force  vive  de  l'appareil  aurait 
été  olileuii  sans  aucune  di''|)ense.  (lida  est  contraire  au  ju'iiK-ipe  de  con- 
servaliou.  .Si  donc  il  se  produit  un  recul  c'est  que  l'énergie  apparente  n'est  pas 
égale  à  l'énergie  réelle  et  (pie  les  phénomènes  dans  U;  mouvement  relatif  ne 
sont  pas  oxactomont  les  mêmes  <pio  dans  le  mouvement  absolu. 

Examinons  la  chose  d'un  peu  plus  près.  Soil  c'  la  vitesse  de  l'excitaleur, 
i"  celle  des  axes  mobiles,  que  jo  ne  suppose  plus  liés  à  l'excitateur,  V  colle  de 
la  radiation;  toutes  ces  vitesses  sont  parallèles  à  l'axe  des  x  positifs.  Nous 
supposerons  pour  simplifier  ijue  la  radiation  a  la  forme  d'une  onde  plane 
polarisée,  ce  qui  nous  doune  les  équations  : 

/'  =  /t  =  a  =  [i  =  o, 

^      dt   ~     '  (Ix'  4j:Vi   dt        dx'  dx        dt  ' 

d Oi'i  : 

y  =  4  TU  V  A'. 
I>  c'uergie  réelle  contenue  dans  i'uiiilc'  d(?  voliiiue  sera  : 

^-l-2nVV'=4tV2^-'. 
Voj'ons  Mi;iiiil('ri:iiil  ce  nui  sf  |)iiss(»  (hins  le  moiivcmciil  Jippai'ciil  |i;ir  rapport 
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iiux  axus  mobiles.  On  :i  pour  les  cliaiiips  t'icctrique  el  magnéliquc  apparcals  : 

Nous  avons  (loue  pour  réncrgic  apparente  dans  runilé  de  voliunc  (on  négli- 
geant ('-  mais  non  ci'')  : 


,.V^„.=  ^^_..,j^,,V. 


Sn       "         '^         V«t         o  '  y    ■    -     ■    \o         ,^Y, 


l-es  équations  du  mouvement  appareni  s'écrivent,  d'ailleurs  : 

dt'  dx  4  "  V  "   ''''        dx 

ce  qui  montre  que  la  vitesse  apparente  de  propagation  est  encore  ^ . 

Soit  T  la  durée  de  l'émission;  quelle  sera  la  longueur  réellement  occupée; 
par  la  perturbation  dans  l'espace? 

f.a  léte  de  la  perturbation  est  partie  au  temps  o  du  point  o  et  elle  se  trouve 
au  temps  t  au  point  V<;  la  queue  est  partie  au  temps  T,  non  jias  du  point  o, 
mais  du  point  e'T,  parce  que  l'excitaleiir  d'où  elle  émane  a  marché  pendant 
le  temps  T  avec  une  vitesse  c'.  Cette  queue  est  donc  à  l'instani  /  au  point 
e'T  + V(^  —  T).  La  longueur  réelle  de  la  perturbation  est  donc 

I.  =  \- <  —  [  ,••  T  -t-  \'(  /  ^  T )]  =  I  \  —  i>'  )T. 

Quelle  est  mainlenant  la  longueur  apparente?  La  tête  esl  [larlie  au  temps 
local  o  du  point  o;  au  tem[)s  local  t'  son  abscisse  par  rapport  aux  axes  mobiles 
sera  V<'.  La  queue  est  partie  au  temps  T  du  point  e'T  dont  l'abscisse  par 
rapport  aux  axes  mobiles  esl  (c' — c)  T;  le  temps  local  correspondant  est 

'(•-vi 

Au  temps  local  <',    elle  esl   au  point  x,  x  étant  donné   pai'   les   équations  : 


d'où,  en  négligeant  e-  : 


■  =  [p'T-h  V(7'-T)]/i-H  ^' 
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L'abscisse  do  ce  point  par  ra^jport  aux  axes  mobiles  sera 
x—vt'=  (v'T  —  M)^^  '.\  -\-\t'. 

T,a  longueur  apparente  île  la  perturbation  sera  rlonc 

L'=V/- (.,■-. 7')  =  (V.-.')T(^i+  ^,)  =  l(.+  ^;) 

Lénergie  réelle  totale  (par  unité  de  section)  est  donc 
et  l'énergie  apparente 

(i;:-h..w=)l'=4.v-m.(,-^)(.+  0  =  4.v-^l(i-^). 

Si  donc  idt  représente  l'énergie  réelle  rayonnée  pendant  le  temps  dt, 
Jr/M  I—  ^  j  représentera  l'énergie  apparente. 

Soit  T>dl  l'énergie  dépensée  dans  l'excitateur,  elle  est  la  même  dans  le 
mouvement  réel  et  dans  le  mouvement  apparent. 

11  reste  à  tenir  compte  du  recul.  La  force  du  recul  multipliée  par  dt  est 
égale  à  raccroissement  de  la  quantité  de  mouvement  du  (iuide  liclit',  c'est-à- 


dire  à 


<//h„JV  =    ,  f//, 


puisque  la  quantité  de  lluide  créée  est  RqJc^^  et  sa  vitesse  V.   Le  travail  du 
recul  est  donc  : 

~     V 
Dans    le    mouvement  apparent,    il    faut   remplacer   c'   par   c' — v   et  J    par 

H-v)- 

Le  travail  apparent  ilu  recul  est  donc  : 

(  v' — v)Srlt  /  v\         ,    ,   /        v'         t>         vv'\ 

V (>-  v)  =  ''''  (-  V  ^  V  -^  vî )• 

Enfin    dans    le    mouvement    apparent,    il    (nut    tenir   compte    de   la    force 
complémentaire  apparente  dont  j'ai  [jarliî  plus  liant  (4")-  Celle  force  complé- 

mentaire  est  égale  a  —  -^^  et  son  travail  en  négligeant  c-  est  —  ^  Jar. 
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Gela  posé,  l'équalion  des  forces  vives  dans  le  mouvemenl  réel  s'écril  : 
(10)  j_D-^=o. 

Le  premier  terme  représente  l'énergie  rayonnée,  le  second  la  dépense  et 
le  troisième  le  travail  du  recul. 

L'équation  des  forces  vives  dans  le  mouvemenl  apparent  s'écrira  : 

/  V  \  I        v'  t-'         rt^'  \         et'' 

Le  premier  terme  représente  l'énergie  apparente  rajonnée,  le  second  la 
dépense,  le  troisième  le  travail  a[)parenl  du  recul,  el  le  quatrième  le  travail  de 
la  force  apparente  complémentaire. 

La  concordance  des  équations  (lo)  el  (ii)  dissipe  l'apparence  de  contra- 
diction signalée  plus  haut. 

Si  donc,  dans  la  théorie  de  Lorenlz,  le  recul  peut  avoir  lieu  sans  violer  le 
principe  de  l'énergie,  c'est  que  l'énergie  apparente  pour  un  observateur 
entraîné  avec  les  axes  mobiles  n'est  pas  égale  à  l'énergie  réelle'.  Supposons 
donc  i|ue  notre  excitateur  subisse  un  mouvemenl  de  recul  et  que  l'observateur 
soit  entraîné  dans  ce  mouvement  (p'^  (^  <;  o),  l'excitateur  paraîtra  immobile  à 
cet  observateur  el  il  lui  semblera  qu'il  rayonne  autant  d'énergie  qu'au  repos. 
Mais  en  réalité  il  en  rayonnera  moins  et  c'est  ce  qui  compense  le  travail 
du  recul. 

J'aurais  ])u  supposer  les  axes  mobiles  invariablement  liés  à  l'excitateur, 
c'esl-à-dire  v  =  v',  mais  mon  analyse  n'aurait  pas  alors  mis  en  évidence  le  rôle 
de  la  force  complémentaire  apparente.  J'ai  dû  pour  le  faire  supposer  ç'  beaucoup 
plus  grand  que  c  de  telle  sorte  que  je  puisse  négliger  c^  sans  négliger  rc'. 

J'aurais  pu  aussi  montrer  la  nécessité  de  la  force  complémentaire  apparente 
de  la  façon  suivante  : 

Le   recul   réel   est   ^;    dans    le    mouvement    apparent,    il  faul  remplacer  J 

par  J  (  1  —  y  I  de  sorte  que  le  recul  apparent  est 

J  _  Ji^ 

Y       V^' 


Il  faut  donc  pour  compléter  le  recul  réel,  ajouter  au  recul  apparent  une  force 
mplémentaire  apparente  ^  (je  mets  le  signi 
l'indique  son  nom,  a  lieu  dans  le  sens  négatif). 


complémentaire  apparente  rr^;  (je  mets  le  signe  —  [)arce  que  le  recul,  comme 
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L'existence  de  la  forer  compléinenlairc  app(uenlr  est  doitc  une  eonsc- 
(juenee  nécessaire  du  /dn'/io/nè/ie  du  recul. 

Ainsi,  li'aprt's  la  théorie  de  Lorcniz,  le  principe  de  réacLion  ne  doit  |)as 
s'appliquer  à  la  matière  seule  ;  le  principe  du  mouvement  relatif  ne  doit  pas  non 
plus  s'appliquer  à  la  matière  seule.  Ce  qu'il  importe  de  remarquer,  c'est  qu'il 
V  a  entre  ces  deux  faits  une  connexion  intime  cl  nécessaire. 

//  suffirait  donc  d'établir  expérimentalement  Vun  des  deux  pour  r/we 
l'autre  se  trouvât  rtaldi  ipso  facto.  Il  serait  sans  doute  moins  difficile  de 
démonlrcr  le  second;  mais  c'est  déjà  à  peu  près  impossible  puisque  par 
exemple,    ^I.    Ijénard    a    calculé    qu'avec    une    machine    de    lookW  la   force 

complémentaii-c  apparente  ne  serait  que  de  -. —  de  dyne. 

De  cette  corrélation  entre  ces  deux  faits,  découle  une  conséquence 
importante;  c'est  que  l'expérience  de  Fizeau  est  déjà  elle-môme  contraire  au 
principe  de  réaction.  Si,  en  elTet,  comme  l'indique  cette  expérience,  l'entraîne- 
ment des  ondes  n'est  que  partiel,  c'est  que  la  propagation  relative  des  ondes 
dans  un  milieu  en  mouvemeul  ne  suit  pas  les  mêmes  lois  que  la  propagation 
dans  un  milieu  en  repos,  c'csl-à-dire  que  le  principe  du  mouvement  relatif  ne 
s'applique  pas  à  la  matière  seule  et  cpi'il  ImuI  lui  faire  subir  au  moins  une 
correction  à  savoir  celle  dont  j'ai  parlé  plus  haut  (2")  et  qui  consiste  à  tout 
rapporter  au  «  temps  local  ».  Si  celte  correction  n'est  pas  compensée  par 
d'autres,  on  devra  conclure  que  le  principe  de  réaction  n'est  pas  vrai  non  plus 
pour  la  matière  seule. 

Ainsi  se  trouveraient  condamnées  en  bloc  toutes  les  ihéories  qui  respectent 
ce  principe,  à  moins  que  nous  ne  consentions  à  modifier  prof ondémenl  toutes 
nos  idées  sur  V électrndyiuiinitpu'.  C'est  là  une  idée  que  j'ai  développée  plus 
longuement  dans  un  article  antérieur  (V  Eclairage  Electrique  ^  t.  o, 
n"40)(*). 

(')  Ce  tome,  p.  395. 


SUR 
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Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  l'id,  p.  i5n4-i5oS  (5  juin  igo,5). 


Il  semble  au  premier  abord  que  riiberratlon  de  la  lumière  et  les  phénomènes 
optiques  qui  s'y  rattachent  vont  nous  fournir  un  moyen  de  déterminer  le 
mouvement  absolu  de  la  Terre,  ou  plutôt  son  mouvement,  non  par  rapport  aux 
autres  astres,  mais  par  rapport  à  l'éther.  Il  n'en  est  rien  ;  les  expériences  où 
l'on  ne  lient  compte  que  de  la  jiremière  puissance  de  l'aberration  ont  d'abord 
échoué  et  l'on  en  a  aisément  découvert  l'explication  ;  mais  Michelson,  ayant 
imaginé  une  expérience  où  l'on  pouvait  mettre  en  évidence  les  termes  dépendant 
du  carré  de  l'aberration,  ne  fut  pas  plus  heureux.  Il  semble  que  cette  impossi- 
bilité de  démontrer  le  mouvement  absolu  soit  une' loi  générale  de  la  nature. 

Une  explication  a  été  proposée  parLorcntz,  qui  a  introduit  l'hypothèse  d'une 
contraction  de  tous  les  corps  dans  le  sens  du  mouvement  terrestre  ;  cette 
contraction  rendrait  compte  de  l'expérience  de  Michelson  et  de  toutes  celles  qui 
ont  été  réalisées  jusqu'ici,  mais  elle  laisserait  la  place  à  d'autres  expériences 
plus  délicates  encore,  et  plus  faciles  à  concevoir  qu'à  exécuter,  qui  seraient  de 
nature  à  mettre  en  évidence  le  mouvement  absolu  de  la  Terre.  Mais,  si  l'on 
regarde  l'impossibilité  d'une  pareille  constatation  comme  hautement  probable, 
il  est  permis  de  prévoir  que  ces  expériences,  si  l'on  parvient  jamais  à  les  réaliser, 
donneront  encore  un  résultat  négatif.  Lorentz  a  cherché  à  compléter  et  à 
modifier  son  hypothèse  de  façon  à  la  mettre  en  concordance  avec  le  postulat  de 
l'impossibilité  complète  de  la  détermination  du  mouvement  absolu.  C'est  ce 
qu'il  a  réussi  à  faire  dans  son  article  intitulé  Electrornagnetic  phenomenu  in 
a  System  moving  witli  any  velocity  smaller  than  that  of  light  (^Proceedings 
de  l'Académie  d'Amsterdam,  27  mai  1904). 

H.  p.  —  IX.  62 
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L'iiujtorUinci'  île  la  (|iu'slii>ii  m  :i  (Ictcriiiim';  à  la  reprendre  ;  les  résullals  que 
j'ai  obtenus  sont  d'accord  sur  tous  les  points  importants  avec  ceux  de  Lorcntz  ; 
j'ai  été  seulemenl  conduit  à  les  niodificr  et  à  les  compléter  dans  quelcpies 
points  de  détail. 

Le  poiiil  esseiilli'l,  claMi  par  l^orenlz,  c'est  que  les  équations  du  champ 
éleclromagnétiipie  ne  sont  pas  altérées  par  une  certaine  transformation  (que 
j'appellerai  du  nom  de  /.nrcn/z)  el  (pu  esl  de  la  lorme  suivante  : 

(i)  x' =  kl(x -i- Et),        y  =  ly,         z'=l:,         t' =  kl(t -k- S.X), 

X,  y,  z  sont  les  coordonnées  el  /  le  temps  avant  la  transformation,  x',  y',  z'  et 
/'  après  la  transformation.  D'ailleurs  £  esl  une  constante  qui  définit  la  transfor- 
ma lion 


et  /  esl  une  fonction  quelconque  de  £.  On  voit  que  dans  cette  transformation 
l'axe  des  x  joue  un  rôle  particulier,  mais  on  peut  évidemment  construire  une 
transformation  où  ce  rôle  serait  joué  par  une  droite  quelconque  passant  par 
l'origine.  L'ensemble  de  tontes  ces  transformations,  joint  à  l'ensemble  de  toutes 
les  rotations  de  l'espace,  doit  former  un  groupe;  mais  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
il  faut  que  /=  i  ;  on  est  donc  conduit  à  supposer  /  =  i  et  c'est  là  une  consé- 
quence que  Lorentz  avait  obtenue  par  une  autre  voie. 

Soient  p  la  densité  électrique  de  l'électron,  t,  rj,  Ç  sa  vitesse  avant  la  trans- 
formation ;  on  aura  pour  les  mêmes  quantités  p',  ^',  /)',  Ç'  après  la  transformation 

Ces  formules  diffèrent  un  peu  de  celles  qui  avaient  lUé  trouvées  par  Lorentz. 

Soient  iiiaintruiinl  \,  Y,  Z  et  X',  Y',  Z'  les  trois  composantes  de  la  force 
avant  el  après  la  Iransformation,  /n  Jorcr-  est  rapporlée  à  l'unité  de  volutnc  ; 
je  trouve 

Ci)  X'=  J^(X  +  ei:XÇ),  Y'=Jo  Z'=j^- 

Ces   formules   diffèrent   également    un    peu    de    ccdles    de  Lorentz  ;    1(^    terme 

complémentaire  en  -X£  rappelle  un  iv^snltal  olitenu  autrefois  par  M.  I^iénard. 

.Si  nous  désignons  maintenant  par  Xj,  Yi,  Zi  el  XJ,  Y^,  Z|  les  composantes 
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de  la  l'orce  rapportée  non  plus  à  l'unité  de  volume,   mais  à  l'unité   de   masse 
de  l'électron,  nous  aurons 

(  f.\  X'  —    ^'    P  1-  X    -1-  -  V  V    c  -,  V  '  _    P   ^'1  7  '  _    P   ^  ' 

(4)  Xi- ^  p-(\,  +  c-\,|),      \^_.-  -,       7^.-p'7r 

Lorenlz  est  amené  également  à  supposer  que  l'électron  en  mouvement  prend 
la  forme  d'un  ellipsoïde  aplali  ;  c'est  également  l'hypothèse  faite  par  Langevin, 
seulement,  tandis  que  Lorentz  suppose  que  deux  des  axes  de  l'ellipsoïde 
demeurent  constants,  ce  qui  est  en  accord  avec  son  hypothèse  /  :=  i ,  Langevin 
suppose  que  c'est  le  volume  qui  reste  constant.  Les  deux  auteurs  ont  montré 
que  ces  deux  hypothèses  s'accordent  avec  les  expériences  de  Raufniann,  aussi 
bien  que  l'hypothèse  primitive  d'Abraham  (électron  sphérique).  L'hypothèse 
de  Langevin  aurait  l'avantage  de  se  suffire  à  elle-même,  puisqu'il  suffit  de 
regarder  l'électron  comme  déformable  et  incompressible  pour  expliquer  qu'il 
prenne  quand  il  est  en  mouvement  la  forme  ellipsoïdale.  Mais  je  montre, 
d'accord  en  cela  avec  Lorentz,  (|u'elle  est  incapable  de  s'accorder  avec  l'impossi- 
bilité d'une  expérience  montrant  le  mouvement  absuln.  Cela  tient,  ainsi  que  je 
l'ai  dit,  à  ce  que  /=i  est  la  seule  hypothèse  pour  laquelle  l'ensemble  des 
transformations  de  Lorentz  forme  un  groupe. 

Mais  avec  l'hypothèse  de  Lorentz,  l'accord  entre  les  formules  ne  se  fait  pas 
tout  seul;  on  l'obtient,  et  en  même  temps  une  explication  possible  de  la 
contraction  de  l'électron,  en  supposant  que  Véleclroji,  déformable  et  compres- 
sible, est  soumis  à.  une  sorte  de  pression  constante  extérieure  dont  le  trcn'ail 
est  proportionnel  aux  vr/ria/ions  du  volume. 

Je  montre,  par  une  application  du  principe  de  moindre  action,  que,  dans 
ces  conditions,  la  compensation  est  complète,  si  l'on  suppose  que  l'inertie  est 
un  phénomène  exclusivement  électromagnétique,  comme  on  l'admet  générale- 
ment depuis  l'expérience  de  Ivaufmann,  et  qu'à  pari  la  pression  constante  dont 
je  viens  de  parler  el  qui  agit  sur  l'éleclron,  toutes  les  forces  sont  d'origine 
électromagnétique.  On  a  ainsi  l'explication  de  l'impossibilité  de  montrer  le 
mouvement  absolu  et  de  la  conlraction  de  tous  les  corps  dans  le  sens  du  mou- 
vement terrestre. 

Mais  ce  n'est  pas  tout  :  Lorentz,  dans  l'Ouvrage  cité,  a  jugé  nécessaire  de 
compléter  son  hypothèse  en  supposant  que  toutes  les  forces,  quelle  qu'en  soit 
l'origine,  soient  affectées,  par  une  translation,  de  la  môme  manière  que  les 
forces  ('lectromagnéticiues,  et  que,  par  conséquent,  l'effet  produit   sur   leurs 
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colll|)^ls:lllt(':^  |>ar  Li  tr:mslurin:iliiiii  de  liOiciil/,  est  ciuorc  (Iclîiii  |i:ir  les  é(|Uii- 
lions  (4)- 

11  iinporlall  troxainiiicr  celte  lijpolhèse  de  plus  près  cl  en  parlicidier  de 
reclierclier  quelles  modilicalioiis  elle  nous  obligerail  à  apporter  aux  lois  de  la 
gravilation. 

C'est  ee  que  j'ai  elieiclié  à  déteiiuiner;  j'ai  été  d'ahord  conduit  à  supposer 
que  la  propagation  de  la  gravitation  n'est  pas  instantanée,  mais  se  fait  avec 
la  \itesse  de  la  lumière.  Cela  semble  en  contradiction  avec  un  résultat 
obtenu  par  l.aplace  qui  annonce  que  cette  propagation  est,  sinon  instantanée, 
du  moins  beaucoup  plus  rapide  que  celle  de  la  lumière.  Mais,  en  réalité,  la 
question  que  s'était  posée  Laplace  diflère  considérablement  de  celle  dont  nous 
nous  occupons  ici.  Pour  Laplace,  rinlroduction  d'une  vitesse  finie  de  propa- 
galiiui  était  la  seule  modification  (pi'il  apportait  à  la  loi  de  Newton.  Ici, 
au  contraire,  celte  modification  est  accompagnée  de  plusieurs  autres  ;  il  est 
donc  possible,  et  il  arrive  en  effet,  qu'il  se  produise  entre  elles  une  compen- 
sation partielle. 

Quand  nous  parlerons  donc  de  la  position  ou  de  la  vitesse  du  corps  attirant, 
il  s'agira  de  cette  position  ou  de  celle  vitesse  à  l'instant  où  Yoiide  gravijiqiie 
est  partie  de  ce  corps  ;  quand  nous  parlerons  de  la  position  ou  de  la  vitesse  du 
corps  attiré,  il  s'agira  de  cette  position  ou  de  cette  vitesse  à  l'inslant  où  ce  corps 
attiré  a  été  atteint  par  l'onde  gravifique  émanée  de  l'autre  corps  ;  il  est  clair  cjue 
le  premier  instant  est  antérieur  au  second. 

Si  donc  X,  y,  z  sont  les  projections  sur  les  trois  axes  du  vecteur  cjui  joint  les 
deux  positions,  si  la  vitesse  du  corps  attiré  est  Ç,  yj,  Ç,  et  celle  du  corps  attirant 
ïi)  ■'îi-  Çij  les  trois  composantes  de  l'attraction  (que  je  pourrai  encore  appeler 
Xi.  Yi,  Zj)  seront  des  fonctions  de  a",  y^  z,  \,  rj,  Ç,  ^t,  r)i,  Çi.  Je  me  suis 
demandé  s'il  était  possible  de  déterminer  ces  fonctions  de  telle  façon  qu'elles 
soient  affectées  par  la  transformation  de  Lorenlz  conformément  aux  équations  (4) 
et  (pi'on  retrouve  la  loi  ordinaire  de  la  gravitation,  toutes  les  fois  que  les 
vitesses  ^,  yî,  Ç,  |i,  ri\,  Çi  sont  assez  petites  pour  qu'on  puisse  en  négliger  les 
carrés  devant  le  carré  de  la  vitesse  de  la  lumière. 

La  réponse  doit  être  affirmative.  On  trouve  que  l'attraction  corrigée  se 
compose  de  deux  forces,  l'une  parallèle  au  vecteur  x,  y,  z.  l'autre  à  la  vitesse 

;ii  ■'il,  Çi- 

La  divergence  avec  la  loi  ordinaire;  do  la  gravitation  est,  comme  je  viens  de 
le  dire  de  l'ordre  de  ;-  ;  si  l'on  supposait  seulement,  comme  l'a  fait  Laplace,  que 
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la  vitesse  de  propagation  est  celle  de  la  lumière,  cetle  divergence  serait  de 
l'ordre  de  t.,  c'est-à-dire  loooo  fois  plus  grande.  Il  n'est  donc  pas,  à  première 
vue,  absurde  de  supposer  que  les  observations  astronomiques  ne  sont  pas  assez 
précises  pour  déceler  une  divergence  aussi  petite  que  celle  que  nous  imaginons. 
Mais  c'est  ce  qu'une  discussion  approfondie  permettra  seule  de  décider. 
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Introduction . 


Il  semhlc  ;iii  jircniior  aliord  ([iic  l'aberration  de  la  limiière  el  les  pliéiiomènes 
(jptiques  et  élet'lriqiies  qui  s'y  l'altaclient  vont  nous  iournir  un  niojen  de 
déterminer  le  mouvemoni  absolu  de  la  Terre,  ou  pliilôl  son  mouvement,  non 
par  rapport  aux  autres  astres,  mais  par  rapport  à  l'éllier.  Fresnel  l'avait  déjà 
tenté,  mais  il  reconnut  bientôt  que  le  mouvement  de  la  Terre  n'altère  pas  les 
lois  de  la  l'ét'raction  et  de  la  réflexion.  Les  expériences  analogues,  comme  celle 
de  la  lunette  pleine  d'eau  el  toutes  celles  où  l'on  ne  tient  compte  que  des 
termes  du  premier  ordre  par  rapport  à  l'aberration,  ne  donnèrent  non  plus  que 
des  résultats  négatifs  ;  on  en  découvrit  bientôt  l'explication  ;  mais  Michelson, 
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ayant  imaginé  une  expérience  où  les  termes  dépendant  du  carré  de  l'aberration 
devenaient  sensibles,  échoua  à  son  tour. 

Il  semble  cjue  celte  impossibilité  de  mettre  en  évidence  expérimentalement  le 
mouvement  absolu  de  la  Terre  soit  une  loi  générale  de  la  Nature  ;  nous  sommes 
naturellement  porté  à  admettre  cette  loi,  que  nous  appellerons  le  Postulat  de 
Relativité  et  à  l'admettre  sans  restriction.  Que  ce  postulat,  jusqu'ici  d'accord 
avec  l'expérience,  doive  être  confirmé  ou  infirmé  plus  lard  par  des  expériences 
|)lus  précises,  il  est  en  tout  cns  intéressant  de  voir  quelles  en  peuvent  être  les 
conséquences. 

Une  explication  a  été  proposée  par  Lorentz  cl  Filz  Gérald,  qui  ont  introduit 
l'hypothèse  d'une  contraction  subie  par  tous  les  corps  dans  le  sens  du  mouve- 
ment de  la  Terre  et  proportionnelle  au  carré  de  l'aberration  ;  celle  contraction, 
que  nous  appellerons  la  contraction  lorentzirniw,  rendrait  compte  do  l'expé- 
rience de  Michelson  et  de  toutes  celles  qui  onl  (■■l('  réalisées  jusqu'ici.  L'hypo- 
thèse deviendrait  insuffisante,  toutefois,  si  l'on  voulait  admettre  tians  tonte  sa 
généralité  le  postulat  de  relativité. 

Lorentz  a  clierclié  alors  à  la  compléter  et  à  la  modifier  de  façon  à  la  mettre  en 
concordance  parfaite  avec  ce  postulat.  C'est  ce  qu'il  a  réussi  à  faire  dans  son 
article  intitulé  Electroinagnetic  plicnomena  in  a  System  moviiig  witli  any 
velocity  smaller  lliaii  llial  af  liglil  { Proceedings  de  l'Académie  d'Amsterdam, 
27  mai  1904). 

[^'importance  de  la  question  m'a  déterminé  à  la  reprendre  ;  les  résultats  que 
j'ai  obtenus  sont  d'accord  avec  ceux  de  M.  Lorentz  sur  lous  les  points  impor- 
tants; j'ai  été  seulement  conduit  à  les  modifier  et  à  les  compléter  dans  quelques 
points  de  détail  ;  on  verra  plus  loin  les  difi'érences  qui  sont  d'une  importance 
secondaire. 

L'idée  de  Lorentz  peut  se  résumer  ainsi  :  si  l'on  peut,  sans  qu'aucun  des 
phénomènes  apparents  soit  modifié,  imprimer  à  tout  le  système  une  translation 
commune,  c'est  que  les  équations  d'un  milieu  électromagnétique  ne  sont  pas 
altérées  par  cerlaines  transformations,  que  nous  appellerons  transformations 
de  Lorentz;  deux  systèmes,  l'un  immobile,  l'autre  en  translation,  deviennent 
ainsi  l'image  exacte  l'un  de  l'autre. 

Langevin  (')  avait  cherché  à    modifier  l'idée  de  Lorentz;    pour   les    deux 

(')  Langevin  avait  été  devancé  par  M.  Buclierer  de  Bonn,  qui  a  émis  avant  lui  la  même  idée 
(  Voir  BuciiERER,  Matliematisclie  Einfiihrung  in  die  Fleidronentheorie,  août  lyo^,  Teubner, 
Leipzig). 
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ailleurs,  l'c'lccU'on  l'ii  iiuiiivciiu'iil  prend  l:i  loi'iiu'  il'iiii  ('lllpsoïilc  aplali,  mais 
pour  Loreutz  deux  des  axes  de  l'ellipsoïde  demeurenl  consLanls,  pour  Langevin 
au  contraire  c'est  le  volume  de  l'ellipsoïde  qui  demeure  constant.  Les  deux 
savants  ont  d'ailleurs  montré  que  ces  deux  hypothèses  s'accordent  avec  les 
expériences  de  Kaulinann,  aussi  hicii  cpic  lliypothÈse  |)rlinilive  d'Abraliam 
(électron  splicrlqne  iiidéi'orniable). 

L'avantage  de  la  ihéiuic  de  Langevin,  c'est  qu'elle  ne  fait  intervenir  que  les 
forces  éleclromagnéliques  et  les  forces  de  liaison  ;  mais  elle  est  incompatible 
avec  le  postulai  de  relativité  ;  c'est  ce  fpie  Lorentz  avait  montré,  c'est  ce  que  je 
retrouve  ;\  mon  tour  par  une  autre  voie  en  faisant  appel  aux  principes  de  la 
llié<ine  (U'S  groupes. 

Il  laiit  donc  en  revenir  à  la  lliéoric  de  Lorenlz  ;  mais  si  l'on  veut  la  conserver 
et  éviter  d'intolérables  conlradlclions,  il  faut  supposer  une  force  spéciale  qui 
explique  à  la  fois  la  contraction  et  la  constance  de  deux  des  axes.  J'ai  cherché 
à  déterminer  cette  force,  j'ai  trouvé  (\\i' elle  peut  èlre  assimilée  à  une  pression 
extérieure  constante,  agissant  sur  l'électron  déformable  et  compressible,  et 
dont  le  travail  est  jiroportionnel  aux  variations  du  roi  unie  de  cet  électron. 

Si  alors  l'inerlie  de  la  matière  était  exclusivement  d'origine  électromagné- 
tique, comme  on  l'admet  généralement  depuis  l'expérience  de  Kaufmann,  et 
qu'à  part  cette  pression  constante  dont  je  viens  de  parler,  tontes  les  forces 
soient  d'origine  électromagnéti(pie,  le  postulat  de  relativité  peut  être  établi  en 
toute  rigueur.  C'est  ce  que  je  nujiilre  par  un  calcul  très  simple  fondé  sur  le 
principe  de  moindre  action. 

Mais  Cl'  n'est  pas  tout.  Lorenlz,  'dans  l'ouvrage  cité,  a  jugé  nécessaire  de 
compléter  son  hypothèse  de  façon  f|ii('  le  postulat  subsiste  quand  il  y  a 
d'autres  forces  que  les  forces  électromagnétiques.  D'après  lui,  toutes  les  forces, 
quelle  qu'en  soit  l'origine,  sont  alfectées  par  la  transformation  de  Lorentz 
(et,  par  conséquent  par  une  translation)  de  la  même  manière  que  les  forces 
électromagnétiques. 

Il  importail  d'examiner  cette  hypothèse  de  plus  près  et,  en  particulier  de 
rechercher  quelles  modifications  elle  nous  obligerait  à  apporter  aux  lois  de  la 
gravitation. 

On  trouve  d'abord  qu'elle  nous  force  à  supposer  ipie  la  j)ropagation  de  la 
gravitation  n'est  pas  instantanée,  mais  se  fait  avec  la  vitesse  de  la  lumière.  On 
pourrait  croire  que  c'est  une  raison  suffisante!  pour  rejeter  l'hypothèse,  Laplace 
ayant  démontré  qu'il  ne  peut  cui  être  ainsi.   Mais  en  rivalité,  l'cfrel  de  cette 
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propagation  est  compensé,  en  grande  partie,  par  une  cause  différente,  de  sorte 
qu'il  n'y  a  plus  contradiction  entre  la  loi  proposée  et  les  observations 
astronomiques. 

Etait-il  possible  de  trouver  une  loi,  qui  satisfit  à  la  condition  imposée  par 
Lorentz,  et  qui  en  même  temps  se  réduisità  la  loi  de  Newton  toutes  les  fois  que 
les  vitesses  des  astres  sont  assez  petites  pour  qu'on  puisse  négliger  leurs  carrés 
(ainsi  que  le  produit  des  accélérations  par  les  dislances)  devant  le  carré  de  la 
vitesse  de  la  Lumière  ? 

A  cette  question,  ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin,  on  doit  répondre  affirmati- 
vement. 

La  loi  modifiée  est-elle  compatible  avec  les  observations  astronomiques? 

A  première  vue,  il  semble  que  oui,  mais  la  question  ne  pourra  être  tranchée 
que  par  une  discussion  approfondie. 

Mais  en  admettant  même  que  cette  discussion  tourne  à  l'avantage  de  la 
nouvelle  hypothèse,  que  devrons-nous  conclure?  Si  la  propagation  de  l'attraction 
se  fait  avec  la  vitesse  de  la  lumière,  cela  ne  peut  être  par  une  rencontre  fortuite, 
cela  doit  être  parce  que  c'est  une  fonction  de  l'éther  ;  et  alors  il  faudra  chercher 
à  pénétrer  la  nature  de  cette  fonction,  et  la  rattacher  aux  autres  fonctions  du 
fluide. 

Nous  ne  pouvons  nous  contenter  de  formules  simplement  juxtaposées  et  qui 
ne  s'accorderaient  que  par  un  hasard  heureux;  il  faut  que  ces  formules  arrivent 
pour  ainsi  dire  à  se  pénétrer  mutuellement.  L'esprit  ne  sera  satisfait  que  quand 
il  croira  apercevoir  la  raison  de  cet  accord,  au  point  d'avoir  l'illusion  qu'il 
aurait  pu  le  prévoir. 

Mais  la  question  peut  encore  se  présenter  à  un  autre  point  de  vue,  qu'une 
comparaison  fera  mieux  comprendre.  Supposons  un  astronome  antérieur  à 
Copernic  et  réfléchissant  sur  le  système  de  Ptoléméo  ;  il  remarquera  que  pour 
toutes  les  planètes,  un  des  deux  cercles,  épicycle  ou  déférent,  est  parcouru  dans 
le  même  temps.  Cela  ne  peut  être  par  hasard,  il  y  a  donc  entre  toutes  les 
planètes  je  ne  sais  quel  lien  mystérieux. 

Mais  Copernic,  en  changeant  simplement  les  axes  de  coordonnées  regardés 
comme  fixes,  fait  évanouir  cette  apparence  ;  chaque  planète  ne  décrit  plus 
qu'un  seul  cercle  et  les  durées  de  révolutions  deviennent  indépendantes 
(jusqu'à  ce  que  Kepler  rétablisse  entre  elles  le  lien  qu'on  avait  cru  détruit). 

Ici  il  est  possible  qu'il  y  ait  quelque  chose  d'analogue  ;  si  nous  admettions  le 
postulat  de  relativité,  nous  trouverions  dans  la  loi  de  gravitation  et  dans 
H.  P.  —  IX.  63 
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les  lois  électromagnétiques  un  nombre  coninuiii  i|m  serait  la  vitesse  de  la 
lumière  ;  et  nous  le  retrouverions  encore  dans  toutes  les  autres  forces  d'orif;ine 
quelconque,  re  qui  ne  pourrait  s'expliquer  que  de  deux  manières  : 

Ou  bien  il  n'y  aurait  rien  au  monde  qui  ne  lût  d'origine  électromagnétique. 

Ou  bien  cette  partie  qui  serait  pour  ainsi  dire  commune  à  tous  les  phéno- 
mènes physiques  ne  serait  qu'une  apparence,  quelque  chose  qui  tiendrait  à  nos 
méthodes  de  mesure.  Comment  faisons-oous  nos  mesures?  En  transportant,  les 
uns  sur  les  autres,  des  objets  regardés  comme  des  solides  invariables,  répondra- 
l-on  d'abord  ;  mais  cela  n'est  plus  vrai  dans  la  théorie  actuelle,  si  Ion  admet  la 
contraction  lorentzienne.  Dans  cette  théorie,  deux  longueurs  égales,  ce  sont, 
par  définition,  deux  longueurs  que  la  lumière  met  le  môme  temps  à  parcourir. 

Peut-être  suffirait-il  de  renoncer  à  cette  définition,  pour  que  la  théorie  de 
Lorentz  fût  aussi  complètement  bouleversée  que  l'a  été  le  système  de  Ptolémée 
par  l'intervention  de  Copernic.  Si  cela  arrive  un  jour,  cela  ne  prouvera  pas  que 
l'efTort  fait  par  Lorentz  ail  été  inutile  ;  car  Ptolémée,  quoi  qu'on  en  pense,  n'a 
pas  été  inutile  à  Copernic. 

Aussi  n'ai-je  pas  hésité  à  publier  ces  quelques  résultats  partiels,  bien  qu'eu 
ce  moment  même  la  théorie  entière  puisse  semblei'  mise  en  danger  par  la 
découverte  des  rayons  magnétocathodiques. 


1.  —  Transformation   de  Lorentz. 

Lorentz  a  adopté  un  système  particulier  d'unités,  de  façon  à  faire  disparaître 
les  facteurs  4  7i  dans  les  formules.  Je  ferai  de  môme,  et  de  plus  je  choisirai  les 
unités  de  longueur  et  de  temps  de  telle  façon  que  la  vitesse  de  la  lumière  soit 
égale  à  I.  Dans  ces  conditions,  les  formules  fondamentales  deviennent,  en 
appelanty,  g,  h  le  déplacement  électrique,  a,  j3,  y  la  force  magnétique,  F,  G, 
H  le  potentiel  vecteur,  ']/  le  potentiel  scalaire.  &  la  densité  électrique,  Ç,  r;,  Ç  la 
vitesse  de  l'électron,  m,  v,  w  le  courant  : 

df         ,        d-'        d'i  fin        dO  .  dl'        d'il 

al  dy        dz  dy        dz  dt         dx 

d-x  _  dg        dh  r/p        V'^^pÇ  _  V^  "[/^  _  "'î'        \^  "^^  _ 


\  a-JL        dg        dh  r/p        V'"PÇ  V  "/  "Y        V 

°  =  --£  =  2Ê-£'     "^=-^'    ^'-^^- 
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Un  élément  de  matière  de  volume  dxdydz,  subit  une  force  mécanique  dont 
les  composantes  IL  dxdydz,  Y  dxdydz,  7^  dxdydz  se  déduisent  de  la 
formule  : 

(2)  X  =  p/-l-p(-rif-Çp). 

Ces  équations  sont  susceptibles  d'une  transformation  remarquable  découverte 
par  Lorentz  et  qui  doit  son  intérêt  à  ce  qu'elle  explique  pourquoi  aucune 
expérience  n'est  susceptible  de  nous  faire  connaître  le  mouvement  absolu  de 
l'univers.  Posons  : 

(3)  j;' =  ^A  J- H- i^i,         t' =  kli^l -^  ix\,         y=ly^         z' =  tz. 

/  el  E  étant  deux  constantes  quelconques,  et  étant 

Â-=  -     ' 

Si  alors  ncjus  posons  : 

^       ^dx'-'        dt'-i' 
il  viendra  : 

n'=n/-^. 

Considérons  une  sphère  entraînée  avec  l'éleclron  dans  un  mouvement  de 
translation  unilniine  el  soit  : 

(  X  —  5  <  )'^  -H  (_K  —  f)  O-  -t-  (  2  —  ^  '  )-  =  '"■' 

l'équation  de  cette  sphère  mobile  dont  lu  \olume  sera  '^  tt/-. 

La  transformation  la  changera  en  un  ellipsoïde,  dont  il  est  aisé  de  trouver 
l'équation.  On  déduit  aisément,  en  elTel,  des  équations  (3)  : 

A-      ,  A-     ,  ,  r'  z' 

I  3  bis)  j:  =  -  {X  —  Il  ),  l  =  -  (I  —  IX  \,  y  =  --  ;  =       . 

L'équation  de  l'ellipsoïde  devient  ainsi  : 

k-{x'  —  tt'  —'■I'  -^  il^x')--<r(v'  —  r^kt'  -h  r,A:c.c' )--!-(  s'—  Zkf  -h  ;/;.c')-=  /-/■-. 

Cet  ellipsoïde  se  déplace  avec  un  mouvement  uniforme,  pour  /'=().  il  se 
réduit  à 

A--x'-(\  ■+-  le)-  -h  (  )  '  -h  Y]Aej;')'^  +  (=',-)-  ~[kix')-  =  l'-r-. 

et  a  pour  \(ihime  : 
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Si  l'on  veut  que  la  charge  d'un  électron  ne  soit  pas  altérée  par  la  transforma- 
tion et  si  l'on  appelle  p'  la  nouvelle  densité  électrique,  il  viendra  : 

(4)  p'  =   jr,(p-i-Bpl). 

Que  seront  maintenant  les  nouvelles  vitesses  e',  y)',  Ç'?  on  devra  avoir  : 

,  _  dx'  _  dix  -h  Et)  _   Ç-t-£ 


T] 


dt'        d(t -h  ex)        h- £$ 
dy  dr  T)  ,,  Ç 


dt'        kd{t-\-e.x)       A-(i-i-£0  A-(n-£Ç) 


d'où: 

(4*")  p'?'=  p(p$ -+■£?),        P''n'=f3p'^'        p'C=^pÇ. 

C'est  ici  que  je  dois  signaler  pour  la  première  fois  une  divergence  avec 
Lorentz. 

Lorentz  pose  (à  la  différence  des  notations  près)  \loc.  cit.,  p.  8i3  (form.  (7) 
et  (8)]: 

On  retrouve  ainsi  les  formules  : 

Je  ,  I 

P?  =  ^jCpÇ^-sp)!       p-n  =  -/3p-n,       p;  =  ^,  p;; 

mais  la  valeur  de  p'  diffère. 

Il  importe  de  remarquer  que  les  formules  (4)  el{l\bis)  satisfont  à  la  condi- 
tion de  continuité 

da'       v^  rfp'ç' 

-h  -t-  7  —7-7    =  o- 
dt        ^d  dx 

Soit,  en  effet,  /.  une  quantité  indéterminée  et  D  le  déterminant  fonctionnel  de 

(5)  /  -I-  Àp,  ^-+->.pÇ,  /  +  >-pfl,  3-HÀpî 

par  rapport  à  <,  x,  y,  z.  On  aura  : 

D  =  Do-f-D,À-t-  D2X2-1-  D:,).3-i-  Dt"/.», 
avec 

D(,=  i,        U,=  -^  H-  >  -p  =  o. 
dt       ^  dx 

Soit  /.'=:  l'^l.,  nous  voyons  que  les  (jualre  fonctions 
{bbis)  ''-»->■'?',         a^'-l- À'p'Ç',        /-i-X'p't|',         ;'-i-à'p'Ç' 
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sont  liées  aux  fondions  (5)  par  les  mêmes  relations  linéaires  que  les  variables 
anciennes  aux  variables  nouvelles.  Si  donc  on  désigne  par  D' le  délerminanl 
fonctionnel  des  fonctions  (5  bis)  par  rapport  aux  variables  nouvelles,  on  aura  : 

D'=D,         D'=  D'o-i-D',/.'-i-...-f-Di/.'S 
d'où  : 

d;=d„=i,      n;  =  ;-2D,  =  o  =  ^.4- V^'.  c.q.k.d. 

at  Àm^   (Ix 

Avec  l'hypothèse  de  Lorentz,  cette  condition  ne  serait  pas  remplie,  puisque 
p'  n'a  pas  la  même  valeur. 

Nous  définirons  les  nouveaux  potentiels,,  vecteur  et  scalaire,  de  façon  à 
satisfaire  aux  conditions 

(6)  u'V  =  -?\     n'F'  =  -pT- 

Nous  tirerons  ensuite  de  là  : 

(7)  y=-^^('>  +  £F),         F'=  '^^(F  +  £^),         G'=iG,         H'=iA. 

Ces  formules  diffèrent  notablement  de  celles  de  Lorentz,  mais  la  divergence 
ne  porte  en  dernière  analyse  que  sur  les  définitions. 

Nous  choisirons  les  nouveaux  champs  électrique  et  magnétique  de  façon  à 
satisfaire  aux  équations  : 

d¥'       dV  dW       dG 

II  est  aisé  de  voir  que  : 


d 
dî' 

k  l  d           d\ 
=  l\dt-^di)' 

d    _  k  /  d 
dx'        l  \  dx 

d       ■  i    d 
dv'  ~~  l  dv' 

d         1    d 
dz'  ~  l  dz 

et  on  en  conclut  : 

k,  .  ,,      k 


(9) 


Ces  formules  sont  identiques  à  celles  de  Lorentz. 

Notre  transformation  n'altère  pas  les  équations  (i  ).  En  effet,  la  condition  de 
continuité,  ainsi  que  les  équations  (6)  et  (8),  nous  fournissent  déjà  quelques- 
unes  des  équations  (i)  (sauf  l'accentuation  des  lettres). 
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Les  éqiiiilion-i  ((S)  nipprocliées  de  In  riiiidilion  de  cniilmiiilc  (lumiciil  ; 

11  rôle  à  élalillr  (lue  : 

'V         ,-  _  dy        'l\'  '/^'  _  d.g        dh'  V^  flfA'  _    , 

iïi'  '^''^  ~  dj'~"d^''       dt'  ~  lE'  ~  dy'       Zud^'  ~'^ 

el  ion  voit  aiseiueiil  que  ce  smil  des  coiisé(]iieiiee.s  nécessaires  des  équa- 
tions (6),  (8)  el  (lo). 

Nous  devons  mainlenani  eomparer  les  forces  avani  el  après  la  Iransfornia- 
lion. 

Soient  X,  Y,  Z  la  force  avant,  el  X',  ^  ',  7/  la  force  après  la  transformation, 
Imites  deux  rapportées  à  l'unité  de  volume.  Poiii-  (pie  X'  satisfasse  aux  m<^mes 
équations  qu'avant  la  transformation,  on  doit  avoir  : 

>^'=?'/'+?'(VT'-rfl'.), 
Y' =  p' j,'' H- p'(  C'a' —  Ç' y' ), 
Z'=  p'/('-,^p'(E'p'-V«'), 

ou,  en  ri'mplaçaiil  louLes  les  quanlilés  jiar  leurs  valeurs  (^4)'  (4  bis)  et  (9)  et 
tenant  compte  des  équations  (2)  : 

/  \'=  j^  (X  +  sSXÇ). 


(".) 


Si  noii>.  représentions  par  X(,  Yi,  Zj  les  composantes  de  la  force  rapportée, 
non  plus  à  l'unité  de  volume,  mais  à  l'unité  de  charge  électrique  de  l'électron, 
el  par  \\,  ^  J ,  ZJ  les  mêmes  quantités  après  la  transformation,  nous  aurions  : 

\,=/+r,v--î:5,       \',  =/'  +  .,,'-/_;■[,',       \  =  px,,       \'-p'\; 

l'I  nous  aiiriciiis  les  l'ipialions  : 

1   X',  =  ^'J  ?-,  (X,+£SX,Ï), 
1  II  bis,  '   y;  =  j^  ^,  Y,, 

7  '  _    '    ?   7 
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Lorentz  avait  trouvé  [à  la  difi'érence  des  mitalions  près,  |j.  Si.H.  form.  (  lo)]  : 


Zi  =  ^:  Z,-H  -^Ç  /(  . 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  importe  de  rechcrclier  la  cause  de  cette  imporlanic 
divergence.  Elle  tient  évidemment,  à  ce  que  les  formules  pour  ?',  ri'.  Ç' ne  sont 
pas  les  mômes,  tandis  que  les  formules  pour  les  champs  ('lectriqiu's  et  magné- 
tiques sont  les  mômes. 

Si  /'/iier/ic  îles  électrons  est  e.rc/us/\'ernent  rforiff/'/ie  éfectroniaff/iétique, 
s/  fie  plus  ils  ne  son/  soumis  (ju^à  des  forces  d'origine  électroniaffnétique.  I<i 
condition  d équilibre  exige  que  Von  ait  à  V intérieur  des  électrons  : 

X  =  Y  =  7.  =  o. 

Or,  en  vciMn  des  ('(|u;ili(ius  (  i  i  ),  ces  relations  équivalent  à 

V=Y'=Z'=c). 

Les  conditions  d'eqi/ilihre  des  électrons  ni'  sont  donc  fias  tiltérées  par  lu 
transformation . 

Malheureusement,  une  hypothèse  aussi  simple  est  inadmissible.  81,  en  etlet. 
on     suppose    ^  =  y)  =  Ç  =  o,     les     conditions    X  =  \  =Z  =  o    entraineraieni 

/'=  g  =  h  =  o,  et  par  conséquent,  ^;y  =  "^j  c'est-à-dire  p  =  o.  On  arriverait 
à  des  résultats  analogues  dans  le  cas  le  plus  général.  Il  faut  donc  bien  admettre 
qu'il  y  a,  outre  les  forces  électromagnétiques,  soit  d'autres  forces,  soit  des 
liaisons.  Il  faut  alors  chercher  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  ces  forces 
ou  ces  liaisons,  pour  que  l'équilibre  des  électrons  ne  soit  pas  troublé  par  la 
transformation.  Ce  sera  l'objet  d'un  paragraphe  ult('rieur. 


'2.  —  Principe   de   moindre  action. 

On  sait  comment  Lorentz  a  déduit  ses  équations  du  principe  de  moindre 
action.  Je  reviendrai  cependant  sur  la  question,  bien  que  je  n'aie  rien  d'essen- 
tiel à  ajouter  à  l'analyse  de  Lorentz,  parce  que  je  préfère  la  présenter  sous  une 
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t'oriiu' un  pmi  ciillV'rcnli'  qui  me  sera  iilile  pour  mon  iilijel.  Je  poserai  : 

en  supposant  que  y",  y.,  F,  u,  ...  sont  assujetties  aux  conditions  suivantes  et  à 
celles  qu'on  en  déduirait  par  symétrie  : 

,    ,  s^df  (m      dG  df       ^ 

(^>  2S;;  =  ?'     ^  =  57-^'     "  =  5F-^p^- 

Quant  à  l'intégrale  J  elle  doit  être  étendue  : 

,0  Pjjj.  i-appoi-t  à  l'élément  de  volume  dx  =  dx  dy  dz,  à  l'espace  tout  entier  ; 

2°  Par  rapport  au  temps  <,  à  l'intervalle  compris  entre  les  limites  t^to,  t^li. 

D'après  le  principe  de  moindre  action,  l'intégrale  J  doit  être  un  minimum, 
si  l'on  assujettit  les  diverses  quantités  qui  y  figurent  : 

1°  Aux  conditions  (2); 

2°  A  la  condition  que  l'état  du  système  soit  déterminé  aux  deux  époques 
limites  t^=  ta,  t^=^  t^. 

Cette  dernière  condition  nous  permet  de  transformer  nos  intégrales  par 
intégration  par  parties  par  rapport  au  temps.  Si  nous  avons,  en  effet,  une 
intégrale  de  la  forme 


-o' 


où  C  est  une  des  quantités  qui  définissent  l'état  du  système  et  ôC  sa  variation, 
elle  sera  égale  (en  intégrant  par  parties  par  rapport  au  temps)  : 

idi  I  AB  se  |g;;  -  Idt  dz^dBhC. 

Comme  l'étal  du  système  est  déterminé  aux  deux  époques  limites,  on  a 
ôC  =  G  pour  t  =  to,  t^^ti]  donc  la  première  intégrale  qui  se  rapporte  à  ces 
deux  époques  est  nulle,  et  la  seconde  subsiste  seule. 

Nous  'pouvons,  de  même,  intégrer  par  parties  par  rapport  à  x,  y  ou  ;;  ;  nous 
avons,  en  effet, 

K-j—ds  dy  dz  dt  ^=  j  XB  dy  dz  dt  —  /  B ~- dx  dy  dz  dt. 
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Nos  intégrations  s'étendant  jusqu'à  rinfini,  il  faut  faire  x  =  ±  oo  dans  la 
première  intégrale  du  second  membre;  donc,  comme  nous  supposons  toujours 
que  toutes  nos  fonctions  s'annulent  à  l'infini,  celte  intégrale  sera  nulle  fl  il 
viendra 

Si  le  système  était  supposé  soumis  à  des  liaisons,  il  faudrait  adjoindre  ces 
conditions  de  liaison  aux  conditions  imposées  aux  diverses  quantités  qui 
figurent  dans  l'intégrale  J. 

Donnons  d'abord  à  F,  G,  II  des  accroissements  oF,  âG,  dH;  d'où  : 

.,    _  (^S  II      dSG 
dy         dz 
On  devra  avoir 

-=j''"*[i:'(,|!'-^)-2;»^|']-- 

ou,  en  intégrant  par  parties, 

.,.jv,.,[2:(«o:g-aH*)-2;«.F]=-/,.,„2:^p^„-|*2,=., 

d'où,  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  l'arbitraire  W ^ 

, ,  d-i      d<^ 

dv      dz 


Cette  relation  nous  donne  (avec  une  intégration  par  parties)  : 


ou 

/  IF  ud-  =  /  Sa^of-, 


:/II      dG\    , 

d^-dzr'- 


d'où  enfin  : 


(4)  J=j 


i  =  \  dtdz 


S/ 2        Sa5 


2 


Désormais,    et    grâce   à  la  relation  (3),   ôJ  est  indépendant  de  ôF   et    par 
conséquent  de  ôa;  faisons  varier  maintenant  les  autres  variables. 
Il  vient,  en  revenant  à  l'expression  (  i  )  de  J, 

ûJ  =  /  dtd'.(Z/Sf—-Ï.F5u). 
H.  P.  —  IX,  64 
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Mais  /,  a.  Il  M'iil  ii.ssiii(^ttis  à  la  preniit'ir  di's  deux  coïKlilions  (2),  de  sorlo 


et  qu'il  convient  d'écriiT  : 

Les  principes  du  calcul  des  variations  nous  apprennent  que  l'on  doit  (aire  le 
calcul  comme  si,  i]/  étant  une  fonction  arbitraire,  ÔJ  était  représenté  par 
l'expression  (6)  et  si  les  variations  n'étaient  plus  assujetties  à  la  condition  (5  ). 

Nous  avons,  d'aiilic  pari, 

nu  =  -^  -+-  «P?, 
d"où,  après  intégration  juir  parties. 

Si  nous  supposons  d'abord  que  les  électrons  ne  subissent  pas  de  variation, 
op  =  op^'=^  o  et  la  seconde  intégrale  est  nulle.  Comme  riS  doit  s'annuler,  on 
doit  avoir  : 

Jl  reste  donc  dans  le  cas  général  : 

(9)  oJ  =  /  r/^f/Ti 'l/Sp— SFSpS). 

Il  reste  à  déterminer  les   forces  qui  agissent   sur  les  électrons.    Pour  cela 


nous  devons  supposer  qu'on  applique  à  chaque  élément  d'électron  une  t'orct' 
complémentaire  — X  dz,  — Y  dz,  —  Zc/t  cl  écrire  que  cette  force  fait  équilibre 
au\  forces  d'origine  électromagnétique.  Soit  U,  V,  W  les  composantes  du 
déplacement  de  l'élément  dz  d'électron,  déplacement  compté  à  partir  d'une 
position  initiale  quelconqui'.  .Soient  ÔU,  oV,  i5W  les  variations  de  ce  dépla- 
cement: Ir  travail  \irlircl  correspondant  de  In  force  complément.Tire  sera  : 

—  /    SXÔUrfT, 
de  sorte  que  la  condition  d'écpiilibre  dont  vciiiiii>  de  parler  s'ccrira  : 
(10)  SJ  =  —  /  ï  X  àU  --/-  r//. 
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Il  s'agit  flo  transformer  6i .   l'our  cela  commençons  par  chercher  l'équalion 

lie  continuité  exprimant  que  la  charge  d'un  électron  se  conserve  par  la  variation. 

Soient  Xo,  j'o,  ^o  I«  position  initiale  d'un  électron.  Sa  position  actuelle  sera  : 

x  =  Xo-{-lJ,         r=jo+V,         ;  =  ;o+W. 

Nous  introduirons,  en  outre,  um^  variable  auxiliaire  z,  qui  produira  les 
variations  de  nos  diverses  fonctions,  de  sorte  que,  pour  une  fonction  \  quel- 
conque, on  ait  : 

ds. 

Il  me  sera  commode,  en  effet,  de  pouvoir  passer  de  la  notation  du  calcul 
des  variations,  à  celle  du  calcul  diflerentiel  ordinaire,  ou  inversement. 

Nos  fonctions  pourront  être  regardées  :  i"  soit  comme  dépendant  des  cinq 
variables  x.y,  z,  f,  z,  de  telle  sorte  qu'on  reste  toujours  à  la  même  place  quand 
t  el  £  varient  seuls  :  nous  désignerons  alors  leurs  dérivées  par  des  d  ordinaires; 
2°  soit  comme  dépendant  des  cinq  variables  a7o,_}'o,  z-o,  t,  s,  de  telle  sorte  qu'on 
suive  toujours  un  même  électron  quand  t  el  e  varient  seuls  :  nous  désignerons 
alors  leurs  dérivées  par  des  ()  ronds.  On  aura  alors  : 

,       àV       dV         dVi         d\j       .,d\j       ,h- 

Désignons  niaiiilt'iianl  par  A  le  diMenniiianl  Iciiicl  lonnel  de  r,  )•,  z-  par 
rapport  à  Xa,  Yo,  "n  : 

<J(x,  j  ,  :  ) 


A  = 


'^{^0,    Vo,    3o) 


ISi  î,  Xo,  J'o)  ^0  restent  constants  nous  donnons  à  /  un  accroissement  dt,  il  en 
résultera  pour.r.  r,  ;  des  accroissements  Or.  ()y.  à:-,  et  pour  A  un  accroissement 
dA,  et  on  aura  : 

rj.r  =  ï  r)/.  r)y  =  T, ,)/ .  ,)z  =  'i  'II. 

àix^  dx,  y  -)-  dv.,  z  -^  àz  ) 
ry{Xo,  yo,  -0) 
d'où 

rj\  _  à{x  ■+-  àx,  y  -\-  ày,  z  -+-  i)z  )  _rj{x  -t-  ^iJt,  r  -+-  ndt,  z  ^  Cdi  > 
A  ~  d{x,  y,  z)  d{x,  y,  z) 

On  en  déduit  : 

I  d\       dZ       dt.      d^ 
A  ât        dx       dv       dz 
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La  inasst>  ilc  rluK|iic  ('Icclroii  ctiiiil  invariable,  on  aura  : 

(.3)  ^  =  0, 

d'où  : 

àp      'v     d?  ()p       dp      V7  -  o'p  dp      -^^  dp'- 

,77^1^7^  =  °'       lû^di^Z^^dl-'       Tt^l.dc-''- 

Telles  sont  les  diiV(''rcntes  formes  de  l'équation  de  continuité  en  ce  qui 
concerne  la  varialjle  t .  Nous  trouvons  des  formes  analogues  en  ce  qui  concerne 
la  variable  e.  Soit  ; 

oU  =  —-&£,  SV=-r-Oc.  oW  =  — — 0£. 

àl  fh  ih 

il  viendra  : 

/  I    ■     ,  ~ri  d\)  ^  ^,,a'U  „,r<^'-'  ^,Tr<^Li 

(wbis^  SU  =-T-S£  +  SU-— -h  SV-y-  +  8W-^, 

de.  dx  dy  dz 

,  .  ,  \  dt^      -^  d\]  dp!^ 

{12  bis)  T3-  =  /.T3-'         -3- =  "i 

^  as      Ami  dz  dt 

,    .  .  .  ,        -.  ih      X^     dh\  dp       dp      v^  SU  dp  ,         dpo\] 

^  '  r)i      ^LU^  dx  ()e       de      ^^  oi    dx  '  dx 


=  o. 


On  remarquera  la  différence  entre  la  définition  de  âU  r=  -—  as  et  celle  de 
op  =  -j^  ôe;  on  remarquera  que  c'est  bien  cette  définition  de  ôU  qui  convient  à 
la  formule  (10). 

Cette  dernière  équation  va  nous  permettre  de  transformer  le  premier  terme 
de  (9);  nous  trouvons  en  ellet  : 


dpSV 
dx 


j  dt  dv\i  Sp  =  —  j  dt  d-c]/  V 

ou,  en  intégrant  par  parties, 

(14  )  Cdt  dv!^Sp  =  j  dt  dz'S  p^  sr . 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer 

Observons  que  &^  ne  peut  dépendre  que  de  .ro,  J'o,  ^0;  en  efl'et,  si  l'on 
considère  un  élément  d'électron  dont  la  position  initiale  est  un  parallélépipède 
rectangle  dont  les  arêtes  sont  dxo,  dyo,  dzt,,  la  charge  de  cet  élément  est 

pùidxo  d)'o  dzo 
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et,  celte  charge  devant  demeurer  constante,  on  a  : 

,    . ,  àp^       f)p\ 

On  en  déduit  : 

Or  on  sait  que  pour  une  fonction  A  quelconque  on  a,   par  l'équation  de 
continuité. 


et,  de  même, 

On  a  donc 

I    à  /  ,dV 


Â  )jt  "  ijr  '^  2u  dx 


dK  — 

I   dk\  _  dX      ■O        f)s  ■ 

A     àl  dt       ^     dx 


("7)         Arfe 


{'7  bis)  .-  -     pA 


\      àt  /  de.  dx  dy  dz 

^?^     '\^^-di)      ^(P^^)      ''V-dF^) 


ii  dty     de  '  d(  dx  dy  dz 

Les  seconds  membres  de  (17)  et  (17  bis)  doivent  être  égaux  et,  si  l'on  se 
souvient  que 

-=i,        .--oE=.U,        -^os  =  opf, 

il  vient  : 

..ox.  r  .  ^(pgsu)  .  ^(p;sv)  ,  d'(pg5\V)     djpSV)  ,  f/(p;oU)  ,  Qf(p-nSU)  ^  ^(p!:oU) 

(  I»;    Op;   H -; 1 1 -; =    — 1 1 1 -j . 

dx  dy  dz  dt  dx  dy  dz 

Transformons  maintenant  le  second  terme  de  (9);  il  vient  : 

Çdtdx'SYlpl 

=  ^-//JJ^F'^^p^^^  ^F"''^p^''°'^^  yf^'^p''^^^  s^^dip^is)  x^^p^^w)] 

j  yXmi         dt  Zà  dy  Zu  dz  Zu  dy  Zj  dz       \ 

Le  second  membre  devient,  par  l'intégration  par  parties  : 
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Hem;ir(|iions  nuiinlenanl  i\yK'  : 

^^^        dy       ^À  ilx  ^^  dz       ^U^         dx 

Si,  l'ii  eflol,  dans  les  deux  membres  de  ces  relalioiis,  on  développe  les    7  1 
elles  deviennent  de--  identités;  et  souvenons-nous  que 

d\\  _<lv__      ,,         </G      dV  _ 
ilx       dz  '  '         dx       dy        '  ' 

le  second  membre  en  t|uestion  deviendra  : 

lie  sorte  (|ue  finalement  : 

oJ  =  j  'dl  ,/tV  pSll  (  g  ^  ^  +  |iç  _  j,^  =j\l,  ,H^  p3U(-/+  [iï  -  jr,). 

En  égalant  le  coefficient  de  âU  dans  les  deux  membres  de  (  lo),  il  vient  : 
C'est  l'équation  (2)  du  [jaragraplie  précédent. 


.'i.  —  La  transformation  de  Lorentz  et  le  principe  de  moindre  action. 

\  o^ons  >i  le  |jiinci|ie  de  moindre  action  nous  donne  la  raison  du  succès  de 
la  Iransiormation  de  Loicnt;!.  Il  faut  d'aiiord  voii-  ce  que  cette  transformation 
fait  de  l'inti'i^i'ale  : 


j 


=j'^"M,^-^) 


|furm.  (,(^  du  |)ar-af;;iaplie  2|. 
Nous  trouvons  d'abord 

dt'  dx  =  /■■  ,11  d-, 

car  .r',  y',   :' ,  /'  sont  liés  à  x,  y,  ;,  /  par  des  relations  linéaires  dont  le  d('ter- 
minant  est  ('•jjal  a  /' ;  il  vient  ensuile  : 

)  /' i:./--'  =  r-  +  ^' ( é"  +  ii-')  +  k-^ z-^ ( fi^  -+-  Y'  )-i-2A-^i{ g -i-hli ), 

■''  1  /'  Sï'^  =  z^  -I-  X-!  f  [i--;  -f-  ■'■■^  )  -+-  ^"-  £-  f  A'  -  -+-  /<-)■+-  ■•'  /•■■-  S  f  #■  T  —  /'  ?  ) 
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[forin.(9)  du  paragraphe  1],  d'où  : 

/'(  V'  —  ^^'- }  =  V  —  ^*'  ; 

(le  sorte  cjue  si  l'on  pose  : 

il  vieni  : 

J'  =  J. 

Il  taiil  loiilel'ois,  pour  cjue  celte  égalité  soit  justifiée,  que  les  limites  d'inté- 
gration soient  les  mêmes;  jusqu'ici  nous  avons  admis  que  (  variait  depuis  /o 
jusqu'à  (i,  et  x,  y,  z  depuis  —  oo  jusqu'à  +  co .  A  ce  compte,  les  limites 
d'intégration  seraient  altérées  par  la  transformation  de  Lorentz;  mais  rien  ne 
nous  empêche  de  supposer  <o= — °o  î  <i=+  ^o  ;  avec  ces  conditions,  les 
limites  sont  les  mêmes  pour  J  et  pour  ,)'. 

Nous  avons  alors  à  comparer  les  deux  équations  suivantes  analogues  à 
l'équation  (  lo)  du  paragraphe  2  : 


(2) 


(   ûj  =  —   /  Z\nV  </-.(//. 
1  SJ  =  -  /  IX'SU'r/xV/, 


Pour  cela,  il  faut  d'abord  comparer  ôU'  à  ôU. 

(  Considérons  un  électron  dont  les  coordonnées  initiales  sont  x^,  )'u.  ^o  ;  ses 
coordonnées  à  l'inslanl  l,  seront 

j:  =  X(i  ■+-  U,  )•  =  To  -+-  V,  :  =  3o  -i~  W. 

Si  l'on  considère  l'électron  correspondani  après  la  Iransformalion  île  Loreniz, 
il  aura  poui-  c-ourdonnées 

.c'  =  X7(.r  -+-  il),  r'  =  /)■,  ;'  =  /:, 

OÙ 

.c  =  .ro  -f-  U',  l'  =  lo  -t-  V,  ;'  =  :;„  -+-  W; 

mais  il  n'alleindia  ces  coordonnées  qu'à  l'inslanl 

t'  =  kt{t  -+-  ix). 

Si  nous  faisons  subir  à  nos  variables  des  variations  ôU,  ôV,  ôW  et  que  nous 
donnions  en  même  temps  à   I  un  accroissement  ot,  les  coordonnées  x,  j',  z 
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subiront  un  accroissement  lolal 

5.V  =  SU  -4-  ^à(,         Sj  =  ûV  +  r^ôt,         ûz  =  3W  -+-  ^S^ 

Nous  aurons  do  même  : 

Sx'  =  3U'  -+-  f  8?',        Sy  =  SV  +  -n'àt',        Sc'  =  sw  +  t^i' 

et  en  vertu  de  la  transformation  de  Lorenlz  : 

0.1-'  =  k/{àx  ■+-  sot),         ôj-'  =  ISf,         oz'  =  IZz,         Zt'  =  kl{àt  -+-  £8x), 

d'où,  en  supposant  ot  =  o,  les  relations  : 

ûjc'  =  SU'+  l'oi'  =  kl  SU, 
8>'=  SV'-H  ri'5t'=  n\, 
àl'  =  kU  SU. 
Remarquons  que 

il  viendra,  en  remplaçant  ot'  par  sa  valeur, 

kl{  I  +  |£)  SU  =  SU'(  I  -t-  le)  -+-  (Ç  -t-  £)A7£  SU, 
/fi-(-E£)SV  =SV'(i  +  Çe)+  -n/eSU. 

Si  nous  nous  rappelons  la  définition  de  A',  nous  tirerons  de  là  : 

6U  =  V  oU  +  —  ÇoU  , 


SV  =  T  2V'  H — i^  'iSU', 


et.  de  même, 


d'où 


5W=  isW'-H^ÇSU'; 


(3)  2XSU  =  i(A:XSU'+ VSV'-hZSW')-i-  ySU'S.X?. 

Or,  en  vertu  des  équations  (2),  on  doit  avoir  : 

fz  X'  SU'  dl'  d-J  =  Ç  Z\W  dt  dx  =  ^^    fs  X  SU  dt'  di' . 

En  remplaçant  2XôU  par  sa  valeur  (3)  et  identifiant,  il  vient  : 
X'=^X  +  j2X;,        Y'=^Y.        z'=iz. 
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Ce  sont  les  équalions  (  i  i  )  du  paragraphe  1.  Le  principe  de  moindre  action 
nous  conduit  donc  au  niènio  résultat  cpie  l'analyse  du  paragraphe  1. 

Si  nous  nous  reporlons  aux  formules  (i),  nous  voyons  cpie  If- — ia-  n'est 
pas  altérée  par  la  Iransformalion  de  Loreniz,  sauf  un  facteur  constant;  il  n'en 
csl  pas  de  même  de  l'expression  !•/--{- ^.ac-  qui  figure  dans  l'énergie.  Si  nous 
nous  bornons  au  cas  où  s  est  assez  petit  pour  qu'on  en  puisse  négliger  le  carré 
de  sorte  que  A'  =:  i  et  si  nous  supposons  aussi  l  ;=  i  nous  trouvons  : 

ou,  par  addition, 


1.  —  Le   groupe   de  Lorentz. 

Il   importe  de   remarquer  que   les   transformations  de    Loreniz   forment   un 
groupes 

Si  l'on  pose  en  ellel  : 

x'  =  ld{x  -^-It),  y' =  ly,  z' =  /z,  /'=  X/(<-l- £X), 

et,  d'autre  part, 

x"  =  A-' l' {.t' -i- i' t' ),         y"=/.'y\  z"=l'z',  t"  =  k' l' {/' -h  e' x' ), 

avec 

k--  =  I  —  £■-,         k'--  —  1  —  t'-, 

il  viendra  : 

x"=  k"{"{x  -\-  z"t),         y"=/"y,  z"=l"z,  t"  =  k" l" {t -¥- i' x), 

avec 

£"  =  ^-^^,  ,  l"  =  //',  A-"  =  kk\  I  -f-  ££'  )  =  ' 


V^  I  —  £"■- 

Si  nous  donnons  à  /  la  valeur  i,  que  nous  supposions  £  infiniment  petil, 
x'  =  x-\-'àx,         j'  =  j-  +  èv,  z'=z-\-oz,  f'=(-i-àt, 

il  viendra  : 

ox  =  s/,         Sy  =  Sg  =  o,         à/  =^  S.X. 

C'est    là    la     transformation    infinitésimale    génératrice     du     groupe,    que 
H.  I^  —  IX.  65 
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j  iinni'Ut'iMi  la  Iraiistoniialidii   I  ,  cl  qui  (l'aprt'>  lanipliilion  de  Lie  peut  s'écrire  : 

SI  UDMS  su|i|)i).sons  £  =  o  l'I  /  =  I  +  ô/,  nous  liouvcrioiis  au  contraire 
oj:  ^  j:  5/,  or  ^  l'  o/,  3;  :=  ;  S/,  S/  =  /  3/ 

cl    uou>    aui'ion>     uuc  autre  lianslornialioii    luiinilcsiniale     lu     du    j;roupe    (à 

supposer  (pu'  /  cl  c  soient  regaidés  comme  des  variables  indépendantes)  et  on 

aurait  avec  la  iiolalion  de  Lie  : 

ds  d-o  dif  df 

r/.c  r/y  az  ai 

Mai-,  nu  ])ourrait  laii'e  jouer  à  l'axe  des  y  ou  à  celui  des  ^  le  rôle  particulier 
que  uiius  avons  fait  jouer  à  l'axe  des  x;  on  aurait  ainsi  deux  autres  transfor- 
mations infinitésimales  : 

dy  dt 

dz  dt 

tpii  u'allcreraient  pas  non  plus  les  équations  de  Loreniz. 

On  peul  former  les  combinaisons  imaginées  par  Lie,  telles  que 

mais  il  est  aisé  de  voir  que  cette  transiormalion  é(piivaul  à  un  eliangement 
d'axes  de  coordonnées,  les  axes  tournaiil  iliiii  angle  lies  pclil  autour  de  l'axe 
des  z.  Nous  ne  devons  donc  pas  nous  éloiincr  si  un  pareil  cliaugeiiicut  n'allére 
pas  la  forme  des  equalicuis  de  Lcu'cnl/,  cvldeinriieiil  in<lr'pendanle.s  du  choix 
des  axes. 

Nous  sommes  dcuic  amenés  à  envisager  un  groupe  continu  que  nous 
appellciiins  le  i^ioiijk;  de;  Lorcntz  cl  qui  ailmettra  comme  transformations 
infinitésimales  : 

i"   La  Iranslormal  Miu   Id  (jui  sera  pciiuulabii^  à  t(niles  les  aiilres; 

2"    Les  Irois  IraiiNloiiiial  kuis   Ti,  ']'•.>.    l  ;i  ; 

3"    l.i's  Iroi^  rolalicjiis  l'I',.  'I\,  |,  l'I"..,.  T;;!,  IT;,.  '1',]. 

Une  transfoi  lualion  quelconque  de  ce  groupe  pourra  toujours  se  déconipo.ser 
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Cil  une  transformation  de  la  forme  : 

.c' =  /.c,  y' =  ly^  z' =  Iz,  t' =  It 

cl  une  Iranst'ormation  linéaire  qui  n'altère  pas  la  forme  quadratique 

^--t-j"-*--'— ''• 

Nous  pouvons  encore  engendrer  notre  groupe  d'une  autre  manière.  Toute 
transformation  du  groupe  pourra  cire  regardée  comme  une  Iranslormalion  de 
la  toriue  : 

(1)  x'  —  kl(x+  zt),        .}'  =  !}''         z' =  Iz,         I'  =  A/i  /  -t-  cx) 

précédée  cl  suivie  d'une  rotation  convcnahlc. 

Mais  pour  notre  objet,  nous  ne  dc\oiis  considérer  qu'une  parlic  des  trans- 
formations de  ce  groupe;  nous  devons  supposer  que  l  est  une  fonction  de  £,  el 
il  s'agit  de  choisir  celle  fonction,  de  façon  que  cette  parlic  du  groupe,  cpic 
j'a|)pellerai  P.  forme  encore  un  groupe. 

Faisons  tourner  le  système  de  iSo"  autour  de  l'axe  des  )',  nous  devrons 
retrouver  une  transformation  (|ui  devra  encore  appartenir  à  I*.  Or  cela  revient 
à  changer  le  signe  de  x.  x' ,  :■  et  :■' ;  on  trouve  ainsi  : 

(2)  x'=  kl{x  —  zl).        y'=ly,         z' =  Iz,         I'  —  kt{l  —  zx). 

Donc  /  ne  change  pas  quand  on  change  £  en  — z. 

D'autre  part,  si  P  est  un  groupe,  la  substitution  inverse  de  (i  ),  qui  s'écrit  : 

(3)  x  =  j{x-zt),        .'''  =  '7'         "^'^r         ''  =  ji'  —  ^^)' 

devra     r'galcmcnl     appartenir    à    P;     (die    devra     donc    être    identique    à    (2), 
c'est-à-dire  que 


"'r 


On  devra  donc  avoir  /  ^  i . 


5.  —    Ondes   de  Langevin. 

M.  Langevin  a  mis  sous  une  forme  particulièrement  élégante  les  formules 
qui  définissent  le  champ  éleclromagnélique  produit  par  le  mouvement  d'un 
électron  unique. 
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ru'|>i'ciions  les  L'C|iialum.s 
(  1  )  D  '^  =  -  p,        D  1*'  =  -  p?- 

Ou  Siiil  (Mi'ou  |)L'nl  lo  iiik'yiiT  j)iir  lus  j)ulc'iili('ls  rclarilOs  l'I  ([u'uu  a  : 

Dans  ct's  lurimilos  on  a  : 

,1-1  =  r/jr,  7)  1  '/;,,  r^  =  (,/;  — .f|  )-+{,7— .)i  /- -I- (,  ;  —  G,  ;■, 

tandis    que  pi    cl   ;i    sont    lus    vali'urs    de    p    cl   ilc  \  au  piiinl  .Z| ,   ^i,    Ci    cl    à 
linslant 

/,  =  /-/■. 

>iiicnl  ./„.  }'n-  :»  11'»  ciiordiinnécs  d  une  ukiIccuIc  d  clccliuii  a  l'inslanl  /; 

x,  =  J'ii-l-r,  )|=j„+\',  ;i  =  ;ii-t-\V 

ses  coordonnccs  à  l'insiaul  /j. 

U,  A  ,  W  sont  des  iuncliiiiis  dczo,  j'o,  :-n,  de  sorlc  que  nous  [)uuiiH)ns  écrire  : 

ill     ,          '/t      ,  ilV    ,         ,    , 

dxi  =  c/^'„  H ; —  dxn  -\ ; —  '/  )  (1  -H    , —  dz„  -I-  El  dti  ; 


cl  si  1  OU  su[i|)osc  /  constant,  ainsi  que  3",  y  cl 

dit  =  +   >    ! 


dxt 


Nous  |HHi\ons  donc  ('crire  : 


Ai         ,     f/U 


avec  les  dcu  v  autres  équations  qu'on  peu!  en  déduire  pai'  peiin  nia  lion  circulaire. 
Nous  avons  donc  : 


(1  )  r/T,    1  -+-  ?i ,  ;, ■- ,  Çi  — 

\  r  r  r 


=  d-„ 


dV      dV_     dV  j 

/■/a-q       f/jo       "'^O  I 


en  posant 


d'o  =  dxu  d}„  dzii 


Eludions  les  déleruimanls  qui  ligurcut  dans  les  deux  membres  de  (3)  cl 
d'abord  dans  le  premier  membre;  si  l'on  clicrclie  à  le  ilévclopper,  on  voit  que 
les  termes  du  second  cl  du  Iroisiènu:"  dc|;r('  par  rapport  à  £1,  r,i,  Çi  disparaissent 
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et  que  le  délerminanl  est  égal  à 


Si" 


(i)  désignant  la  composante  radiale  de  la  vitesse  Ei,  r;i,  Ç,,  c"esl-à-diie  la 
composante  dirigée  siiivanl  le  rnyon  vecloiir  qui  va  du  point  J\  V,  ^  au  point 
J•^.y,.  :■,. 

Pour  obtenir  le  second  déterminant,  j'envisage  les  coordonnées  des  différentes 
molécules  de  Téleclron  à  un  instant  t\  qui  est  le  même  pour  tontes  les  molécules, 
mais  de  telle  façon  que  pour  la  molécule  que  j'envisage  on  ait  t.i^t\.  Les 
coordonnées  d'une  molécule  seront  alors  : 


J.-'l  =.(■„-!-  l',  _)■',  =   )„-!-  \ ', 


^^^ 


Lî',  ^  ',  A\  '  étant  ce  que  deviennent  U,  V,  W  quand  on  y  remplace  /|  ]iar  /',  ; 
comme  /',  est  le  même  [)Our  toutes  les  molécules,  on  aura  ; 


'/.r 


dV 


/V 


=  rUo       I  -t-    -;—       -h  II  lo  -; h  llz 


(/ir 

c/z. 


dv  dv  dir 


cl .  par  cimséqucul . 

d-\  =  (/-.„     I  -I-     .      ,     .       ,     , 
I  i/.iii     ar„     (iZq 

en  posani 

d-\  =  d.i\  d}'\  dz\ . 

Mais  l'i'lr'uicnt  lie  cliargc  élcclrique  est 


■I    de    j)lus   piiiir  lu    iiinli'ciili'    i'iivis<iL.'rc.    on  a  li=l\    et   par   conséquent. 


f/l'         dV  ,  ,     . 

-; —  =r:  — — ,    ...  ;  nous  pouvons  donc  écrire  : 

dxa  dx„  ' 


(/a,  =  p,  d-.a 


r/U      d\j      d\J 
dx„     dy„    d:„ 


de  sorte  que  l'équation  [ô)  deviendra  : 

Pi  d-,(  1  -+-  (0)  =  rf;J.| 
et  les  équations  [2)  : 

■^        ;- J    r(  I -+- w  )'  1-J    /■(i  +  w) 

.Si  nous  avons  all'aire  à  un  éleclron  iinifpie,  nos  intégrales  se  réduiioni  à  un 
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seul  l'It'iiUMil .  pouiN  11  i|ii('  1(111  lie  ('(iiiMiIrrc  i|iii'  îles  [loiiils  ./',  )',  r  siiHisamiiipiil 
éldiiîiU'S  ))(>iir  (juc  /■  el  f.i  nicnl  scnsiblcinonl  la  inônio  valeur  pour  tous  les  points 
(le  réloelroii.  Les  potentiels  di,  V.  G,  Il  (l(5pendronl  de  la  pt)silion  de  cel 
élcclron.  el  aussi  de  sa  vilessc,  car  non  seulement  Hi.  ï)i,  Çi  fij^nirenl  au 
numérateur  dans  F.  G,  H.  mais  la  coinposanle  radiale  oi  figure  au  dénuininaleur. 
Il  s'agit  liieii  enteudu  de  sa  position  el  de  sa  vitesse  à  l'iuslaiil  /,. 

Les  <iérivées  |)arlielles  do  '^,  F,  G,  1!  par  rapport  à  /,  ./■,  y.  :■  (et.  par 
conséquent,  les  champs  électrique  et  magnétique)  dépendront,  en  outre,  de  son 
accélération.  De  plus,  elles  en  dépendront  liiirnircmcnl .  puisrpie  dans  ces 
dérivées  cette  acc(''léralion  s  iniroduil   par  suilc  dune  difTérenliation  unique. 

Langevin  a  ('lé  ainsi  conduit  à  distini;iier  dans  les  champs  électrique  cl 
magnétique  les  termes  tpii  ne  dépendent  pas  de  Tacccdération  (c'est  ce  qu'il 
appelle  Tonde  de  \itesse)  et  ceux  qui  s(nil  propiirli(uin(ds  à  l'accélération  (c'est 
ce  qu'il  appelle  l'onde  d'accélération). 

Le  calcul  de  ces  deux  ondes  est  facilité  par  la  Iransformalion  de  Lorentz. 
Nous  pouvons,  en  elTel,  appliquer  cette  transformation  au  système,  de  façon 
que  la  vitesse  de  l'électron  unique  envisagé  devienne  nulle.  Nous  prendrons 
pour  l'axe  des  .r  la  direction  de  cette  vitesse  avant  la  transformation,  de  sorte 
(pie.  à  1  iusiaul  /| . 

''i\  =  ?i  =  'I. 
et  nous  prendrons  e  =  — Hj,  de  telle  façon  (pie 

?'i  =  ■<\  =  l\  =  (>■ 

Nous  pouvons  donc  ramener  le  calcul  des  deux  ondes  au  cas  lu'i  la  vitesse  de 
l'électron  est  nulle.  Commençons  par  r(ui(le  de  vitesse;  n(jus  pouNons 
remarquer  d'alxird  que  cette  (mde  est  la  mr^uie  (|iie  si  le  iiioin  eiiieiil  de 
l'électron  était  uniforme. 

.Si  la  \itesse  de  l'élecli'on  est  iiiiile,  ou  a  : 

,.)  =  (,,         F  =  G  =  H  =  (),         J;'  =  -P-  , 

p.,  t'Iaul  la  charge  éleclrifrué  de  r(dectriui.  La  vitesse  ajant  ('ti';  ramenée  à  zéro 
par  la  traiisformalKjn  de  L(neiilz,  nous  avons  donc  : 

F'=G'=  ii'  =  <.,      ■y=  /^, 
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/•'  l'iani  la  ilistance  du  poiiil   ./'.  y',  z'  :iu  [kiiiU  x\,   V, ,   ^,,61  pur  consL'iiucul  : 


/'  = 


=^  =  P  =  T  =  o> 


'i-r'  ^-r' 


l'aisuiis  inalulcnaul  la  liausIoriiialKHi  ium'isc  de  cl'IIo  di;  Lort'iilz  jioiir 
trouver  le  cliatii|)  véritable  correspondant  à  une  vitesse  —  s,  u,  o.  iNoiis 
trouvons,  en  nous  )-e|>orlant  aux  équations  (t))  et  (3)  du  paragraphe  I   : 

(  2  =  o.         f;  =  £/(.         Y  =  —  ^A'- 

\  nT^r  ■'  !-/■•'  ,l  T.v' 

On  voit  que  le  champ  magnétique  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  a:  (direction 
de  la  vitesse)  et  an  clinuiii  idertrique.  el  ipie  le  cliaiiip  ('lectrique  est  dirigé  vers 
le  point  : 

(S;  x,-^tit^  —  t^.     r,.     ;,. 

Si  Fc'lectron  conlinuail  à  se  niouviur  d  iiu  uuiuvciiienl  rerliligui'  el  iiniloinie 
aver  la  vitesse  fjuil  avail  à  liiislaiit  /,.  c  l'sl-à-dire  a\ee  la  vitesse  —  z,  o,  o,  ce 
point  (5)  serait  celui  cpi'il  occuperail  à  l'iiiNlaiil  t. 

Passons  à  l'onde  d'accélération;  nous  jxiuvons,  grâce  à  la  transformation  de 
Lorentz,  ramener  sa  détermination  au  cas  où  la  vitesse  est  nulle.  C'est  le  cas 
qui  est  réalisé  si  l'on  imagine  un  électron  qui  exécute  des  oscillations  d'ampli- 
tude très  petites,  mais  très  rapides,  de  façon  cpie  les  déplacements  et  les 
vitesses  soient  infiniment  petits,  mais  que  les  accélérations  soient  finies.  On 
retomlie  ainsi  sur  le  cliamp  ipil  a  ('li-  eludié  dans  le  célèbre  Mémoire  de  Hertz 
intitulé  />/('  hi  lifte  fh'htrisrhcr  Sijiwin^ungen  iDirli  ilcr  }[ii.i  kvcH'  s/lim 
rhi'OJW  el  cela  jxjiir  nu  poiiil  Irè-  éloigne.  Dans  ces  conditions  : 

i"   Les  deux  champs  électricpie  el  iiiagiielique  sont  égaux  entre  eux; 
2"  Ils  sont  perpendiculaires  entre  eux; 

0°  Ils  sont  perpendiculaires  à  la  normale  à  la  sphère  donde,  c'esl-à-dire  à  la 
sphère  d'onde,  c'est-à-dire  à  la  sphère  dont  le  centre  est  le  point  Xi,  )i,  ;i. 

Je  dis  cjue  ces  trois  propriétés  subsisteront  encore  quand  la  \  iiesse  ne  sera 
pas  nulle,  el  pour  cela,  il  me  suffit  de  montrer  qu'elles  ne  sont  pas  altérées  par 
la  transformation  de  Lorentz. 

Soit  en  effet  A  l'intensité  commune  des  deux  champs,  soit 

i.x  —  Xt)  =  r\         (  )• — _)',)  = /'a,         (;  —  z,  )=/■■/,         }.--<- fx--(- v- =  i. 
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Ces  jiropriélés  s'expriiiioioiil  ]):ir  les  o!;alilrs  : 

A--=  S/-= -*-■         -/^  =  ">         -./X-^  —  ^1  )  =  ",         I,x(x  —  .r,)  =  o, 
Ï/X  =  o,         SaX  =  o  ; 

et"  qui  veut  tlirc  encore  (iiio 

A        A'        /' 
A 

T. 
A' 

sont  les  cosinus  ilirecléLirs  de  Irois  directions  rectangulnires,  el  lV)n  en  déduit 
les  relations  : 

./  =  p''  —  YI-'^'  x  =  A  ,u  —  A'  V 

ou 

(^)  /'■=?'^  =  — :■l)  —  '!(y  —  y^\         xr  = /i(r—y,)  — ,s{s  — z,), 

a\('c  les  équations  que  l'on  en  peut  déduire  par  symétrie. 

Si  nous  reprenons  les  équations  (3)  du  paragraphe  1,  nous  trouvons  : 

Îa;'  ~  x\  =  Â7|i  J-  —  j'i  I  -(-  El  /  ^  /,  ;]  =  kl\(  x  —  x,  )  -+-  £/|, 
y  —  .r\  =  '(r—fi), 
z--z\  =/(z-z,). 

iNous  axons  ti'oiivé  |)lii>  liant  au  |)ai'agrapiie  3  : 

Donc  If-  =zl(x-  entraîne  1/'--=^  ly.'-. 

D'autre  pari,  en  |jail;inl  des  éciualions  {())  du  paragraplie  I,  on  trouve  : 

ce  (pii  iiionlre  que  iy'a  ^  o  entraine  S.f''x'=  o. 
Je  dis  iiiaiiileiiant  (lue 

(8)  ï^f'(x'  —  x\)  =  o,         ïia'ix' — x\)  =  o. 

En  effet,  i-n  vertu  des  c'qua  lions  (jjl  ainsi  que  des  ecpia  lu  ms  (^ij  i  du  paragrapije  i] 
le-,  premiers  lueinlires  des  deux  é(|uations  (X)  s'écrivi^it  lespeclivemeiil  : 

j  V  x  —  x,)-^-j  \fr  -h  -((y —y,  )—^{i(z—z,  )|, 

la  I  X  —  X,  I-+-  -j-\v.r  —  h  (y  —  j'i  )-(-,;,'(  ^  —  Si  )]• 

Ils  s'annulent  donc  en  vertu  des  éfjualioiis 

^/(x  —  X,  )  =  lx(x  —  x-i)  —  o 
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et  en  vcrln  des  éqnatidiis  (6).  Or  c'est  là  précisément  ce  quil  siigissail  de 
dr^niontrer. 

On  peut  d'ailleurs  nrriver  au  uK^me  résultai  par  de  simples  considéralions 
d'homogénéitc'. 

En    effet,    <li,    F,    G,    H    sont    des    f'onrtions    de   .r  —  Xi,    y — )i,    ;  —  :■,. 

dx:  d]  ,  dz,   .  ^  1      1         - 

il  =  —r-  '  '^ii  =  -^  5  Zi  =  -r-  liomoffenes  de  clcere  —  i  par  rapiiort  a  a~,  v,  ^,  t, 
a/,  df,'         dis  °  ^  '  '  '  '  .    '     ' 

j"j,  )i,  z-i,  tt  et  à  leurs  dillérenlielles. 

Donc  les  dérivées  de  'i.  F,  G,  H  par  rapport  à  .r.  v.  ^.  I  (et,  par  consécpienl. 

aussi  les  deux  rliaui|i>  /.  ^' .  li  ;  oc,  [3,  y)  seront  iioniogènes  de  degré  — 2  par 

rap|iiirl  aux  méine>  qiiaulités,  si  nous  nous  rappelons  d'ailleurs  que  la  relation 


?  —  /,  =  /■  =  V  :ùi  X  —  X,  )- 

est  homogène  par  rapport  à  ces  quantités. 

dx 

Or  ces  déri\ées  ou  ces  ciiamii  ({('iiendeut  di's  x  —  x,.  des  vitesses  -r-^  et  des 

accélérations  ,','  ;  ds  se  romposenl  d  un  leruic  indépendant  des  accélérations 
(onde  de  vitessej  et  d'nu  ternie  linéaire  par  lapixuL  aux  accélérations  (onde 
d'acci'leralKin  ).  Or  —r-^  e^t  luimoirène  de  deiiri''  o  et     ,  ,'  homogène  de  deuri'  —  i  ; 

d/i  '^  ^  dl\  °  "  ' 

d  où  il  suit  (pie  l'onde  de  vitesse  est  lioniogène  de  degré  —  2  par  rapport  à 
X —  rj.  )• — ri.  r  —  ;i  et  l'onde  d'accidération  homogène  de  degn-  —  i .  FJonc, 
en  lin  poiul  très  idoigne  l'onde  daeeeleiation  est  pri-piindéraute  et  peut  pai' 
l'onst'ipieiit  être  i'i';;arilei'  coiiiiiie  >e  (( iii liiuda lit  avec  l'onde  liilale.  1  )e  plus, 
la  liu  iMiouici^i'ili'ili'  U()ii>~  iiioiilre  que  liiude  d  aeei'lera  I  ii  ili  est  >eiiililaljle  à 
elle-iuèiiie  eu  1111  point  (pielcon(|iie.  l^lle  est  diuir.  en  un  point  (pieleonque. 
seiiihlalile  à  loude  totale  en  un  point  éloigne.  Or  eu  un  point  l'ioigné'  la 
perlurlial  ion  ne  peut  se  pro])ager  jiar  ondes  planes.  île  sorte  que  les  deux 
champs  doive.nt  r'ire  é'gaux.  perpendiculaires  entre  eux  et  perjiendiculaires 
à    la    diii'ction   de   propagation. 

,)e  me  bornerai  à  renvoyer  pour  plus  de  détails  au  Méunoire  de   M.  Langevin 
dans  le  Journal  de  Physique  (Anni'e  irjo.")  ). 


6.  —   Contraction   des   électrons. 

Supposons    un    (declron     unique    aniiui'    d'un    mouvement    de    translation 
recliligne  et  unitorme.  iJ'apiès  ce  (jue  nous  venons  lie  voir,  on  peut,  grâce  à  la 
H.  p.  —  IX.  GG 
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traiisformalioii  de  Lori'iitz.  i-aini'iu'i'  l'cliidc  <lii  iliMinp  (l(''Lerinin(5  par  ccl 
t'Ioctron  ail  cas  ciù  rclcclroii  si'inil  imnidldlc  ;  la  liaiislorination  de  l^oroiilz 
roiiiphu'f  ildiic  1  clerlioii  rccl  en  iiiomriiR'iil  |jar  un  électron  idéal  immobile. 
Soil  a,  3.  •■;  /.  ,i' .  Il  Ir  rliaiii|)  r('el  ;  soil  a',  (3',  ''{'',/'.  i;' .  /''  ce  que  devient  le 
cliamp  a|iiè>  la  Iraiisluiinaliou  île  Loreiilz.  de  sorte  i|Me  le  cliam|)  idc'-al  a'.  /' 
Corres|>(>iiil  au  cas  diiii  eleclrou  m Iule  ;  (Ui  a  • 

,       ,,         ,  .,  '/'i'  ,  '/''y  ,,  <iV 

(Ix  dy  <lz-  ' 

et  pour  1(^  cliam|i  ri'cl  [en  veilu  des  l'oinniles  (g)  du  paragraphe  1 1  : 

,    ,  (  a  =  ",  ;î  =  £/',  T  =  —  s..;', 

Il  s'agit  luainlenanl  de  déterminer  l'énergie  totale  due  au  inouvemeni  de 
l'électron,  l'action  correspondante  et  la  quantité  de  mouvement  électro- 
magnétique, afin  de  pouvoir  calculer  les  masses  électromagnétiques  del'électron. 
Pour  un  point  (doigné,  il  suffit  de  considérer  l'('dectron  comme  réduit  à  un 
piiint  unique;  on  est  ainsi  ramené  aux  formules  (4)  du  paragraphe  précédent 
qui  généralement  peuvent  convenir.  Mais  ici  elles  ne  sauraient  suffire,  parce 
que  l't'nergie  est  principaleiueul  localisiM'  dans  les  |iarlles  de  l'i'llier  les  plus 
voisines  de  l'éleclron. 

On  peut  faire  à  ce  sujet  plusieurs  hypothèses. 

D'après  celle  d'Abraham,  les  électrons  seraient  sphériques  et  indéformables. 

Alors,  (piand  lui  appliquerait  la  transiormation  de  Lorentz,  comme  l'électron 
réel  serait  spheriipic.  1  eleelrcui  idéal  dexieiidrail  un  ellilisoïde.  I/eqiialion  de 
cet  ellipsoïde  serait  d'après  le  |>aiagiaplie  I   : 

k-(x'  —  II'  —il'  ^  l^x'  )'-\-  iy'—  rjj'  -h  rjiix')- 

-h(z'—  ':kl'-^lkix'f=r^i\ 
Mais  ici  l'on  a  : 

;  -H  £  =  r,  =  ,,  =  (),  ,  ^  jÇ  =  ,  _  £>  = 

de  sorte  que  l'i-quatlou  de  rclli|isii](lc  dexii'iil  : 

Si  le  rajDii  dr  rideclroii  ri'cl  est  /■,  les  axes  de  ré'iecirou  idi'al  seraient  donc  : 
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Dans  riijpollièse  de  Lorcniz,  au  coiiliairc,  les  éloclrons  en  niuiivement 
seraient  tli'lornK's,  de  telle  façon  qne  ce  serait  l'électron  rc'el  qui  deviendrait 
un  ellipsoïde,  tandis  que  l'élection  idi'al  immobile  serait  toujours  une  sphère 
de  rajon  /■;  les  axes  d(>  l'électron  réel  seront  alors  : 


/■         /•        r 


Désignons  par 


■o" 


V énergie  électrique  loiiffiliidinale  :  par 

V énergie  élerlrif/iie  lriinsv<'rsnle  :  par 

Vé/tergie  /ii(igné/it/iie  transversale.  11  n'y  a  pas  d'énergie  magnélicpie  longi- 
tudinale, puisque  «  =  a'=o.  Désignons  par  A',  B',  G'  les  quantités  corres- 
pondantes dans  le  système  idéal.  On  trouve  d'ahord  : 

(7=,,,         C  =  £Mî. 

D'autre  part,  nous  pouvons  observer  (pie  le  cliamp  réel  dépend  seulement 
àe  X  -\-  zt,  y  et  z,  et  écrire  : 

d-  =  d{  X  -^  il  \  il  y  dz, 
d-J  =  Jx'  dy  dz'  =  kl^d-\ 

d'où 

A.'=A7->A,         li'=  Â-I/-1I!,         A=^,  \i  =  kl\','. 

Dans  l'iiypotlièse  de  Lorentz  on  a  B'  ^  2  A',  et  A',  inversement  proportionnel 
au  rayon  de  l'électron,  est  une  constante  indépendante  de  la  vitesse  de  l'électron 
réel;  on  trouve  ainsi  pour  l'énergie  totale  : 

A  -1-IÎ  +  C  =  A7X-(3-he2) 
et  pour  l'action  (par  unité  de  temps)  : 

A  +  n-c=i4:i. 
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(';»lculons  maiiiloiiaiil  la  (juanlilc  de  inoincniciil  ('■lcLlioiiiat;iiétique  ;  nous 
Iroiiverons  : 

I)  =  r,  ..-. -//;iU/-  =  — £  /  (A'-+/«-)rfT  =  —  ■>£!!  =  —  l£/.7A'. 

Mais  on  doit  avoir  certaines  relations  entre  l'éneri;ie  E^A  +  B  +  C, 
l'action  par  unité  de  temps  H  =  A  +  B  —  C,  et  la  quantité  de  mouvement  D. 
La  première  de  ces  relations  est  : 

la  seconde  est 

</D  _  _  £  rfE 

dz   ~       c    </£  ' 
d'où  : 

(,)  D=f,  1-II-sD. 

La  seconde  des  équations  (  i>.  )  est  toujours  satisfaite;  mais  la  première  ne 
l'est  que  si 


c  est-à-dire  si  le  volume  de  l'électron  idéal  est  égal  à  celui  de  l'électron  réel,  ou 
encore  si  le  voluuu'  de  rcicciron  est  constant;  c'est  l'hypothèse  de  Langevin. 

Cela  est  en  contradiction  avec  le  résultat  du  paragi-aphe  i  et  avec  le  résultat 
obtenu  |)ar  Loreniz  pai-  une  autre  voie.  (Vesl  cette  conliadiclion  (pi'il  s'agit 
d'expliquer. 

Avant  d  aljdrder  cette  eXplicalKUi,  |  observe  «pie,  ipielle  que  soit  1  hypothèse 
adoptée,  nous  aurons 

Il  =  A-^  lî-(;=  ^1  A'-t-  '!'.), 

on.  à  cause  de  C'^  o. 

Ci)  ii=^ir. 

Nous  pouvons  rappiocirer  ce  résultat  de  l'équation  ,!::=,)'  ol>tenu(!  au  para- 
graphe \i. 

Nous  avons  en  ellel  : 

J  =  /  11  ,//,         J'=  Ç\V  ,ll'. 
Nous  obscrve^on^  que  l'état  du  s\slèiiu'  ihqx'ud  seulemeul  de  x  -\-  il.  y  et  z, 
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c"esl-à-dirc  de  a',  )',  z' ,  cl  que  nous  avons  : 

(4)  '  dt  =  '^dt. 

Eu  ra|i[)rucliant  les  équations  (3)  el  (4),  on  trouve  ,1  =  J'. 

Plaçons-nous  dans  une  hypothèse  quelconque,  qui  pourra  èlre,  soit  celle  de 
Ijorentz  soit  celle  d  Alu'ahani,  soil  celle  de  Ijinj^evin,  soil  une  hypothèse 
intermédiaire. 

Soient 

r,     0/-,     0/- 

les  trois  axes  de  l'éleclron  réel;  ceux  de  l'cleclron  idéal  seront  : 

kir,      <l/r,      »/r. 

Alors  A'-j-  IV  sera  l'énergie  électrostali(|ue  due  à  un  ellipsoïde  ayani  pour 
axes  kir,  <)li-,  H/i-. 

Que  l'on  suppose  l'électricité  répandue  à  la  surlace  de  l'électron  comme  à 
celle  d'un  conducteur  ou  uniformément  répandue  à  l'intérieur  de  cet  électron, 
celte  énergie  sera  de  la  l'orme  : 


A'-hl!  = 


k/r 


où  cp  est  une  ffinction  connue. 

L'hjpothèse  d'Abraham  consiste  à  supposer  : 

/■  =  coust.,         0=1. 

Celle  de  Lorjjntz  : 

/  =  i,         /,v  =  coiist.,         0  =  k. 

Celle  de  Langevin  : 

.-1 

l  =  k    '' ,         A- =  0,         A7/=const. 
On  trouve  ensuile  : 

A-  r 

Abraham  trouve,  à  la  différence  des  notations  près  [Gôtting-er  Nachrichten, 
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1902,  p.  3;)  : 

Il          "    I  —  E-  ,         I  +  £ 
H   =    -    lo£;  1 

r        î  I  —  E 

a  élanl  iiiio  cunslaiile.  Or,  dans  riiypollièso  d'Abraliaiu,  on  a  0  =  1  ;  donc  : 

l\  ,1  —  £-  ,         1  -+-  £  (/  ,         1  +  £ 


(.)  )  o  /  -  1   =  ak j —  log  — -^  =   -lo^ 


co  (jiii  ilcliiul  la  lonclion  <p. 

Cel.1  posé,  imaginons  (pic  rélcclinn  soit  sonmis  à  iiuc  liaison,  de  telle  façon 
qu'il  y  ait  nne  relation  enlr(>  /■  et  0;  dans  l'iiypoliièse  de  Lorentz  cette  relation 
serait  0/=const.,  clans  celle  de  Lani;evin  0-/-'^consl.  Nous  supposerons 
dune  façon  jilus  générale 

/•  =  ^0'«, 

b  étant  une  constante;  d'oi'j  : 

0 


«=■  -'a)- 


11  =    r-r-.  "- 


Quelle  sera  la  forme  que  prendra  l'electron  quand  la  vitesse  deviendra  —  e/, 
si  l'on  ne  suppose  jia.s  l intev.i'nt inn  ildulirs  fortes  que  celles  de  l/aison'? 
Cette  forme  sera  définie  par  l'égalité  : 

ou 

—  m  9-'"-'  o  -4-  0-'"  A— 1 9'  =  o, 

OU 

ç'        mk 

ç   ^  ~' 

Si  nous  voulons  que  l'équililne  ail  lieu  de  lelie  (açou  cpu'  0  =^  A,  il  laul  (pie 
pour  -7  =  1,  la  dérivée  logarithmique  de  cp  soil  égale  à  m. 

Si  nous  développons  j  el  le  second  membre  de  (5)  suivant  les  puissances 
de  £,  1  équation  (5)  devient  : 

en  négligeant  les  puissances  supérieures  de  z. 
V.u  ilifli'irnlia Ml .  il  \i('iil  : 


-£?  (  '-  t)  =  3'«- 
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Pour  £  =  o,  c'osl-à-dire  quand  l'iU'i;uinenl  de  cp  est  égal  à  i,  ces  équations 
deviennent  : 

(7)  9  =  ",     ?'=-5".     l=-r 

On  doit  donc  a\oir  ni  = —  ^  conformément  à  l'Iiypothèse  de  Langevin. 

Ce  résultat  doit  être  rapproché  de  celui  qui  est  relatif  à  la  première 
équation  (2)  et  dont  en  réalité  il  ne  dilfère  pas.  En  eflet,  supposons  que  tout 
élément  cIt  de  l'électron  soit  soumis  à  une  force  Xf/r  parallèle  à  l'axe  des  x, 
X  étant  le  mt^mc  pour  tous  les  éléments  ;  nous  aurons  alors,  conformément  à  la 
définition  de  la  quanlilé  de  mouvemcnl  : 

I)  autre  pail,  le  principe  de  uioindre  action  nous  donne  : 

5J  =  /  \  SV  d-  dt,        .1  =  /  H  dl,         oJ  =  /  D  oLî  dl, 

ôU  étant  le  déplacenuul  du  centre  de  gra\ité  de  l'éleclrou;  H  dépend  de  0  et 
de  £,  si  1  on  admet  que  /■  est  lié  à  0  par  1  équalion  de  liaison  ;  on  a  alors  : 


-=/(S^-S-)- 


autre  part,  os  = -7—;  d  ou,  en  inlegrani  par  parties 


d'où 


l  DZzdt  =  Ç\)  SU 


^     r;ii        on 


Mais    la    dérivée   —j^i    qui    figure    dans    le    second    membre    de   la    première 

équation  (3),  c'est  la  dérivée  prise  en  supposant  'J  exprimé  en  fonction  de  e,  de 
sorte  que 

cm  _  -m      -m  c/e 

m  "  ~jï  ^  ~ô^  dz' 

L'équation  (2)  équivaut  donc  à  l'équation  (6). 
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1  .;i  ('(iiu'lusioii  l'Sl  (|ii('  M  I  (■lc<ii'i)ii  csl  miiiihis  :'i  une  li;ii.s(iii  ciilrc  m's  liois 
axos,  cl  si  (luiunc  (tiilrc  furie  ii  iiili'i\iriil  en  ilclnns  i/cs  fUrci-s  <lf  //U/sd/i, 
la  loruu'  nue  prendra  ccl  cleclroii,  (|iiiiinl  il  scia  iiiiitiic  il'imc  \iIcsm'  imilorme. 
ne  pourra  ('■Ire  telle  ijiie  ICIeelron  idi'al  con  rsponilaul  soil  une  spliùre,  cnie 
dans  le  eas  (lù  la  liaison  sera  (jiie  le  volume  soil  conslanl,  coniorniémcnl  à 
riiypollièse  de  l.anj;e\iu. 

\ous  sommes  amené  île  la  seule  à  nous  poser  le  problème  suivant  :  ipielles 
forces  supplcmi'ulaires.  aulres  ipu^  les  torées  de  liaison,  serail-il  nécessaire  de 
faire  iulciNcnir  pour-  rendre  compic  di'  la  loi  de  Lorcnl/  ou,  plus  5;cnéralcmenl, 
lie  loule  loi  aiilri;  ipie  celle  de  Lan^csiu.' 

L  livpotlièse  la  plus  simple,  et  la  pr-eiinci-e  (pu/  nous  de\ions  examiner,  c'est 
ipie  ces  torces  suppleuieulaires  dérivent  d  un  potentiel  spécial  déri\ant  des 
lnii>  ates  de  l'cdlipsoïdc  cl,  jiar  conséqueni,  de  0  et  de  /■  ;  soit  K(0,  ;•)  ce 
[loteulud;  dans  ce  cas  laclion  aura  pour  expression  : 


=  Tl  11 -*-!•- (0,  r)\(// 


et  les  conditions  d'é(|uilihre  s'écrironl  : 

du       d¥  (in       d? 

(^)  W  +  77(r="'        7/7  +  ^="- 

Si  nous  supposons  /■  et  0  liés  par  la  liaison  /■  =  ^0'",  nous  pourrons  rei;arder  r 
comme  fonction  de  0,  envisager  V  comme  ne  dépendant  que  de  0  et  conserver 
seulement  la  première  équation  (S)  avec  : 


bk-^^\"'  /(^         6A-2  0"'+<         ^A-^'O"' 


Il  faut  que,  pour  /i  =  0,  réijualion  (8)  soil  satisfaite;  ce  qui  donne,  en  tenant 
compte  des  équations  (7)  : 

flP  mil  '.'.       a 


m  +  r, 
—  a  i 


60'"+-   m -h  2 
el  dans  l'hypothèse  de  Loreutz,  où  m  =  —  i  : 


360 
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Supposons  inaintenanl  (ju'il  nv   ait  aucune  liaison  cl,   considérant  r  et   0 

comme  deux  variables  indépendantes,  conservons  les  deux  équations  CS);  il 

viendra  : 

,,  _  ^  <^  _  j^  dn  _  — ^ 

"~  k'^r'  M    ~  Wi-'  dr   ~  t'r-' 

r^es  équations  {S)  doi\enl  élie  satisfaites  pour  A  =  0,  /■  =  60"'  ;  ce  qui  donne  : 
dF  _         ti  d¥  _  1       a 

Une  des  manières  do  satisfaire  à  ces  conditions  est  de  poser  : 

A,  a  et  [j  étant  des  constantes  ;  les  équations  (g)  doivent  ôlre  satisfaites  pour 
A'  =  9.  r  =  60"',  ce  (jui  donne  : 

Aai'^J.-ie"ia-'"+.3=  -—^^ ,  Ari6^0"'='+3-i=  i^       " 


lui  idcntiliant.  on  trouve 


3  m  -H  2  a6*"*-' 

Mais  le  volume  de  l'ellipsoïde  est  proportionnel  à  /■'O-',  de  sorte  que  le 
potentiel  sup|)lémenlaire  est  proportionnel  à  la  puissance  y  du  volume  de 
l'électron. 

Dans  l'hypothèse  de  Lorentz,  ou  a  «t  ^  —  i ,  y  ==  i . 

Ou  retrouve  donc  l'hypothèse  de  Lorentz  à  la  condition  dajuuier  un 
pillent  ici  su  pplènienlaire  proportiiinnel  au  votun>e  de  l'électron . 

1/livpotlièse  de  Lanf;evin  correspond  à  y  =i  oo  . 


7.  —  Mouvement  quasi-stationnaire. 

Il  reste  à  voir  si  cette  hypothèse  sur  la  contraction  des  électrons  rend  compte 
de  l'impossibilité  de  mettre  en  évidence  le  mouvement  absolu,  et  je  commen- 
cerai par  étudier  le  mouvement  quasi-stationnaire  d'un  électron  isolé,  ou 
soumis  seulement  à  l'action  d'autres  électrons  éloignés. 

On  sail  qu'on  apj)elle  mouvemeul  quasi  stationnaire  un  mouvement  où  les 
variations  de  la  vitesse  sont  assez  lentes  pour  que  les  énergies  magnétique  et 
H.  P   —  i\.  67 
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eleclriqui'  ducs  au  luouvenienl  de  rôlectrdii  ilillùrcjul  peu  de  ce  ([uellcs  seraieul 
dans  lo  mouvenienl  uniforme  ;  on  sait  égaleuient  que  c'est  en  partant  de  celle 
notion  ilu  iiiouvenuMil  (|uasi-slalionnair<'  qu'Abraham  est  ai'rivé  à  celle  des 
masses  électromagnétiques  transversale  et  luugiludinale. 

Je  crois  devoir  |)ré('iser.  Soil  H  notre  action  par  unili'  de  temps  : 


H  =  i  J"(V^-:;«^K/^, 


où  iiiiu>  ne  coiisidérons  pour  le  uioiiient  que  les  champs  électrique  et 
maj;ncli(pic  d\\>  au  mouvemeni  iTiui  électron  isolé.  Au  paragraphe  précédent, 
cousidérani  li'  mouvemeni  comme  uniforme,  nous  regardions  H  comme 
dépendant  de  la  vitesse  i;,  y),  Ç  du  centre  de  gravité  de  l'électron  (ces  trois 
composantes,  dans  le  paragraphe  précédent,  avaient  pour  valeurs  — £,  o,  o)  et 
des  paramètres  ;•  el  0  qui  définissent  la  forme  de  l'électron. 

Mais  si  le  mouvement  n'est  plus  uniforme,  H  dépendra  non  seulement  des 
valeurs  de  £,  r),  ',  /■,  0  à  l'instant  considéré,  mais  des  valeurs  de  ces  mômes 
quantités  à  d'autres  instants  qui  pourront  en  différer  de  quantités  de  même 
ordre  que  le  temps  mis  par  la  lumière  pour  aller  d'un  point  ci  l'autre  de 
l'électron;  en  d'autres  termes,  H  dépendra  non  seulement  de  Ç,  rj,  Ç,  /■,  0,  mais 
de  leurs  dérivées  de  tous  les  ordres  par  rapport  au  temps. 

Eh  liien,  le  mouvement  sera  dit  quasi-slationnaire  quand  les  dérivées 
partielles  de  H  par  rapport  aux  dérivées  successives  de  ^,  r;.  Ç,  7',  0  seront 
négligeables  devant  les  dérivées  partielles  de  H  par  rapport  aux  quantités  ^,  ri, 
Ç,  /■,  0  elles-mêmes. 

Les  équations  d'un  pareil  mouvement  pourront  s'écrire  : 

/  ,ni       dF  _  f/H       dF  _ 

\  a^"^W~f7/^"^^"~°' 

\   d  dH  /\.    ,  d  dH  /\.   ,  d  dH  /"„    , 

{dt^=~J^ ''''       d,  d-n=~J^  '''-'       dtW,=-j^ ^" 

Dans  CCS  équations,  F  a  la  même  signilicalion  que  dans  le  paragraphe 
précédent;  X,  \ ,  //  sont  les  composantes  de  la  force  qui  agit  sur  l'électron  : 
cette  force  étant  due  uniquement  aux  champs  électrique  et  magnétique  pro- 
iliiits  par  les  autres  électrons. 

Observons  fjur  II  ne  dépiMid  ilc  i.  ■/;,  Ç  que  par  l'intermédiaire  d(^  la 
combinaison 
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c'est-à-dire  de  la  grandeur  de  la  vitesse;  on  a  donc,  en  appelant  encore  D  la 
quantité  de  mouvemenl  : 

rf|       rfV  V  v' 

d'où  : 

■'  dt   cf^   ~  \  di  V^di'*'  d\'  V   dt  ' 

,     ,  .  ,  d  dti        D  dr^       ^  Ti   d\        dD   f,  d\ 

^  '  df    dr,         \    df  \-    dt         d\   V    dt 


avec 


y^=y,^. 


(3)  ''-di=Z^dt 

Si  nous  |)renons  la  direction  actuelle  de  la  \ilesse  pour  axe  dos  x,  il  vient  : 

les  é(|iiiili(>iis  (a)  et  (2  his)  devieiineni  : 

_ddH_frhd^  d  (Jll  _b  dr^ 

~  dt    dl,  ~  d\  dt''         ~  dt  dr^   ~  V  dt 

et  les  trois  deraières  équations  (  i  )  : 

dl)  dl        I  \.    ,  D  dn         i\.    ,  D  dl         r.,    , 

^    '  d\  dt      J  \    dt       J  \    dt       J 

(i'est  po\ir(|uoi  Abraham  a  donné  à  -j^  le  nom  de  iti(i.ssc  /aii^'iliif/itiale  et 
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il        le  noTu  (le  iiiftsse  II  ans^cisalc  ]  rappelons  que  U^  - 

Dans  l'hjpollièse  de  l^orenlz,  on  a  : 

,  dW  ,n\ 

^  =  -d\'=-à\' 

III 

-TTT  représentant  la  dérivée  par  rapport  à  \  ,  après  que  /•  et  0  ont  été  remplacés 

par  leurs  valeurs  en  fonction  de  V  tirées  dos  deux  premières  équations  (i); 
on  aura  d'ailleurs,  après  cette  substitution. 


Il  =  -h  A  \/i— V-^. 

INous  choisirons  les  unités  de  telle  façon  que  le  facteur  constant  A  soit  égal 
à  I,  et  je  pose  y/  i     -  Y-  -=  /i ,  d"où  : 
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Nous  poserons  oncori'  : 

ot  nous  trouverons  pour  l'équation  du  mouvement  quasi-stationnaire  : 
(5)  /,-i^^+/,-=cM=X,. 

Voyons  ce  que  deviennent  ces  équations  par  la  transformation  de  Lorentz. 
JNous  poserons  :  i  +  ^£  =  fi,  et  nous  aurons  d'abord  : 


d  où  l'on  tire  aisément 


Nous  avons  également 


cW  =  k\i.dt, 

d'où  : 

^'  _  rfÇ  _i_  <h{_  _  de,  _i rfÇ  _f^  'IL-'^  _i "^  JL 

dt'  "~  dt  /;'■' ;jL-'  '  d/'   "   dt    k^ ii.'^         dl  k'-  |i  ■  '  dt'  "  dl   A-  ;j.-  ""  dt  k"- y.  ' 

d'où  (Micore  : 

d^    ih^       JVI_ 

dt  />',a'  "^  k^ij.-' 

et 

(6)  A'-'  ^  +  //-^r  M'=  [/.-'^  J^  -4-  /«-n?  +  £)m]  ;.-', 


(7)  /t'-i  -^.'v  -H  A'--iT)'i\r  =  /  /i-i  ^  -H  /(-'-fi  M  j  -Ji-i  /t-i. 

Reportons-nous  maintenant  aux  équations   (ii    bis)  du   [laragraphe    l;   on 
peut  y  regarder  Xi,  Yi,  Z,  comme  ayant  la  mémo  signilicalion  que  dans  les 

équations    (5).    D'autre    part,     nous    avons    /=i    et      =:A"fJi;    ces    équations 
deviennent  donc  : 

,g  '  \  x;  =  ii-i(X,-i-£i:x,?), 

^    '  I  y;  =  A-'.Ji-'Y,. 

Calculons  .l\i,;ii  l'aide  des  é(iuations  (")),  nous  trouverons  : 

i:x,ç  =  /i-^ivi, 
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d'où  : 

En  comparanl  les  équalions  (5),  (6),  (7  )  cL  (9),  on  trouve  enfin  : 

h'-'  '^  -(-/t'-3|'M'=  X',, 
A'-ip- -H/t'-'T)'M'  =  Y',, 

ce  qui  montre  que  les  équations  du  mouvement  quasi-stationnaire  ne  sont  pas 
altérées  par  la  transformation  de  Lorentz  ;  mais  cela  ne  prouve  pas  encore  que 
l'hypothèse  de  Lorentz  est  la  seule  qui  conduise  à  ce  résultat. 

Pour  établir  ce  point  nous  allons  nous  restreindre,  ainsi  que  l'a  fait  Lorentz, 
à  certains  cas  particuliers,  ce  qui  nous  suffira  évidemment  pour  démontrer 
une  proposition  négative. 

Comment  allons-nous  d'abord  étendre  les  hypothèses  sur  lesquelles  reposait 
le  calcul  précédent? 

1"  Au  lieu  de  supposer  /  =  1  dans  la  transformation  de  Lorentz,  nous  suppo- 
serons /  quelconque. 

2"  Au  lieu  de  supposer  que  F  est  proportionnel  au  volume  et,  par  consé- 
quent, que  H  est  proportionnel  à  h,  nous  supposerons  que  F  est  une  fonction 
quelconque  de  0  et  de'  /•,  de  telle  façon  que  [après  avoir  remplacé  0  et  /•  par 
leurs  valeurs  eu  fonction  de  V,  tirées  des  deux  premières  équalions  (i)]  ^^  *oit 
une  fonction  quelconque  de  V. 

J'observe  d'abord  que,  si  l'on  suppose  H  =  /(,  on  devra  avoir  l^i;  et  en 
effet  les  équations  (6)  et  (y)  subsisteront,  sauf  que  les  seconds  membres  seront 

multipliés  par  y;  les  équations  (9)  également,  sauf  que  les  seconds  membres 
seront  multipliés  par  .^;  et  enfin  les  équations  (10),  sauf  que  les  seconds 
membres  seront  multipliés  par  y  Si  Ton  veut  que  les  équations  du  mouvement 

ne  soient  pas  altérées  par  la  transformation  de  Lorentz,  c'est-à-dire  que  les 
équations  (10)  ne  diffèrent  des  équations  (5)  que  par  l'accentuation  des  lettres, 
il  faut  supposeï-  : 
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Sup|nivon,s  miiiiiU'uanl  i|ii('  lOu  ail 

■r,  =  ,  =  o,      d  ou      ;  =  V,       ;fi=  -j; 

los  ('(juMtions  (.))  prt'iuh'oiil  \;\  tonne  : 


dt  dl   ~  f!\  dl  ~  '  "         ~  dl  7?^  "  V    >(t 


..   ,  .   ,  fi     «Il  uu   ne  II     «M  u   iir\  ., 


Nous  pouvons  d'ailleurs  poser  : 

^=/(V)  =/(;),  ^  =  r(V)  =  ç(?). 

Si  les  ('qualions  du  nlou^eulent  ne  sonl  pas  altérées  par  la  transloruialion  de 
I.oientz,  ou  devra  a\oir  : 

?(?')—-'  =  Y',  =  /-"-/r-i;.-.Y„ 


et  par  conséquent  : 

(«I) 

Mais  nous  avons  : 

d'où  : 


d;'  _  rfÇ       I  d-n'  _  ofr,       I 

dt'  "  dt  F^'  W  ~  dt    Ââfl^' 


/'r.=/(^)=/(i)^'. 

d'où,  en  éliminant  /'-,  nous  trouvons  l'équation  fonctionnelle 


OH,  en  posant 
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^=0(?)=-^ 


celle-ci  : 


équalion  qui  doit  ûUo  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  Ç  et  de  £.  Pour  Ç  =  o, 
on  trouve  : 

Q{l)  =  Q(o){i  —  e-), 
d'où  : 

v'i  — V^ 


A  étant  une  constante,  et  où  j'ai  l'ait  i2(o) 
On  trouve  alors  : 


I 

m 


Or  o(^')  ;=  «(Ot^")  donc  on  a: 

--  _± 

I  ?-l-£)"'-Ul—  £^)      -=—?"'-' (l  —  E-i)     -;-^ 

Comme  /  ne  doit  dépendre  que  de  £  (puisque,  s'il  y  a  plusieurs  électrons, 
/  doit  être  le  même  pour  tous  les  électrons  dont  les  vitesses  P  peuvent  être 
diflérentes),  cette  identité  ne  peut  avoir  lieu  que  si  Ton  a  : 

/»  =  I ,        /  =  I . 

Ainsi  l'hjpothôse  de  Lorentz  est  la  seule  qui  soit  compatible  avec  l'impossi- 
bilité de  mettre  en  évidence  le  mouvement  absolu  ;  si  Ton  admet  cette  impos- 
sibilité, il  faut  admettre  que  les  électrons  en  mouvement  se  contractent  de 
façon  à  devenir  des  ellipsoïdes  de  révolution  dont  deux  des  axes  demeurent 
constants;  il  faut  donc  admettre,  comme  nous  l'avons  montré  au  paras;raphe 
précédent,  l'existence  d'un  potentiel  supplémentaire  proportionnel  au  volume 
de  l'électron. 

L'analj.se  de  Lorentz  se  trouve  donc  pleinement  confirmée,  mais  nous  pou- 
vons mieux  nous  rendre  compte  de  la  vraie  raison  du  fait  qui  nous  occupe  ; 
cette  raison  doit  être  cherchée  dans  les  considérations  du  paragraphe  4.  Les 
transformations  qui  n'altèrent  pas  les  équations   du  mouvement  doivent 
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/iiniirr  un  ^'roiijjc.  <■!  ccln  ne  pcul  tivoir  lieu  (fuc  si  l  ^:=i  i.  Coinine  nous  ne 
devons  pas  pouxoir  leedniiMÎIre  si  un  électron  esl  en  repos  ou  en  niouvenienl 
ahsolu,  il  faut  que  quand  il  est  en  mouvement  il  subisse  une  déformation  (jui 
doit  être  précisénienl  celle  que  lui  impose  la  transfoVmalion  correspondante 
du  groupe. 


8.   —  Mouvement   quelconque. 

Les  résultats  précédents  ne  s'appliquent  qu'au  mouvement  quasi-stationnaire, 
mais  il  est  aisé  de  les  étendre  au  cas  général;  il  suffit  d'appliquer  les  principes 
du  paragraphe  3,  c'est-à-dire  de  partir  du  pi'incipe  de  moindre  action. 

A  l'expression  de  l'action  : 


'=/"'*(¥-¥)■ 


il  convient  d'ajouter  un  terme,  représentant  le  potentiel  supplémentaire  F  du 
paragraphe  6;  ce  terme  prendra  évidemment  la  forme  : 

.1,=  i\[¥\dt, 

où  —(F)  représente  la  somme  des  potentiels  supplémentaires  dus  aux  différents 
électrons,  chacun  d'eux  étant  proportionnel  au  volume  de  l'électron  corres- 
pondant. 

J'écris  (F)  entre  parenthèses  pour  ne  pas  confondre  avec  le  vecteur  F,  G,  H. 

L'action  totale  est  alors  J  -1- J].  Nous  avons  vu  au  paragraphe  3  que  J  n'est 
pas  altéré  par  la  transformation  de  Lorenlz;  il  faut  montrer  maintenant  qu'il 
en  est  de  môme  de  Ji. 

On  a,  pour  l'un  des  électrons, 

(F)  =   WoT, 

<.)o  étant  un  coefficient  spécial  à  l'électron  et  t  son  volume;  je  puis  donc  écrire  : 

S(F;=J'<Uo</t, 

l'intégrale  devant  être  étendue  à  tout  l'espace,  mais  de  telle  façon  que  le  coef- 
fi,cienl  'jj,,  soit  nul  en  dtdiors  des  électrons,  cl  qu'à  l'intérieur  de  chaque  élec- 
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Iron  il  soit  égal  au  coctlicienl  spécial  ù  ccl  éleclron.  On  a  alors  : 

,1 1  =  /  <.)(!  (h  di 

et,  a]>rès  la  transforma  lion  de  Lorentz  : 

.1',  =  r,.)'„  ,h'  di'. 

Or  on  a  oiq  =(<)'„;  car  si  \\\\  point  appartient  à  un  électron,  le  point  corres- 
pondant après  la  Iranst'oriiiaiion  de  Lorentz  appartient  encore  au  mé/wc électron. 
D'autre  part,  nous  avons  trouvé  au  paragraphe  3  : 

dx  dl'  =  /'  dx  dt 

et,  puisque  nous  supposons  inainleuant  /^  i, 

d-J  dl'  =  d-  dt. 

On  a  donc 

J,  =  J',. 

C.     (,).     ]■.     1). 

Le  théoi-ème  est  donc  général,  il  nous  donne  eu  uiônie  temps  une  solution 
de  la  question  que  nous  nous  posions  à  la  fin  du  |iaragraphe  1  :  trou\er  des 
forces  complémentaires  non  altérées  j)ar  la  transformation  de  Lorentz.  Le 
potentiel  supplémentaire  (F)  satisfait  à  cette  condition. 

Nous  pouvons  donc  généraliser  le  résultat  énoncé  à  la  (in  du  paragraphe  1  et 
écrire  : 

•SV  V inertie  des  électrons  est  exclusivement  (V origine  électromagnétique, 
s' ils  ne  sont  soumis  qu'à  des  forces  d^ origine  électromagnétique ,  ou  aux 
forces  qui  engendrent  le  potentiel  supplémentaire  (F),  aucune  expérience 
ne  pourra  mettre  en  évidence  le  mouvement  absolu. 

Quelles  sont  alors  ces  forces  qui  engendrent  le  potentiel  (F)?  Elles  peuvent 
évidemment  être  assimilées  à  une  pression  qui  régnerait  à  l'intérieur  de  l'élec- 
tron; tout  se  passe  comme  si  chatpie  électron  était  une  capacité  creuse  soumise 
à  une  pression  interne  constante  (indépendante  du  volume);  le  travail  d'une 
pareil  pression  serait  évidemment  proportionnel  aux  variations  du  volume. 

Je  dois  observer  toutefois  que  cette  pression  est  négative.  Reprenons  l'équa- 
tion (lo)  du  paragraphe  6,  qui  dans  l'hypothèse  de  Lorentz  s'écrit  : 

F  =  Ar-'O^ 
H.  P.  —  X.  68 
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les  ('i|ualn>ii>  (II)  tlii  parai;raplu'  ti  iumin  ilomifioiil  : 

Noire  pression  est  égale  à  A,  à  un  coelficieiil  coiislanl  près,  qui  d'ailleurs 
est  négatif. 

Évaluons  inainleuanl  la  niasse  de  l'électron,  je  veux  parler  de  la  «masse 
ex|ii'riiuriiiide  »,  c  esl-à-dirc  île  la  ruasse  |)Our  les  vitesses  laibles  ;  on  a  (c/.  i;  6)  : 

Il  =     ;.,     ,       0  =  Â-,       9  =  ",       e/=6; 

d'où 


l'our  \   très  petit  je  puis  écrire  : 

de  sorte  (jue  la  niasse,  tant  longitudinale  que  transversale,  sera  r^- 

(  )r  (i  est  une  constante  numérique,  ce  qui  montre  que  :  t(t  prc^ss/o/i  (jiii 
pngenihc  iialic  iiotciillcl  supplémi'nlnire  l'st  proportionnelle  à  la  quatriènu' 
puissfinci-  (II'  lu  niasse  expérimentale  de  l'électron. 

Coiuiuc  l'altraction  newtonienne  est  proportionnelle  à  cette  masse  expéri- 
mentale, ou  est  tenté  de  conclure  qu'il  y  a  quelque  relation  entre  la  cause  qui 
engendre  la  gravitation  et  celle  qui  engendre  ce  potentiel  supplémentaire 


9.  —  Hypothèses   sur  la   gravitation. 

Ainsi  la  llié(jrie  de  Loreniz  explicpicrail  comiilètement  l'impossibilité  de 
Miel  Ire  en  ('-vidence  le  mouvement  absolu,  si  toutes  les  forces  étaient  d'origine 
électromagnétique. 

.Mais  il  Y  a  des  forces  auxfpiëllcs  ou  ne  p(!ut  pas  attribuer  une  origine  éleclro- 
magnéti((ue  comme  par  exemple  la  gravitation.  Il  peut  arriver,  en  ellet,  que 
deux  systèmes  de  corps  produisent  des  champs  électromagnétiques  équivalents, 
c'est-à-dire  exerçant  la  même  action  sur  des  corps  électrisés  et  sur  des  courants, 
et  que  cependant  c(!s  deux  systèmes  n'exercent  pas  la  uiénie  action  gravifique 
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sur  les  masses  newlonieunes.  Le  chump  j;itivifit(ue  est  donc  dislincl  du  champ 
électromagnéti(|U('.  Loreiilz  a  donc  élé  oblij;é  île  compléter  son  hypothèse  en 
supposant  que  les  forces  de  toute  origine,  et  en  /larticulier  (a  gravitation . 
sont  affectées  jxir  une  translation  (  ou.  si  l'on  aime  mieux,  par  la  translor- 
ination  de  Lorentz  )  île  la  na'-nte  manière  ejue  les  forces  électromagnétiques. 

\\  convient  maintenant  d'entrer  dans  les  détails  et  d'examiner  de  plus  près 
celte  hypothèse.  Si  nous  voulons  que  la  force  nevvtonienne  soit  affectée  de  celte 
façon  par  la  transformation  de  Lorentz,  nous  ne  pouvons  plus  admettre  que 
cette  force  dépend  uniquement  de  la  position  relative  du  corps  attirant  et  du 
corps  attiré  à  l'inslant  considéré.  Elle  devra  dépendre,  eu  outre,  des  vitesses 
des  deux  cor|>s.  Kl  ce  nest  pas  tout  :  il  sera  naturel  de  supposer  que  la  force 
qui  agit  à  l'instant  t  sur  le  corps  attiré,  dépend  de  la  position  et  de  la  vitesse 
de  ce  corps  à  ce  même  instant  t;  mais  elle  dépendra,  en  outre,  de  la  position 
et  de  la  vitesse  du  corps  attirant,  non  pas  à  linstanl  t,  mais  à  un  instant 
antérieur,  comme  si  la  gravitation  avait  mis  un  certain  temps  à  se  propager. 

Envisageons  donc  la  position  du  corps  attire  à  l'instant  ta  et  soient,  à  cet 
instant,  Xo,  Vo,  ;o  ses  coordonnées,  ^,  /),  Ç,  les  composantes  de  sa  vitesse; 
considérons,  d'autre  part,  le  corps  attirant  à  linstant  correspondant  fo+ <  et 
soient,  à  cet  instant,  Xa+x,  .To+r-  ^0+:^  ses  coordonnées,  £1,  /ji,  Zi  les 
composantes  de  sa  vitesse. 

Nous  devrons  d'abord  avoir  une  relation 

(i)  ?{',  X,  y,  z,  Ç,  7),  :,  ;,,  -r),,  Çi)  =  o 

pour  définir  le  temps  /.  Celte  relation  définira  la  loi  de  la  propagation  de 
l'action  gravifique  (je  ne  m'impose  nullement  la  condition  que  la  propagation 
se  fasse  avec  la  même  vitesse  dans  tous  les  sens). 

Soient  maintenant  Xi,  Yi,  X^  les  trois  composantes  de  l'action  exercée  à 
l'instant  t  sur  le  corps  attiré;  il  s'agit  d'exprimer  Xi,  Yj,  Zi  en  fonction  de 

(2)  •  t,     X,     y,     ;,     Ç,     T,,     :,     ?,,     T,,,     ;,. 

Quelles  sont  les  conditions  à  remplir? 

1"  La  condition  (1)  ne  devra  pas  être  altérée  par  les  transformations  du 
groupe  de  Lorentz. 

2"  Les  composantes  Xi,  \\,  Zj  devront  être  affectées  par  les  transformations 
de  Lorentz  de  la  môme  manière  que  les  forces  électromagnétiques  désignées 
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par  les  in(>ines  loUres,  c'esl-à-dirc  roni'orméineni  aux  ctjualions  (^ii  liis)  du 
paraa;raplic  1 . 

;>"  Quand  les  deux  corps  scroni  au  rf'|jos,  (in  devra  relondxT  sur  la  loi 
ordinain^  de  l'allraelion. 

Il  importe  de  remarquer  que  dans  re  dernier  cas,  la  relation  (i)  disparaît, 
car  le  temps  t  ne  joue  plus  aucun  rôle  si  les  deux  corps  sont  au  repos. 

Le  problème  ainsi  posé  est  évldenimeul  indéterminé.  Nous  cliercherons  donc 
à  satisfaire  autant  que  possible  à  d'autres  conditions  complémentaires  : 

4"  Les  observiilions  astronomiques  ne  semblant  pas  montrer  de  dérogation 
sensible  à  la  loi  de  Newton,  nous  choisirons  la  solution  qui  s'écarte  le  moins 
de  cette  loi,  pour  de  faibles  vitesses  des  deux  corps. 

5"  Nous  nous  ellbrcerons  de  nous  arranger  de  façon  que  t  soit  toujours 
négatif;  si,  en  eil'et,  on  conçoit  que  l'effet  de  la  gravitation  demande  un  certain 
temps  pour  se  propager,  il  serait  plus  difficile  de  comprendre  comment  cet 
ellel  pourrait  dépendre  de  la  position  ikhi  i-iicorc  atteinte  par  le  corps 
attirant. 

Il  y  a  un  cas  où  l'indétermination  du  problème  disparaît;  c'est  celui  où  les 
deux  corps  sont  en  repos  vclal if  Vwn  par  rapport  à  l'autre,  c'est-à-dire  où  : 

?  =  ?,,  r,  =  r,,.  ;  =  :,; 

c'est  donc  le  cas  que  nous  allons  examiner  d'abord,  en  supposant  que  ces 
vitesses  sont  constantes,  de  telle  sorte  que  les  deux  corps  sont  entraînés  dans 
un  mouvement  de  translation  commun,  recliligne  et  uniforme. 

Nous  pourrons  supposer  que  l'axe  des  x  a  été  pris  parallèle  à  cette  transla- 
tion, de  telle  façon  que  y)  =  Ç  =  o,  et  nous  prendrons  e  =  —  J. 

Si  dans  ces  conditions  nous  appliquons  la  transformation  de  Lorentz,  après 
la  transformation  les  deux  corps  seront  au  repos  et  l'on  aura  : 

r  =  r/  =  r  =  o. 

Alors  les  composantes  X',,  Y',,  Z',  devront  être  conformes  à  la  loi  de  Newton 
et  on  aura,  à  un  facteur  constant  près  : 

(3)  P^'--;^^'      Y'  — 7^'      7- --?;;' 
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Mais  on  a,  d'après  le  paragraphe  1  : 

x' =  k(x -i-zt  ),         j'=)-,  :;■=;,         /=k(/-hzx), 

p  A. 

X',  =  A-''HXi  +  £i;x,5j  =  /c^\,u-£n  =  Xj, 

p 

y,  =  ^-,Y,  =  A-V,. 
Z'i  =  /tZ,. 

On  a  d'ailleurs  : 

X  ^  s./  =  j:  —  -f,         /■■-  =  k-{x  —  -f  1-  -H  V-  -+-  z- 

et 

ce  qui  peut  s  écrire  : 

,  ,  .  ^.        '/\  ^-        d\  .,        ,V\  ,.         I 

i,4t'"-,>  X,  =  -j-,         ^,=  --,         /,=  —.;         v=7— ,• 

crx  oy'  «;  Av 

il  semble  d'abord  que  rindéterminaLioii  subsiste,  puisque  nous  n"nv(jns  (ail 
aucune  hypothèse  sur  la  valeur  de  <,  c'est-à-dire  sur  la  rapidité  de  la  trans- 
mission; et  que  d'ailleurs  x  est  l'onction  de  t;  mais  il  est  aisé  de  voir  que  ,r — \t, 
j',  ;  qui  figurent  seuls  dans  nos  formules,  ne  dépendent  pas  de  t. 

(3n  voit  que  si  les  deux  corps  sont  simplement  animés  d'une  translation 
commune,  la  lorcc  qui  agit  sur  le  corps  attiré  est  normale  à  un  ellipsoïde  ayant 
pour  centre  le  corps  altiranl. 

Pour  aller  plus  loin  il  laut  ciierclier  les  invariants  du  groupe  de  Loreniz. 

Nous  savons  que  les  substitutions  de  ce  groupe  (en  supposant  l  ^  \)  sont 
les  substitutions  linéaires  qui  n'altèrent  pas  la  forme  quadratique 

x--\-y-^  Z-— f-. 


Posons,  d'autre  part  : 


_  ax  oy  .,  os 

o/  ot  tjt  ' 

o,a-  Z^v  .,  5,; 


nous  voyons  que  la  transformation  de  Lorentz  aura  pour  ellet  de  faire  subir 
à  ô^r,  ôy,  o;,  rtt,  et  à  Oix,  Oi  )',  Oi;,  o^L  les  mêmes  substitutions  linéaires 
qu'à  a-,  y,  :■,  t. 
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Rcg;ardons 

X,  )■,  z.  /  V'—  '• 

Sx,  S)-,  S:.,  St.  \J —  1, 

S,x,  S|  )•,  5,  G,  S|  /  y/—  I. 

comme  les  coordonnées  de  trois  points  P,  P',  P"  dans  l'espace  à  quatre  dimen- 
sions. Nous  voyons  que  la  Iranst'ormation  de  Lorentz  n'est  qu'une  rotation  de 
cet  espace  autour  de  rorij;iiie.  regardée  comme  fixe.  Nous  n'aurons  donc  pas 
d'autres  invariants  distincts  que  les  six  dislances  des  trois  points  P,  P',  P" entre 
eux  et  à  rorii;ine,  ou,  si  l'on  aime  mieux  que  les  deux  expressions  : 

x^-i-y-  -h  z-  —  /-,         X  Sx  -h  y  Sy  -^  zSz  —  I  Si, 

nu  le>  quatre  expressions  de  mOme  l'ornie  qu'on  en  déduit  en  permutant  d'une 
manière  quelconque  les  trois  points  P,  P',  P". 

Mais  ce  que  nous  cherchons  ce  sont  les  fonctions  des  dix  variables  (2)  qui 
sont  des  invariants;  nous  devons  donc,  parmi  les  combipaisons  de  nos  six 
invariants,  rechercher  celles  qui  ne  dépendent  que  de  ces  dix  variables,  c'est- 
à-dire  celles  qui  sont  homogènes  de  degré  o  tant  par  rapporta  dx,  oy,  oz-,  ot, 
que  par  rapport  à  ôix,  o^y,  ôiz-,  Oj/.  Il  nous  restera  quatre  invariants  distincts, 
qui  sont  : 

(5)  v,._,.,  L^l^,  '-^-?._  r-^??. 


Occupons-nous  maintenant  des  transformations  subies  par  les  composantes 
de  la  lorce;  reprenons  les  équations  (11)  du  paragraphe  1,  qui  se  rapportent 
non  ;i  la  force  Xi,  ^1,  /j,  que  nous  considérons  ici,  mais  à  la  force  X,  \' ,  Z 
rapportée  à  l'unité  de  volume.  Posons  d'ailleurs  : 

nous  verrons  que  ces  équations  (11)  peuvent  s'écrire  (/=  1)  : 

(  X'=/.(X  +  eT),         T=A-(T  +  £X), 
'  \  Y'  =  Y,  Z'  =  /  ; 

de  sorte  que  \,  ^  .  /,.  '1"  subisseni   la  mém(^  transformation  que  ■T,y,  z,  I.  ÎXis 
invariants  du  groupe  seiont  donc 

iX-^— T-',     IXj;       T/,     i;XÔ./-  — T2/.     IX  S,./- —  T  3, /. 


SUR    LA    DYNAMIQUE    DE   L'ÉLECTRON.  543 

Mais  ce  n'esl  pas  de  \,  ^  ,  /  que  nous  avons  Ijesoin,  c  esl  de  Xi,  \  i,  Z^,  avec 

Nous  voyons  que 

X    ~  Y   ~   Z   ~   T  ~  p  ■ 

Donc  la  transformation  de  Lorentz  agira  sur  Xi,  ^  i,  Zi,  Ti  de  la  même 
manière  que  sur  X,  \  ,  Z,  T,  avec  celte  différence  que  ces  expressions  seront, 
en  outre,  multipliées  par 

?  1  S/ 


p'  A{  I  -H  ?£  )  S/' 

De  niruie,  elle  aj^ira  sur  i;,  /;,  Ç.  i ,  de  la  mi^nu'  manière  (mjc  --ur  §x,  oy,  oz, 
nt,  avec  celte  différence  que  ces  expressions  seront,  en  outre,  multipliées  par 
le  même  facteur  : 

0/  f 


ot-  A-(  I  -H  ^:  ) 

Considérons  alors  \.  ^  ,  Z,  T^ —  i  comme  les  coordonnées  d'un  quatrième 
point  Q;  alors  les  mvananls  seront  les  fonctions  des  dislances  mutuelles  des 
cinq  points 

o,     P,     P',     P",     Q 

et  parmi  ces  fonctions  nous  devons  conserver  seulement  celles  qui  soni  homo- 
gènes de  degré  o,  d'une  part  par  rapport  à 


(variables  que  Ton   peul   remplacer  ensuite   par   \t,  \|,   Zi,  Ti,  ^,  /;,  Ç,    i), 
d'autre  part  par  rapport  à 

Si.r,      è,r,     0|S,      I 

(variables  tpie  l'on  peul  remplacer  ensuile  parti,  li.  Çi,  i)- 

Nous    lrou\t)ns    ainsi,    nuire    les    quatre    iuvarianis   (.">),   qualrc   invariants 
distincts  nouveaux,  qui  soni  : 

Le  dernier  invariant  est  toujours  nul,  d'après  la  déliailion  de  Ti. 
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Cola  posé,  (]lU'lk'^  sDUl  les  toiulilioiis  à  rciiiplii? 

i"  l>c  piiMiiiiT  uiiiiilire  dr  hi  reliUion  (^  i),  (jui  délmit  la  vitesse  de  propagation, 
doit  être  une  loiiclion  des  quatre  invariants  (à). 

On  pent  l'aire  évideninienl  uni'  loule  d'iivpotlièses  ;  nous  n'en  examinerons 
i|ue  deux  : 

(/.    Ou  peut  avoir 

-a:- — r- =  ;•- — r- =  o,         d'où         ^  =  zn /■. 

et.  piiicpic  /  doit  être  négatif,  /  ;= — r.  Cela  veut  dire  (pie  la  vitesse  de  prupa- 
gation  est  égale  à  celle  de  la  lumière.  Il  semble  d'abord  que  cette  liypolhèsc 
doive  être  rejelée  sans  examen.  Laplace  a  montré,  en  effet,  que  la  propagation 
est,  ou  bien  instantanée,  ou  beaucoup  plus  rapide  que  celle  de  la  lumière. 
Mais  Laplace  avait  examini'  l'Iivpothèse  de  la  vitesse  finie  de  propagation. 
cc'fi'i/s  11(111  iiiiiidiis;  ici,  au  contraire,  cette  hypothèse  est  comjjliquée  de 
beaucoup  d'autres,  et  il  peut  .se  faire  (pi'il  y  ait  entre  elles  une  compensation 
plus  ou  moins  parfaite,  comme  celles  dont  les  applications  de  la  transformation 
de  Lorentz  nous  ont  déjà  donné  tant  d'exein|iles. 


h.    On  peut  avoir 


--^'L^o,      /  =  i;x?,. 


v'i-siï 


La  vitesse  de  propagation  est  alors  beaucoup  plus  rapide  que  celle  de  la  lumière  ; 
mais  dans  certains  cas  t  pourrait  être  négatif,  ce  qui,  comme  nous  l'avons  dit, 
ne  paraît  guère  admissible.  Nous  nous  en  liciitlrons  tlaiir  à  t' liypotlièsc  in). 

2"   Les  quatre  invariants  (7)  doivent  être  des  fonclituis  des  invariants  (5). 

3"  Quand  les  deux  corps  sont  en  repos  absolu,  Xi,  ^i,  Zi  doivent  avoir  la 
valeur  déduite  de  la  loi  de  Newton,  et  quand  ils  sont  en  repos  relatif,  la  valeur 
déduite  des  équations  (4)- 

Dans  rhvpolhèse  du  repos  abs(du,  les  deux  premiers  invariants  (7)  doivent 

se  réduire  à 

SX?,     SX,x, 

ou,  [lar  la  loi  di'  Newton,  à 
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d'autre  part,  dans  riiypothèse  (a),  le  second  et  le  troisième  des  invariants  (5) 
deviennent  : 

—  r — 2:rÇ        — /■ — -a;Çi 


c'est-à-dire,  pour  le  repos  absolu. 


Nous   pouvons    donc  admettre  par  exemple  que  les  deux  premiers  inva- 
riants (4)  se  réduisent  à 


s^n-        \/i-s?î. 


mais  d'autres  combinaisons  sont  possibles. 

Il  faut  faire  un  choix  entre  ces  combinaisons  et,  d'autre  part,  pour  définir  Xi, 
Yi,  Zi  il  nous  faut  une  troisième  équation.  Pour  un  pareil  choix,  nous  devons 
nous  efforcer  de  nous  rapprocher  autant  que  possible  de  la  loi  de  Newton. 
Voyons  donc  ce  qui  se  passe  quand  (faisant  toujours  <= — r)  on  néglige  les 
carrés  des  vitesses  ^,  r),  ....  Les  quatre  invariants  (5)  deviennent  alors  : 

o,     —  r  —  'S.xl,     —  r — Sx'Çi,      i 

et  les  quatre  invariants  (7)  : 

SXj,     S X,(x -(-?/•),     SX,(?,-^),     o. 

Mais  pour  pouvoir  comparer  avec  la  loi  do  Newton,  une  autre  transformation 
est  nécessaire;  ici  Xn+x,  yo+Y,  ^0+-;  représentent  les  coordonnées  chi 
corps  attirant  à  l'instant  /o+',  et  r  ^\J1t-;  dans  la  loi  île  Newton  il  faut 
envisager  les  coordonnées  Xa-\-  Xi,  J'o  +  J"!,  -^0+  ^i  du  corps  attirant  à  l'ins- 


tant <o,  et  la  distance  ri  ^  V  •^'''i' 

Nous  pouvons  négliger  le  carré  du  temps  t  nécessaire  à  la  propagation  et, 
par  conséquent  faire  comme  si  le  mouvement  était  uniforme;  nous  avons 
alors  : 

a;  =  .r, -t- E, /,         y  =Yi  +  A\I:  ^-^^^-^Ix', 

r(r—  /•,)  =  Sa;|i<; 

ou,  puisque  /=  —  /■, 

,T  =  .r,        ï,;-,         J^•  =  y,  _  •,!,/•,  ;  =  ^,  — Ç,;-,  r  =  >i— '^x^,; 

H.  P.  —  l\.  Gij 
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de  sorte  que  nos  quatre  invariants  (5)  deviennent  : 

et  nos  quatre  invariants  (7)  : 

SXi,     vx,  [,,.,  +  (?-!,  •),-,],     sx,(E,-Ç),     o. 

Dans  la  seconde  de  ces  expressions  j'ai  écrit  /i  au  lieu  de  /■,  parce  que  r  est 
multiplié  par  t  —  Çi  et  que  je  néglige  le  carré  de  ^. 

D'autre  part,  la  loi  de  Newton  nous  donnerait,  pour  ces  quatre  invariants  (7), 

_, ■-. ^,        ■  : — ,       I,. 

'1  '1  'î  'î 

Si  donc  nous  appelons  A  et  13,  le  second  et  le  troisième  des  invariants  (f)), 
et  M,  N,  P  les  trois  premiers  invariants  (7),  nous  satisferons  à  la  loi  de  Newton, 
aux  tei'mes  près  de  l'ordre  du  carré  des  vitesses,  en  faisant  : 

n^  ..I  »i       -t-  A  „       A  — 15 

•.8)  M=-,  N  =  _,  P  =  -^. 

Cette  solution  n'est  i)as  unique.  Soit,  en  eli'et,  C  le  quatriÎMue  invariani  (5), 
C  —  I  est  de  l'ordre  du  carré  de  ^,  et  il  en  est  de  même  de  (A  —  B)-. 

Nous  pourrions  donc  ajoiitei-  aux  seconds  membres  de  eliacune  des  ('(pia- 
tions  (8)  un  terme  formé  de  C  —  i  multiplié  par  une  fonction  arbitraire  de  A, 
B,  C  et  un  terme  formé  de  (A — -B)'-  multiplié  également  par  une  fonction 
de  A,  B,  C. 

Au  premier  abord,  la  solutittn  (8)  paraît  la  ])lus  simple,  elle  ne  peut  néan- 
moins être  adoptée;  en  effet,  comme  M,  N,  P  sont  des  fonctions  de  Nj,  ^  1,  'A, 
el  de  T|  =  iXiï,  on  peut  tirer  de  ces  trois  équations  (S)  les  valeurs  de  \,, 
^1,  Zj  ;  mais  dans  certains  cas  ces  valeurs  fleviendraient  imaginaires. 

Pour  éviter  cet  inconvénient,  nous  opérerons  d'une  autre  manière.  Posons  : 

A  0  —  =  )  A I  _  =  ) 

c;e  qui  est  juslifii'  pai'  laiialogie  avec  la  ncilalidii 


k  =  -^ 


V  1  —  £  ' 
<|iii  figure  dans  la  snlisl  ilnliou  di;  l.oreiilz. 
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Dans  ce  cas,  el  à  cause  de  la  condition  - —  /'  =  ',  les  invariants  (5)  deviennent  : 

„,         A  =— /■„( /•-!- SxS),         IJ  =  — A-)(,/--t- Sj;?,),         C=  A-„A-,(i— ICI,)- 

D'autre  part,  nous  voyons  que  les  systèmes  suivants  de  quanlilés  : 

X ,  r,  z,        —  r  =  f 

/i  0  X  1  .  A  0    I    I  -  A  II  Z  ]  ,  A  t)  T I 

AuÇj  AyT|.  AoÇ.  A"u 

^■|?i,       /'l'Hi;       /'"i?i-  /■! 

subissent  les  uièinea  suLslilutiuns  linéaires  quand  on  leur  applique  les  Irans- 
formalions  du  groupe  de  Lorentz.  Nous  sommes  donc  conduit  à  poser  : 


(9) 


X, 

= 

X 

a 

•+- 

Vf-^h 

Y, 

= 

y 

ko 

-1- 

•1hi-t-''ll 

k, 

z, 

= 

Z 

-1- 

■;>-4-ï, 

T, 

=  - 

-  r 

k„ 

■+- 

P  + 

k, 

Il  esl  clair  que  si  a,  [5,  y  sont  des  invariants,  \j,  \  ^,  Zj,  T^  satisferont  à  la 
condition  fondamentale,  c'est-à-dire  subiront,  par  l'efl'et  de  transformations  de 
l^orcnlz,  une  substitution  linéaire  convenable. 

Mais  pour  que  les  équations  (g)  soient  compatibles,  il  faut  que  l'on  ail  : 

2X,Ç-T,  =  o, 

ce  t|ui,  en  remplaçant  X,,   ^  i ,  'A,,   ï,   par  leurs  valeurs  ((j)  et  en  multipliant 
|)ar  kl,  devient  : 

(  I  ()  )  —  Xx  —  [î  —  (  ;  Y  =  o. 

Ce  que  nous  \oulons,  c'est  que  si  l'on  néglige,  devant  le  carré  de  la  vitesse 
de  la  lumière,  les  carrés  des  vitesses  Ç,  ainsi  que  le  produit  des  accélérations 
par  les  dislances,  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut,  les  valeurs  de  Xi,  Y,,  Z, 
restent  conforme  à  la  loi  de  Newton. 

Nous  piiuridus  prendre  : 

"  -  o         -   -  _  :^ 

Avec  l'ordre  d'approximaliiin  adopté,  on  a  : 

/,„=/,,  =  i,         G  =  i.         A=-     /■,-(- S.r(?,- S),         li=^r,, 
X  =  Xi-i- i,/ =  Xi  —  Çjr. 
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La  première  équation  (9)  devient  alors  : 

Xi  =  a(.i-  —  A|,  ). 

Mais  si  on  néglige  le  carré  de  4,  on  peut  remplacer  A^i  par  — /j^i  ou  encore 
par  -^—rlcii,  ce  qui  donne  : 

X,  =  x(x  ■+■  El/-)  =  a.f,. 

Lu  loi  de  INewton  donnerait 

Nous  devons  donc  clioisir,  pour  l'invariant  a,  celui  qui  se  réduit  à ^^  à 

l'ordre  d'approximation  adopté,  c'est-à-dire  ^-  Les  équations  (9)  deviendront  : 

'x,= 


(II) 

'  z,  = 


T, 


X 

.   k^ 

A 

koB-' 

~  "  F„ 

b;'C 

.y 

X-. 

A 

A-oB^ 

-''''h 

83  G 

z 

r  k. 

A 

A-oB2 

B^G 

r 

.A-, 

A 

koB' 

kl 

B-'G 

ÎNous  voyons  d'abord  que  l'attraction  corrigée  se  compose  de  deux  compo- 
santes; l'une  parallèle  au  vecteur  qui  joint  les  positions  des  deux  corps,  l'antre 
parallèle  à  la  vitesse  du  corps  attirant. 

Rappelons  que  quand  ncuis  parlons  de  la  position  ou  de  la  vitesse  du  corps 
attirant,  il  s'agit  de  sa  position  ou  de  sa  vitesse  au  moment  où  l'onde  gravifique 
le  quitte;  pour  le  corps  attiré,  au  contraire,  il  s'agit  de  sa  position  ou  de  sa 
vitesse  du  moment  où  l'onde  graviflque  l'atteint,  cette  onde  étant  supposée  se 
propager  avec  la  vitesse  de  la  lumière. 

Je  crois  qu'il  serait  prématuré  de  vouloir  pousser  plus  loin  la  discussion  de 
ces  formules;  je  me  bornerai  donc  à  quelques  remarques. 

1°  Les  solutions  (i  i)  ne  sont  pas  uniques;  on  peut,  en  eflel,  remplacer  jr^j 
(jui  entre  en  facteur  partout,  par 

j[;  -H(C-i;/,(A,  B,  <;;-H(A^B)^A(A,  B,  G;, 
fi  <'^  /-^  ('tant  des  fondions  arbiliaircs  de  A,  B,  C,  ou  encore  iiv  plus  prendre  j'î 


SUR    LA    DYNAMIQUE    DE    L'ÉLECTRON.  G^g 

uul,  mais  ajouter  à  a,  |j,  y  des  lermes  coinplémenlaires  quelconques,  pourvu 
qu'ils  satisfassent  à  la  condition  (lo)  el  qu'ils  soient  du  second  ordre  par 
rapport  aux  H,  en  ce  qui  concerne  a,  et  du  premier  ordre  en  ce  cjui  concerne  p 
et  y. 

2"  La  première  équation  (11)  peut  s'écrire  : 

(iibis)  .  x,=  •A,[.x-n-SEÇ,)  +  ?.('-  +  -^?)] 

et  In  (juanlité  entre  crochets  peut,  elle-même,  s'écrire  : 
(12)  {x  -i-  r^t  )  -h  ri(h.r  —  x-r]t  ) -h  Ç(Ç,  :  —  j^,  ), 

de  sorte  que  la  force  totale  peut  être  partagée  en  trois  composantes  corres- 
pondant aux  trois  parenthèses  de  l'expression  (12);  la  première  composante  a 
une  vague  analogie  avec  la  force  mécanique  due  au  champ  électrique,  les  deux 
autres  avec  la  force  mécanique  due  au  champ  magnétique;  pour  compléter 
l'analogie  je   puis,    en   vertu   de   la   première   remarque,   remplacer  dans   les 

équations  (ii)-ô^par  ^,  de  façon  que   Xi.  Yi,   Z,    ne  dépendent  plus  que 
linéairement  de  la  vitesse  ^,  n,  Ç  du  corps  attiré,  puisque  G  a  disparu  du  déno- 
minateur de  (i  I  bis). 
Posons  alors  : 

(^1    (x-i-r^,)    =1,  k,    (.)•-+- r-fi,  )   =  [1,  kt    (s-i-rî,)    =  v, 

\  k,(-r\,z-  "^t  y)  =  '/.',  k,(Z,,x~i:z)  =  ix',  ^i(Ei  J  —  j;-^i  )  =  v'; 

il  viendra,  G  ayant  disparu  du  dénominateur  de  (i  i  bis)  : 

À  ■r]•^' — Çu' 


l      '  ~  B^              B3 

(i4) 

y'-h-^^     B3 

1^  Z'  -  B»  +        B3 

et  on  aura  d'ailleurs  : 

(16) 

B2=  2).°--SX'2. 

Alors  >.,  fjL,  V,  ou  p,  ^,  ^3»  est  une  espèce  de  champ  électrique,  tandis  que 
V,  p.',  v',  011  plutôt  irs'  K5'  jj^'  est  une  espèce  de  champ  magnétique. 
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3"  Le  postuhil  Je  relalivilé  nous  ubligerail  à  iidopler  la  soluLÏon  (ii)  oii 
lii  solution  (i4)  ou  l'une  quelconque  des  solutions  qui  s'en  dckluiraient  à  Taide 
de  la  première  remarque;  mais  la  première  question  (jui  se  pose  est  celle  de 
savoir  si  elles  st)ut  compatibles  avec  les  observations  astronomiques;  la  diver- 
gence  avec  la  loi  de  Newton  est  de  l'ordre  de  i;'-,  c'csl-à-dire  loooo  l'ois  plus 
[lelile  que  si  elle  était  de  l'ordre  de  £,  c'est-à-dire  si  la  propagation  se  faisait 
avec  la  vitesse  di;  la  lumière,  céleris  non  matai is\  il  est  donc  permis  d'espérer 
qu'elle  ne  sera  pas  trop  grande.  Mais  une  discussion  approfondie  pourra  seule 
nous  l'apprendre. 


Paris,  juillet   njoj. 
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Benne  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées,  t.   19,  p.  3S6-4o2  (1908). 


I.  —  Introduction. 

Les  jirincipus  généraux  de  la  Dynamique,  qui  ont,  depuis  Newton,  servi  de 
fondemenl  à  la  Science  physique  et  qui  paraissaient  inébranlables,  sont-ils 
sur  le  point  d'être  abandonnés  ou  tout  au  moins  d'être  profondément  modifiés  ? 
C'est  ce  que  bien  des  personnes  se  demandent  depuis  quelques  années. 
La  découverte  du  radium  aurait,  d'après  elles,  renversé  les  dogmes  scientifiques 
que  l'on  croyait  les  plus  solides  :  d'une  part,  l'impossibilité  delà  transmutation 
des  métaux;  d'autre  part,  les  postulats  fondamentaux  de  la  Mécanique,  l'eut- 
être  s'est-on  trop  liàté  de  considérer  ces  nouveautés  comme  définitivement 
établies  et  dt^  briser  nos  idoles  d'hier;  peut-être  oonvicndrait-il,  avant  de 
prendre  parti,  d'attendre  des  expériences  plus  nombreuses  et  plus  probantes. 
Il  n'en  est  pas  moins  nécessaire,  dès  aujourd'hui,  de  connaître  les  doctrines 
nouvelles  et  les  arguments,  déjà  très  sérieux,  sur  lesquels  elles  s'appuient. 

Rappelons  d'abord  en  quelques  mots  en  quoi  consistent  ces  principes  : 

A.  Le  mouvement  d'un  point  matériel  isolé  et  soustrait  à  toute  force 
extérieure  est  rectiligne  et  uniforme;  c'est  le  principe  d'inertie  :  pas  d'accélé- 
ration sans  force. 

B.  L'accélération  d'un  point  mobile  a  même  direction  que  la  résultante  de 
toutes  les  forces  auxquelles  ce  point  est  soumis;  elle  est  égale  au  quotient  de 
cette  résultante  par  un  coefficient  appelé  masse  du  point  mobile. 

La  masse  d'un  point  mobile,  ainsi  définie,  est  une  constante;  elle  ne  dépend 
pas    de  la  vitesse  acquise  par  ce  point;   elle  est  la  même  si  la  force,    étant 
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parallèle  à  ct'ltc  vilosse,  tt'ud  seiilcmi'ul  à  accéléit'r'  ou  à  lolariler  le  mouvomcnl 
du  point,  ou  si,  au  contraire,  étant  perpendiculaire  à  celle  vitesse,  elle  tend  à 
faire  dévier  ce  mouvement  vers  la  droite,  ou  la  gauche,  c'est-à-dire  à  courber 
la  trajectoire. 

C.  Toutes  les  forces  subies  par  un  point  matériel  proviennent  de  l'action 
d'autres  points  matériels;  elles  ne  dépendent  que  des  positions  et  des  vitesses 
relatives  de  ces  différents  points  matériels. 

En  combinant  les  deux  principes  B  et  C,  on  arrive  au  j/r/'/n/jx-  <lu  jim/ive- 
merit  relatif,  en  vertu  duquel  les  lois  du  inouvenienl  d'un  système  sont  les 
mômes  soit  que  l'on  rapporte  ce  système  à  des  axes  fixes,  soit  qu'on  le  rapporte 
à  des  axes  mobiles  animés  d'un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uni- 
forme, de  sorte  qu'il  est  impossible  de  distinguer  le  mouvement  absolu  d'un 
mouvement  relatif  par  rapport  à  de  pareils  axes  mobiles. 

D.  Si  un  point  matériel  A  agit  sur  un  autre  point  matériel  B,  le  corps  B 
réagit  sur  A,  et  ces  deux  actions  sont  deux  forces  égales  et  directement  opposées. 
C'est  le  principe  de  Végalité  de  Vaction  et  de  la  réaction,  ou,  plus  briève- 
ment, \v  pritiripe  de  réaction. 

Les  observations  astronomiques,  les  phénomènes  physiques  les  plus  habituels, 
semblent  avoir  apporté  à  ces  principes  une  confirmation  complète,  constante 
et  très  précise.  C'est  vrai,  dit-on  maintenant,  mais  c'est  parce  qu'on  n'a  jamais 
opéré  qu'avec  de  faibles  vitesses;  Mercure,  par  exemple,  qui  est  la  planète 
la  plus  rapide,  ne  fait  guère  que  lookm/s.  Cet  astre  se  comporterait-il  de  la 
même  manière,  s'il  allait  looo  fois  plus  vile?  On  voit  qu'il  n'y  a  pas  encore 
lieu  de  s'inquiéter;  quels  que  puissent  être  les  progrès  de  l'aulomobilisme, 
il  s'écoulera  encore  longtemps  avant  qu'on  doive  renoncer  à  appliquer  à  nos 
machines  les  principes  classiques  de  la  Dynamique. 

Comment  donc  est-on  parvenu  à  réaliser  des  vitesses  mille  fois  plus  grandes 
que  celles  de  Mercure,  égales,  par  exemple,  au  dixième  et  au  tiers  de  la  vitesse 
de  la  lumière,  ou  se  rapprochant'  plus  encore  de  cette  vitesse  ?  C'est  à  l'aide 
des  rayons  cathodiques  et  des  rayons  du  radium. 

On  sait  que  le  ladium  érucl  trois  sortes  de  rayons,  que  l'on  désigne  par  les 
trois  lettres  grecques  et,  {3,  y;  dans  ce  qui  va  suivre,  sauf  mention  expresse  du 
contraire,  il  s'agira  touj(jurs  des  rayons  (3,  qui  sont  analogues  aux  rayons 
cathodiques. 
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Ajji(''S  l;i  (IccoiiNcilc  <](•>  i'inoii'>  cal  li(i(li(|iics,  deux  iImmiiics  se  Irons  (Mciil  en 
présence:  Crookcs  allnhuail  li's  iilnhiDiuèiics  à  iiii  Nérihilile  iKiiiihardeiiiciil 
moléculaire;  Hcrlz,  à  des  ondulations  parllculières  de  l'éllier.  Celait  un 
renouvellement  du  débat  qui  avait  divisé  les  pliysiciens  il  y  a  un  siècle  à  propos 
de  la  lumière;  Crookes  reprenait  la  théorie  de  l'émission,  aliandonnée  pour  la 
lumière;  Hertz  tenait  pour  la  théorie  ondulatoire.  Les  faits  semblent  donner 
raison  à  Crookes. 

On  a  rec(jnnu,  en  premier  lieu,  que  les  i-ajons  cathodiques  transportent 
avec  eux  une  charge  électrique  négative;  ils  sont  dévi(''s  par  un  champ 
magnétique  et  par  un  champ  électrique;  et  ces  déviations  sont  précisémeni 
celles  que  produiraient  ces  mêmes  champs  sur  des  projectiles  animés  d'une 
très  grande  vitesse  et  fortement  chargés  d'électricité.  Ces  deux  déviations 
dépendent  de  deux  quantilés  :  la  vitesse,  d'une  part,  et  le  rii[)port  de  la  charge 
électrique  du  projectile  à  sa  masse,  d'autre  part;  on  ne  peut  connaître  la  valeur 
absolue  de  cette  masse,  ni  celle  de  la  charge,  mais  seulement  leur  rapport; 
il  est  clair,  en  efl'et,  que,  si  l'on  double  à  la  fois  la  charge  et  la  masse,  sans 
changer  la  vitesse,  on  doublera  la  force  qui  tend  à  dévier  le  projectile;  mais, 
comme  sa  masse  est  également  doublée,  l'accélération  et  la  déviation  observable 
ne  seront  pas  changées.  L'observation  des  doux  déviations  nous  fournira  donc 
deux  équations  pour  déterminer  ces  deux  inconnues.  On  lrou\e  une  vilosse  de 
loooo  à  3ooookm/s;  quant  au  rapport  de  la  charge  à  la  masse,  il  est  très 
grand.  On  peut  le  comparer  au  rapport  correspondant  en  ce  qui  concerne  l'ion 
hydrogène  dans  l'électrolyse  ;  on  trouve  alors  qu'un  projectile  catiiodiquc 
transporte  environ  looo  fois  plus  déleciricité  que  n'en  transporlerail  une 
masse  égale  d'hydrogène  dans  un  électrolyle. 

Pour  confirmer  ces  vues,  il  faudrait  une  mesure  directe  de  cette  vitesse,  que 
l'on  comparerait  avec  la  vitesse  ainsi  calculée.  Des  expériences  anciennes  de 
J.-J.  Thomson  avaient  donné  des  résultats  plus  de  loo  fois  trop  faibles;  mais 
elles  étaient  sujettes  à  certaines  causes  d'erreur.  La  question  a  été  reprise  par 
Wiechert  dans  un  dispositif  où  l'on  utilise  les  oscillations  hertziennes  ;  on  a 
trouvé  des  résultats  concordant  avec  la  tiiéorie,  au  moins  comme  ordre  de 
grandeur;  il  y  aurait  un  grand  intérêt  à  reprendre  ces  expériences.  Quoi  qu'il 
en  soit,  la  théorie  des  ondulations  paraît  impuissante  à  rendre  compte  de  cet 
ensemble  de  faits. 

Les  mêmes  calculs,  faits  sur  les  rayons  (3  du  radium,  ont  donné  des  vitesses 
encore  plus  considérables  :   looooo,  200000  km  ou  plus  encore.  Ces  vitesses 
H.  p.  -  I\.  -i, 
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lU'passcill  (li>  l)('aiiriin|)  lonlrs  celles  (jiie  lions  (■iimiiiissiDiis.  \  .:\  liiriiièie,  il  esl 
vrai,  1)11  le  sait  depuis  l()iii;leiii|)s,  j;iil  'xm  (mkj  km/s  ;  iiuiis  elle  ii'esi  pas  un 
Iranspoi'l  de  inalière,  lanilis  (pie,  si  I Un  adople  la  llnSnie  de  I  (■mission  pour 
les  raMiiis  calliodicpies.  il  \  aiirail  des  molécules  malenelles  n'idlemeiil  aminées 
des  vitesses  en  (piesinni.  cl  il  coii\ieiil  île  reclierclier  si  les  lois  ordinaires  de 
la  Mécaniipie  leur  smil  encore  a|)plicaldes. 


II.  —  Masse  longitudinale   et  masse  transversale. 

(  )ii  sait  ((lie  les  conianis  l'ieclrupies  donnenl  lieu  aux  pluMi(>ni("'nes  d'indnc- 
lioii.  en  parliciiliei'  à  la  sel  f-iiiiliiifinii .  (^)iian(l  un  coiiranl  i  roîl,  il  se  iléve- 
l(jpj)e  une  force  éleclionioliice  de  sidt-iiidnclion  (iiii  lend  à  supposer  au 
courant;  an  contraire,  (piaiid  le  couranl  décroît,  la  force  éleclromotrico  de  self- 
iiidiiction  lend  à  luainlenir  le  conianl.  La  seli-indnction  s'oppose  donc  à  toute 
vanalion  de  I  lulensilé  du  courant,  (K'  ni(}me  cpi  en  Mécanique  1  inertie  d  un 
corps  s'oppose  à  toute  \aiiation  de  sa  vitesse.  La  srlf-iinhirtidn  est  une 
n'-rilnhlc  incriic.  '\\m\  se  passe  comme  si  le  couranl  ne  pouvait  s'établir  sans 
niellre  en  mouveuieiil  1  étlier  environnant  et  comme  si  l'inertie  de  cet  éllier 
ti-ndait,  en  conséquence,  à  maintenir  constante  l'intensité  de  ce  courant. 
Il  faudrait  vaincre  celle  inerlie  pc^mr  l'Iahlir  le  courant,  il  faudrait  la  \aiiicre 
encore  pour  le  faire  cesser. 

Un  ravon  cathodique,  qui  est  une  pluie  de  projectiles  chargés  d'électricité 
négative,  peut  être  assimilé  à  un  courant;  sans  doute,  ce  couranl  diffère,  au 
premier  abord  loul  au  moins,  des  courants  de  conduction  ordinaire,  où  la 
matière  est  immobile  et  où  l'électricité  circule  à  travers  la  matière.  C'est  un 
ciiiuniil  tic  coincclinii,  où  l'éleclricité,  atlacliée  à  un  véhicule  matériel,  est 
emportée  par  le  mouvement  de  ce  véhicule.  Mais  Rovvland  a  démontré  que  les 
courants  de  cimveclion  produisent  les  mûmes  effets  magnétiques  cpie  les 
courants  de  conduction;  ils  doivent  produire  aussi  les  mômes  effets  d'induction. 
D'abord,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie 
serait  violé;  d'ailleurs,  Crémieu  et  Pend(!r  oui  employé  une  méthode  où  l'on 
mettait  en  évidence  (liri'rlcm<-nl  cx'<,  effets  d'induction. 

Si  la  vitess(!  d'un  corpuscule  calhodiipie  vient  à  varier,  l'intensité  du  couranl 
correspondant  variera  également,  et  il  se,  développera  des  effets  de  self- 
induction  qui  tendront  à  s'opposer  à  celte  varialion.  Ces  cor|)nscules  doiveni 
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ildnc  posséilcr  iiiir  ilunlilc  lacrlic  :  li'iii-  iiicilu'  |)r(>|irc  d  ^ilxird,  cl  Imcrlic 
apparente  duc  à  la  selt-iiidiiclioii  ijui  prodiiil  les  iii(~'iiios  cHl'Is.  Ils  aiiniiil  donc 
uik;  massL'  lolal(_'  appareille,  coniposi'e  de  leur  masse  l'éelle  el  dune  niasse 
liclive  d'origine  éleclroinagnélique.  I^e  calcul  nionlre  ipie  celle  masse  liclixe 
varie  avec  la  vitesse,  ol  que  la  force  d'inerlie  de  seU-indiulioii  n'esi  pas  la 
inènn^  quand  la  vitesse  du  projectile  s'accélère  ou  se  ralentit,  ou  bien  cpiami 
elle  est  déviée;  il  en  est  donc  de  même  de  la  force  d'inertie  apparente  lolal('. 

La  masse  lolale  apparente  n'est  donc  pas  la  même  quand  la  force  réelle 
appliquée  au  corpuscule  est  parallèle  à  sa  vitesse  et  tend  à  en  faire  varier  la 
grandeur,  et  quand  celte  force  est  perpendiculaire  à  la  vitesse  el  tend  à  en  faire 
\aiiei'  la  direction.  11  faut  donc  distinguer  la  masse  tolalc  longit lulinalc  el  la 
masse  lolale  /ra>isvrrsa/e.  Ces  deux  masses  totales  dépendeni,  d'ailleurs,  de 
la  vitesse.  Voilà  ce  (pu  lésulle  des  travaux  lliéoriques  d'Ahraliam. 

Dans  les  mesures  dont  nous  parlions  au  chapitre  pri'cédent,  (pi'est-ce  qu'on 
d(''termine  en  mesurant  les  deux  déviations?  C'est  la  vitesse,  d'une  part,  el 
d'autre  part,  le  rapport  de  la  charge  à  la  masse  transversale  totale.  Comment, 
dans  ces  conditions,  faire,  dans  cette  masse  totale,  la  part  de  la  masse  réelle 
et  celle  de  la  masse  fictive  ('lectromagnétique?  Si  l'on  n'avait  que  les  rayons 
cathodiques  proprement  dits,  il  n'y  faudrait  pas  songer;  mais,  heureusement, 
on  a  les  rayons  du  radium  qui,  nous  l'avons  vu,  sont  notablement  plus  rapides. 
Ces  rayons  ne  sont  pas  tous  identiques  et  ne  se  comportent  pas  de  la  même 
manière  sous  l'action  d'un  champ  électrique  et  magnétique.  On  trouve  que  la 
déviation  électrique  est  fonction  de  la  déviation  magnétique,  et  l'on  peut,  en 
recevant  sur  une  plaque  sensible  des  rayons  du  radium  qui  ont  subi  l'action 
des  deux  champs,  pliolographier  la  courbe  qui  représente  la  relation  entre  ces 
deux  déviations.  C'est  ce  qu'a  fait  Kaufmann,  qui  en  a  déduit  la  relation  entre 
la  vitesse  et  le  rapport  de  la  cliarge  à  la  masse  apparente  totale,  rapport  que 
nous  appellerons  £. 

On  pourrait  supposer  qu'il  existe  plusieurs  espèces  de  rayons,  caractérisi's 
cliaeuii  [)ar  une  vitesse  déterminée,  par  une  charge  déterminée  et  par  une 
masse  déterminée.  Mais  cette  hypothèse  est  peu  vraisemblable;  pour  quelle 
raison,  en  eilet,  tous  les  corpuscules  de  môme  masse  prendraient-ils  toujours 
la  môme  vitesse?  Il  est  plus  naturel  de  supposer  que  la  charge  ainsi  que  la 
masse  réelle  sont  les  mêmes  pour  tous  les  projectiles,  et  que  ceux-ci  ne 
diffèrent  que  par  leur  \  liesse.  Si  le  rapport  s  est  fonction  de  la  vitesse,  ce  n'est 
pas  parce  que  la  masse  réelle  varie  avec  cette  vitesse;  mais,  comme  la  masse 
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Ilflive  oleclromagni'liiiui'  dcpciid  de  celle  \il(ï.sse,  la  masse  tolale  apparente, 
seule  observable,  doit  en  d(''pendre.  Iiieii  (iiie  In  masse  réelle  n'en  dépeniie  pas 
et  soit  constante. 

Les  ealcids  d'Abraham  nous  font  connaître  la  loi  suivant  laquelle  la  masse 
fîr/iVc  varie  en  fonction  de  la  vitesse;  l'expérience  de  Kaufmann  nous  fait 
connaître  la  loi  de  variation  de  la  masse  loUile.  La  comparaison  de  ces  deux 
lois  nous  permettra  donc  de  déterminer  le  rapport  de  la  masse  n'-dJc  à  la  masse 
totale. 

Telle  esl  la  méthode  dont  s'est  servi  Kaufmann  pour  déterminer  ce  rapport. 
Le  résultat  est  bien  surprenant  :  ht  tnnsse  ri'elle  est  nulle. 

On  s'est  trouvé  ainsi  conduit  à  des  conceptions  tout  à  fait  inattendues.  On  a 
étendu  à  tous  les  corps  ce  qu'on  n'avait  démontré  que  pour  les  corpuscules 
cathodiques.  Ce  que  nous  appelons  masse  ne  serait  qu'une  apparence;  toute 
inertie  serait  d'origine  électromagnétique.  Mais  alors  la  masse  ne  serait  plus 
constante,  elle  augmenterait  avec  la  vitesse;  sensiblement  constante  pour  des 
vitesses  pouvant  aller  jusqu'à  loookm/s,  elle  croîtrait  ensuite  et  deviendrait 
infinie  pour  la  vitesse  de  la  lumière.  La  masse  transversale  ne  serait  plus  égale 
à  la  masse  longitudinale  :  elles  seraient  seulement  à  peu  près  égales  si  la  vitesse 
n'est  pas  trop  grande.  Le  principe  B  de  la  Mécanique  ne  serait  plus  vrai. 

IIL  ^ —   Les  rayons-canaux. 

Au  point  oii  nous  en  sommes,  cette  conclusion  peut  sembler  prématurée. 
Peut-on  appliquer  à  la  matière  tout  entière  ce  qui  n'a  été  établi  que  pour 
ces  corpuscules  si  légers,  qui  ne  sont  qu'une  émanation  de  la  matière  et  peut- 
être  pas  de  la  vraie  matière?  Mais,  avant  d'aborder  cette  question,  il  est 
nécessaire  de  dire  un  mot  d'une  autre  sorte  de  rayons.  Je  veux  parler  d'abord 
des  rayons-canaux ,  les  Kanalstrahlen  de  Goldslein.  La  cathode,  eu  môme 
temps  que  les  rayons  cathodiques  chargés  d'électricité  négative,  émet  des 
rayons-canaux  chargés  d'électricité  positive.  En  général,  ces  rayons-canaux, 
n'étant  pas  repoussés  par  la  cathode,  restent  confinés  dans  le  voisinage  immé- 
diat de  cette  cathode,  où  ils  constituent  la  «  couche  chamois  »,  qu'il  n'est  pas 
très  aisé  d'apercevoir;  mais  si  la  cathode  est  percée  de  trous,  et  si  elle  obstrue 
presque  complètement  le  lube,  les  rayons-canaux  vont  se  propager  e«  arrière 
de    la    calhodi;,    dans    le    sens    opposé    à    celui   des  rayons  catliodicpies,    cl    il 
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deviendra  possible  de  les  étudier.  C'est  ainsi  qu'on  a  pu  metlre  en  évidence 
leur  charge  positixe  et  montrer  que  les  déviations  magnétiques  et  électriques 
existent  encore,  connue  pour  les  rayons  cathodiques,  mais  sont  beaucoup  plus 
faibles. 

Le  radium  t'-mel  également  des  rayons  analogues  aux  ravons-canaux,  el 
relativement  très  absorliahles,  que  1  on  appelle  les  rayons  a. 

On  peut,  comme  pour  les  rayons  cathodiques,  mesurer  les  deux  déviations 
el  en  déduire  la  \itesse  el  le  rapport  s.  Les  résultats  sont  moins  constants  ([ue 
pour  les  rayons  cathodiques,  mais  la  vitesse  est  plus  faible  ainsi  que  le  rap- 
port e;  les  corpuscules  positifs  sont  moins  chargés  que  les  corpuscules  négatifs; 
ou  si,  ce  qui  est  plus  naturel,  on  suppose  que  les  charges  sont  égales  et  de  signe 
contraire,  les  corpuscules  positifs  sont  beaucoup  plus  gros.  Ces  corpuscules, 
chargés  les  uns  positivement,  les  autres  négativement,  ont  reçu  le  nom 
à'étectJ'*ons. 

IV.  —  La  théorie   de   Lorentz. 

Mais  les  électrons  ne  uianifesieat  pas  seulement  leur  existence  dans  ces 
rayons  où  ils  nous  apparaissent  animés  de  vitesses  énormes.  Nous  allons  les 
voir  dans  des  rôles  bien  différents,  et  ce  sont  eux  (pii  nous  rendront  compte 
des  principaux  phénomènes  de  l'Optique  et  de  l'Electricilé.  La  brillante 
synthèse  dont  nous  allons  dire  un  mot  est  due  à  Lorentz. 

La  matière  est  tout  entière  formée  d'électrons  portant  des  charges  énormes 
et,  si  elle  nous  semble  neutre,  c'est  que  les  charges  de  signe  contraire  de  ces 
électrons  se  compensent.  On  peut  se  représenter,  par  exemple,  une  sorte  de 
système  solaire  formé  d'\in  gros  électron  positif,  autour  duquel  graviteraient 
de  nombreuses  petites  planètes  qui  seraient  des  électrons  négatifs,  attirés  par 
l'électricité  de  nom  contraire  qui  charge  l'électron  central.  Les  charges 
négatives  de  ces  planètes  compenseraient  la  charge  positive  de  ce  Soleil,  de 
sorte  que  la  somme  algébrique  de  toutes  ces  charges  serait  nulle. 

Tous  ces  électrons  baigneraient  dans  l'éther.  L'éther  serait  partout  identique 
à  lui-inôme,  et  les  perturbations  s'y  propageraient  suivant  les  mêmes  lois  que 
la  lumière  ou  les  oscillations  hertziennes  da/ix  le  vide.  En  dehors  des  électrons 
et  de  l'éther,  il  n'y  aurait  rien.  Quand  une  onde  lumineuse  pénétrerait  dans 
une  partie  de  l'éther  où  les  électrons  seraient  nombreux,  ces  électrons  se 
mettraient  en  mouvement  sous  rinlluence  de  la  perlurlialion  de  l'éther,  et  ils 
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réaïïfiraient  onsuilc  sur  l'ellicr.  C'osl  ainsi  (|iu;  s'oxpliqucriiieul  la  réfraction, 
la  dispersion,  la  double  rét'iaiiion  cl  l'absorplion.  De  môme,  si  un  électron  se 
lueltail  en  uiouvemcnl  piuii'  une  cause  quelconque,  il  troublerail  1  éllier  autour 
de  lui  et  donnerait  naissance  à  dos  ondes  lumineuses,  ce  (jui  explicjuerail 
l'émission  de  la  lumière  par  les  corps  incandescents. 

Dans  certains  corps,  les  métaux  par  exemple,  nous  aurions  des  électrons 
immobiles,  entre  lesquels  circuleraient  des  électrons  mobiles  jouissant  d'une 
entière  liberté,  sauf  celle  de  soi'tir  du  corps  métallique  el  de  Irancliir  la  surface 
(|ui  le  sépare  du  vide  exiérieui',  ou  de  l'air,  ou  de  tout  autre  çor|)s  non 
métallique.  (îes  électrons  mobiles  se  comportent  alors,  à  l'intérieur  du  corps 
métallique,  comme  le  font,  d'après  la  théorie  cinétique  des  gaz,  les  molécules 
d'un  gaz  à  l'intérieur  du  vase  où  ce  gaz  est  renfermé.  Mais,  sous  l'influence 
d'une  différence  de  potentiel,  les  électrons  mobiles  négatifs  tendraient  à  aller 
tous  (iun  côté,  et  les  électrons  mobiles  positifs  de  l'autre.  C'est  ce  qui 
produirait  les  courants  électriques,  et  c  esL  pour  cela  (jiw  ces  corps  seraient 
conducteurs.  D'autre  part,  les  vitesses  de  nos  électrons  seraient  d'autant  plus 
grandes  que  la  température  serait  plus  élevée,  si  nous  acceptons  l'assimilation 
avec  la  théorie  cinétique  des  gaz.  Quand  un  de  ces  électrons  mobiles 
rencontrerait  la  surface  du  corps  métallique,  surface  qu'il  ne  peut  francliii-, 
il  se  réfléchirait,  comme  une  bille  de  billard  (|ui  a  touclié  la  jjande,  et  sa  vitesse 
subirait  un  iuiisque  changement  de  direction.  Mais,  quand  un  électron  change 
de  direction,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin,  il  devient  la  source  d'une 
onde  lumineuse,  et  c'est  pour  cela  que  les  métaux  chauds  sont  incandescents. 

Dans  d'autres  corps,  les  diélectriques  et  les  corps  transparents,  les  électrons 
iiKiliiJcs  jouissent  d'une  liberti-  ijeaucoup  moins  grande,  ils  restent  comme 
attachés  à  des  éli'clnuis  fixes  qui  les  attirent.  Plus  ils  s'en  éloigucnl,  phi>  cette 
attraction  devient  grande  el  tend  à  l(;s  ramener  en  arrière.  Us  ne  peu\ent  donc 
subir  que  de  petits  écarts;  ils  ne  peuvent  plus  circuler,  mais  seidement  oscdler 
autour  de  leur  position  moyenne.  C'est  pour  celle  raison  que  ces  corps  ne 
seraient  j)as  conducteurs;  ils  seraient  d'ailh^irs  le  |)lus  souvent  lrans|)arcnts, 
et  ds  scraicnl  réfringents  parc(^  (nie  les  \iliralions  liiniiueiises  se  ciiiriiiiuuiipie- 
l'aienl  ;mi\  elecIrDM'-  iiKilidi'S,  siisce|)lildcs  froscilhi  I  imi.  cl  i|u  il  eu  pcsullerarl 
une  perturbation. 

.  Je  ne  puis  donnei-  ici  h'  delail  ries  calculs;  je  me  Ixuiierai  à  dire  que  cette 
théorie  rend  comple  de  loiis  les  faits  connus,  el  cpielle  en  a  fait  prévoir  fie 
nouveaux,  tels  que  le  phénomène  de  Zeenian. 
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V.  —   Conséquences   mécaniques. 


Mainlenanl,  nous  pouvons  cnvisii|;er  deux  h}  potliùscs  : 

1°  Les  électrons  positifs  possèdcnl  une  masse  n'elle,  beaucoup  ])lus  grande 
que  leur  masse  fictive  éleclromagnélicpn';  les  électrons  négatifs  sont  seuls 
dépourvus  de  masse  réelle.  On  pourrait  môme  supposer  qu'en  dehors  des 
électrons  des  deux  signes,  il  y  a  des  atonies  neutres  qui  nOnt  plus  daulre 
masse  (jue  leur  masse  réelle.  Dans  ce  cas.  la  Mécanique  nest  pas  atliiinle  ;  nous 
n'a\ons  pas  besoin  de  loucher  à  ses  lois;  la  masse  réelle  est  constante; 
seulement  les  mouvements  sont  troublés  par  les  efl'els  de  self-induction,  ce 
qu'on  a  toujours  su;  ces  perturbations  sont  d'ailleurs  à  peu  prés  négligeables, 
sauf  pour  les  électrons  négatifs  fpil,  n'ajanl  pas  de  masse  réelle,  ne  sont  pas  de 
la  vraie  matière. 

2"  Mais  il  y  a  uu  aulir  ])oiiil  de  xuc;  on  peut  supposer  qu  il  ny  a  pas 
d'atome  neutre,  el  que  les  électrons  posilifs  sont  dépourvus  d(^  niasse  réelle 
au  même  tilre  que  les  élections  négalifs.  Mais  alors,  la  masse  n'clle  s'évanouis- 
saiil,  ou  bien  le  mot  masse  n'aura  plus  aucun  sens,  nu  bien  il  laudra  (pi  il 
désigne  la  niasst!  fictive  éleclromagnétique  ;  dans  ce  cas,  la  masse  ne  sera  plus 
constante,  la  masse  transversale  ne  sera  plus  égale  à  la  masse  longitudinale, 
les  principes  de  la  Mécanique  seront  renversés. 


Un  mol  d'explicalidu  d'abdid.  JNous  avons  dit  que,  pour  une  même  charge, 
la  masse  totale  d'un  électron  positif  l'St  beaucoup  plus  grande  que  celle  d'un 
électron  négatif.  Et  alors  il  est  naturel  de  penser  que  cette  dilleriaiec  s'explique 
parce  que  l-'électron  positif  a,  ouire  sa  masse  fictive,  une  niasse  réelle 
considérable;  ce  qui  nous  ramènerait  à  la  première  liypothèse.  Mais  on  peut 
admettre  également  (jue  la  masse  réelle  est  nulle  [lour  les  uns  comme  pour  les 
autres,  mais  que  la  niasse  fictive  de  l'électron  positif  est  beaucoup  plus  grande, 
pai-ee  que  cet  électron  est  beaucoup  jdiis  pelil.  .le  dis  bien  :  beaucoup  plus 
pelil.  Kl,  en  elfel,  dans  celle  hvpotlièse,  l'inerlie  esl  d'tuigine  exclusivemeni 
électroinagnéti(pie  ;  elle  se  i(Mluil  à  l'inerlie  rie  l'élher;  les  électrons  ne  sont 
plus  rien  par  eiix-iiK'Miies  ;  ils  soiil  seulement  des  licius  dans  l'ellier,  el  aiilniir 
desipiels  s'agite  l'élher;  plus  ces  trous  seront  |ietils,  plus  il  y  aura  d'éllier, 
plus  par  conséquent  l'inerlie  de  l'élher  sera  grande. 
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CdimiH'nl  (li'culci-  cul  ri'  ii'n  ilciiv  li^  |ii)l  lièses  ?  En  opérant  sur  U's  rayons- 
canaux  ('(inniir  Rauliiianu  l'a  l'ail  sui-  les  raMins  (3?  Ces!  inipussihk' ;  la  vilt'ssc 
lie  ces  rayons  (>sl  bcanctniii  Irop  lalblc.  (Miacun  ilevra-l-il  ilonc  se  dccidor 
d'après  son  lenipéranionl.  les  conservateurs  allant  d'un  côté  et  les  amis  du 
nouveau  de  Taulre  ?  l'eiil-étre  ;  mais,  pour  bien  faire  comprendre  les  ari;umenls 
des  novateurs,  il  laut  (aire  intervenir  d'autres  considérations. 


VI.  —  L'Aberration. 

Ou  sait  eu  quoi  consiste  le  pliénoniène  de  1  alierralion,  décduverl  par 
Bradley.  La  lumière  émanée  dune  étode  met  un  certain  temps  pour  parcourir 
une  luni'lle:  pendant  ce  temps,  la  lunette,  entraînée  par  le  nu)u\euu'nt  delà 
Terre,  s'est  déplacée.  Si  donc  on  Ijracpiait  la  lunette  dans  la  diiection  l'ittie 
de  l'étoile,  l'image  se  formerait  au  point  qu'occupait  la  croisée  des  fils  du 
réticule  quand  la  lumière  a  atteint  l'objectif;  et  cette  croisée  ne  serait  plus 
en  ce  même  point  quand  la  lumière  atteindrait  le  plan  du  réticule.  On  serait 
donc  conduit  à  dépoinler  la  lunette  pour  ramenei'  rimagc  sur  la  croisée  des 
lils.  Il  en  résulte  que  l'aslronome  ne  poiuli'ra  pas  la  lunette  dans  la  direction 
de  la  vitesse  absolue  de  la  lumière,  c'est-à-dire  sur  la  position  vrau'  de  1  étoile, 
mais  bien  dans  la  direction  di;  la  vitesse  relative  de  la  lumière  par  rapport 
à  la  Terre,  c'est-à-dire  sur  ce  qu'on  appelle  la  position  apparente  de  l'éMoile. 
Sur  la  figuic  I,  nous  avons  représenté  en  AB  la  vitesse  absolue  de  la  lumière 
(changée  de  sens,  puisque  l'obscrvatt'ur  est  en  A.  et  [('toile  à  une  grande 
distance  dans  la  direction  AB),  en  BD  la  vitesse  de  la  Terre,  en  AD  la  vitesse 
rc'lalà'e  de  la  lumière  (cliangée  tle  sens);  l'astronoiur  desrait  point<'r  smi 
insti'umeiit  dans  la  direction  AB  :  il  le  pointe  dans  la  direction  Ai). 

La  grandeur  de  AB,  c'est-à-dire  la  vitesse  de  la  lumièri;,  est  connue;  on 
pourrait  donc  croire  que  nous  avons  le  moyen  de  calculer  BD,  c'est-à-dire  la 
vitesse  ahsiilni;  de  la  Terre.  (.Je  lu'cxplKpii'rai  tout  à  l'Iieure  sur  ce  mol 
absolu.  )  Il  n'en  es I  ricii  ;  nous  connaissiuis  Inni  la  ])osil  nui  apparente  <le  l'étoile, 
c'csl-à-diie  la  flirection  AD  (pie  iKuis  obseivons  ;  mais  nous  ne  connaissons  pas 
sa  positKUi  vraie  :  nous  ne  ((Uiiiaissons   \h  (pi  eu  grandeur  cl  pas  en  direction. 

Si  donc  la  vitesse  absobu'  Ai-  la  Terre  était  rc(  tiligne  et  iinil(uruc,  nous 
n  aurions  jamais  soiipçonn(''  le  |ihciionieuc  de  labcrration;  mais  elle  est  variable; 
elle    se   compose    de    deux    parties    :    la    vitesse    du    système   solaire,    (pu   est 
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njciiligne  el  uiiifornie  cl  qiu?  je  reprOseiilc  en  BC  ;  la  vilesse  do  la  Terre  par 
rapporl  au  Soleil,  qui  esl  variable  et  que  je  représente  en  CD,  de  telle  façon 
que  la  résultante  soit  représentée  en  BD. 


Comme  BC  est  constanl,  la  dncclion  AC  r>l  iii\  nriahlc  ;  elle  défiuil  la 
position  ajjparenle  moyenne  de  l'éldilc.  laudls  que  la  direction  AD,  qui  est 
variable,  définit  la  posilion  apparenle  aciuelle,  (pii  décrit  une  petite  ellipse 
autour  de  la  posilion  apparente  moyenne,  el  cesl  cette  ellipse  qu'on  observe. 

Nous  connaissons  CD  en  giandeur  et  imi  dircclion  d  après  les  lois  de  Kepler 
et  notre  connaissance  de  la  dislauce  du  Soleil;  nous  connaissons  AC  et  AD 
eu  direction  et  nous  pouvons,  par  conséquent,  construire  le  lrianf;le  ACD  ; 
connaissant  AC,  nous  aurons  la  vitesse  de  la  lumière  (représentée  par  AB), 
puisque,  BC  élaut  supposé  très  petit  au  regard  de  AB,  AC  diffère  très  peu 
de  AB.  La  vitesse  relative  de  la  Terre  par  rapport  au  Soleil  est  seule 
intervenue. 

Halle-là!  loulefois.  JNous  avons  regardé  AC  couime  égal  à  AB;  cela  n'est 
pas  rigoureux,  cela  nesl  qu'approché;  poussons  l'approximation  un  peu  plus 
loin.  Les  dimensions  de  l'ellipse  décrile  pendant  une  année  par  la  posilion 
apparenle  d'une  étoile  dépendent  du  rapporl  de  CD,  qui  est  connue,  à  la 
longueur  AC  ;  l'observation  nous  fait  donc  connaître  celte  dernière  longueur. 
Comparons  les  grands  axes  de  l'ellipse  pour  les  diilérentes  étoiles  :  nous  aurons 
pour  cliacune  d'elles  le  moyen  de  délerminer  AC  eu  graudeui-  el  en  direction. 
I>a  longueur  AI5  est  constante  (  c'esl  la  \itessc  de  la  lumière),  de  sorle  (pie 
les  points  B  corresj)ondant  aux  diverses  étoiles  seront  tous  sur  une  sphère 
de  centre  A.  Comme  BC  est  constant  en  grandeur  et  direction,  les  points  C 
H.  p.  —  IX.  71 
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COrrespoïKliiiit  aii\  (lilU'iriiIrs  cloilcs  si'i'oiil  Ions  sur  unu  spliùri^  ilc  rajoii  AB 
•  el  de  centre  A',  Ir  vecteur  AA'  étaiil  égal  et  paiallèlc  à  \M].  Si  alors  on  avait 
pu  déterminer,  ((iinine  nous  venons  de  le  dire,  les  dillérenls  points  G,  on 
connaîtrait  celte  sphère,  son  centre  A'  et,  par  conséquent,  la  grandeur  et  la 
direction  de  la  vitesse  absolue  HC. 

On  aurait  donc  un  moyen  de  délerminer  la  vitesse  absolue  de  la  Terre;  cela 
serait  peut-être  moins  ciioquanl  qu'il  ne  semble  d'abord;  il  ne  s'agit  pas, 
en  ellet,  de  la  vitesse  par  rapport  à  un  espace  absolu  vide,  mais  de  la  vitesse 
par  rapport  à  l'étlii^r,  (pie  l'on  regarde  /xif  (/('finil/d/i  comme  étant  en  repos 
•nbsolu. 

D'ailleurs,  ce  moyen  est  purement  théoricjue.  En  (^ll'et,  l'aberration  est  très 
petite;  les  variations  possibh^s  de  l'ellipse  d'aberration  sont  beaucoup  plus 
petites  encore,  et,  si  nous  regardons  l'aberration  comme  du  premier  ordre, 
elles  doivent  donc  être  regardées  comme  du  second  ordre  :  un  millième  de 
seconde  environ;  elles  sont  absolument  inappréciables  pour  nos  instruments. 
Nous  verrons  enfin  plus  loin  pourcjuoi  la  théorie  précédente  doit  être  rejetée, 
et  pourquoi  nous  ne  pourrions  déterminer  BC  quand  même  nos  instruments 
seraient  lo  ooo  fois  plus  précis  ! 

On  pourrait  songer  à  un  autre  moyen,  et  l'on  y  a  songé  en  ellet.  La  vitesse 
dr  la  lumière  n'est  pas  la  même  dans  l'eau  que  dans  l'air;  n(>  pourrait-on 
comparer  les  deus  positions  apparentes  d'une  étoile  vue  à  travers  une  lunette 
tantôt  pleine  d'air,  tantôt  pleine  d'eau?  Les  résultats  ont  été  négatifs;  les  lois 
apparentes  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  ne  sont  pas  altérées  par  le  mouve- 
ment de  la  Terre.  Ce  phénomène  comporte  deux  explications  : 

1°  On  pourrait  supposer  que  l'éther  n'est  pas  en  repos,  mais  qu'il  est 
entraîné  par  les  corps  en  mouvement.  Tl  ne  serait  pas  étonnant  alors  que  les 
phénomènes  de  réfraction  ne  fussent  pas  altérés  par  le  mouvement  de  la  Terre, 
puisque  tout,  prismes,  lunettes  et  élher,  est  entraîné  à  la  lois  dans  une  même 
translation,  (hiaiit  à  l'alx'rratiou  (dle-mêine,  elle  s'expliquerait  par  une  sorte 
de  it''frarti(jii  (pii  se  produirait  à  la  surface  de  séparation  de  l'éther  en  repos 
dans  les  espaces  interstellaires  et  de  l'éther  entraîné  par  le  mouvement  de 
la  Terre.  C'est  sur  cette  hypothèse  (entraînement  total  de  l'c-ther)  qu'est 
fondée  la  //icoric  ili'  Hertz  sur  rÉlectrodynamique  des  coips  eu  mouvemcml. 

'>-"  l'resnid  suppo>c,  au  contraire,  ipic  li-lhcr  csl  eu  i-c|ios  absolu  dans 
le  vide,  en  repos  presque  .disoiu  (hius  l'an',  ijindie  que  soil  la  \itesse  de  cet  air. 
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et  qu'il  esl  purliellemenL  entraîné  par  les  milieux  rélïingents.  Lorentz  a  donné 
à  cette  théorie  une  forme  plus  satisfaisante.  Pour  lui,  létlier  est  en  repos, 
les  électrons  seuls  sont  en  mouvement;  dans  le  vide,  où  l'éther  entre  seul  en 
jeu,  diuis  l'air,  où  il  entre  presque  seul  en  jeu,  l'entraînement  est  nid  ou 
presque  nul;  dans  les  milieux  réfringents,  où  la  perturbation  est  produite  à  la 
fois  p.ir  les  viljrations  de  l'éther  et  par  celles  des  électrons  mis  en  branle  par 
l'agitation  de  l'éther,  les  ondulations  se  \vouvent  partieUement  entraînées. 

Pour  décider  entre  les  deux  iiypotlièses,  nous  avons  l'expérience  de  F"izeau, 
qui  a  comparé,  par  des  mesures  de  franges  d'interférence,  la  vitesse  de 
la  lumière  dans  lair  en  repos  ou  en  mouvement,  ainsi  que  dans  l'eau  en  repos 
ou  en  mouvement.  Ces  expériences  ont  confirmé  l'hypothèse  de  l'entraînement 
partiel  de  Fresnel.  Elles  ont  été  reprises  avec  le  même  résultat  par  Michelson. 
La  théorie  de  Hertz  doit  donc  être  rejctée. 

VII.  —  Le  principe   de   relativité. 

Mais  si  l'éther  n'est  pas  entraîné  par  le  mouvement  de  la  Terre,  est-il 
possible  de  mettre  en  évidence,  par  le  moyen  des  phénomènes  optiques,  la 
vitesse  absolue  de  la  Terre,  ou  plutôt  sa  vitesse  par  rapport  à  l'éther  immobile  ? 
L'expérience  a  répondu  négativement,  et  cependant  on  a  varié  h's  procédés 
expérimentaux  de  toutes  les  manières  possibles.  Quel  que  soit  le  moyen  qu'on 
emploie,  on  ne  pourra  jamais  déceler  que  des  vitesses  relatives,  j'entends 
les  vitesses  de  certains  corps  matériels  par  rapport  à  d'autres  corps  matériels. 
En  effet,  si  la  source  de  lumière  et  les  appareils  d'observation  sont  sur  la  Terre 
et  participent  à  son  mouvement,  les  résultats  expérimentaux  ont  toujours  été 
les  mêmes,  quelle  que  soit  l'orientation  de  l'appareil  par  rapport  à  la  direction 
du  mouvement  orbital  de  la  Terre.  Si  l'aberration  astronomique  se  produit, 
c'est  que  la  source,  qui  est  une  étoile,  est  en  mouvement  par  rapport  à 
l'observateur. 

Les  hypothèses  faites  jusqu'ici  rendent  parfaitement  compte  de  ce  résultat 
général,  si  l'on  néglige  les  quantités  très  petites  de  Vordre  du  carré  de 
r aberration .  L'explication  s'appuie  sur  la  notion  du  temps  locale  que  je  vais 
chercher  à  laire  comprendre,  et  qui  a  été  introduite  par  LoreiUz.  Supposons 
deux  observateurs,  placés  l'un  en  A,  l'aulre  en  B,  et  voulant  régler  leurs 
inonires  par  le  moyen  de  signaux  opiiques.  Ils  conviennent  que  B  enverra  un 
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siglliil  à  A  (|iiaiul  sa  moiilri'  iiiar<|iHT:i  iiiic  lii'uri'  (IcIciiiiiik'c,  l'I  A  rciiicl  sa 
nioniri"  à  I  licurc  an  inmiK'iil  où  il  apcicoil  le  Mi;iial.  Si  I  un  opcrail  sciilcinciil 
do  la  sorlo,  il  v  atirail  une  crrour  .sjslémali(|ii(',  car  coiiimi'  la  liiiiiK'rc  nu'l  un 
certain  U'injis  t  pour  aller  île  W  en  A,  la  inonlrc  de  A  va  retarder  d'un  temps  t 
sur  relie  de  H.  (iClle  erreur  esi  aisée  à  eorri^cM'.  Il  suUit  de  croiser  les  signaux. 
Il  laul  (jue  A  envoie  à  sou  loiir  des  sit;naux  à  B;  et,  après  ce  nouveau  réglajje, 
ce  sera  la  inonlre  de  lî  ipii  iclardcra  diiii  Iciups  l  siii'  celle  de  A.  Il  suffira 
alors  lie  prendre  la  iiioveuiie  aril  liiiii'liipie  eiilie  les  lieiix  i'éi;lai;es. 

^lais  celle  laçoii  d'opérer  su|)pose  <pie  la  liiuiière  met  le  môme  temps  j)our 
aller  île  A  eu  B  et  pour  revenir  de  15  en  A.  Cela  est  vrai  si  les  observateurs 
sont  immobiles;  cola  ne  l'est  pins  s'ils  sont  entraînés  dans  une  translation 
commune,  jiarce  qu'alors  A,  par  exemple,  ira  au-devant  do  la  lumière  qui  vient 
de  B.  laiidis  ipie  B  liilra  ilevaiil  la  liiiiiière  ipii  vient  de  A.  Si  donc  les  observa- 
teurs sont  eniraiues  iluns  une  translation  coiuiiiuue  et  s'ils  ne  s'en  doiilenl  pas, 
leur  réglage  sera  défectueux;  leurs  montres  n'indiqueront  pas  le  même  temps; 
cliacune  d'elles  indiquera  le  icnips  local,  convenant  au  point  où  elle  se  trouve. 

Les  deux  (d)servaleiirs  n'auront  aucun  moyen  de  s'en  apercevoir,  si  l'étlier 
imiiinlMle  ne  peut  leur  Irausinelire  que  des  signaux  lumineux,  marchant  tous 
avec  la  môme  vitesse,  et  si  les  aiilres  signaux  qu'ils  pourraient  s'envojer  leur 
sont  transmis  par  des  milieux  entraînés  avec  eux  dans  leur  Irauslalion. 
Le  phénomène  que  chacun  d'eux  observera  sera  soit  en  avance,  soit  en  retard; 
il  ne  se  produira  pas  au  môme  moment  que  si  la  translation  n'existait  pas; 
mais,  comme  on  l'observera  avec  une  montre  mal  réglée,  on  ne  s'en  apercevra 
pas  el  les  apparences  ne  seront  pas  altérées. 

Il  résulte  île  là  que  la  compensation  est  facile  à  expliquer  lant  qu'on  néglige 
le  carri'  do  l'aberration,  et  longtemps  les  expériences  ont  été  trop  peu  [irécises 
pour  qu'il  y  eût  lieu  d'i'ii  tenir  compte.  Mais  un  jour  Michelson  a  imaginé 
un  procédé  beaucoup  plus  délicat  :  il  a  fait  inUu-férer  des  rayons  qui  avaient 
parcouru  des  trajets  difl'érents  après  s'ôtn;  réfléchis  sur  dos  miroirs;  chacun 
des  liajels  approiliiinl  d'un  iiièlie  el  les  franges  d'iulorférence  periueltanl 
d'apprécier  des  diflV'rences  d'une  fraclion  de  inillièiiie  do  iiiilliinètre,  on  no 
pouvait  plus  négliger  le  carré  de  l'aberration,  el  cepciiitiinl  les  irsiit/iils  fui  ciil 
encdre  négatifs.  La  théorie  demandail  donc  à  èlre  coiiipléli'c,  el  elle  l'a  élé 
par  i liypollicsc  tic  Lorcnlz  ci  Fit z-( icralil . 

Ces  deux  physiciens  supposeiil  que  tous  les  coiiis  enlraînos  dans  une  Iraus- 
lation  subissent    une  conlracliim  dans  le  sens  de  celle   I  liinsjal  loii.    laiidis   que 
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leurs  dimensions  perpendiculaires  ;i  celle  Irnnslation  deuieurenl  invariables. 
Cette  contraction  est  lu  même  pour  Imis  les  corps;  elle  est  d'ailleurs  très 
faible,  d'eiiNiron  un  deux  cent  nullioniéine  [juLir  une  vitesse  comme  celle  de  la 
Terre.  Nos  instruments  de  mesure  ne  pourraient  d'ailleurs  la  déceler,  même 
s'ils  étaient  beaucoup  plus  précis;  les  mètres  avec  lesquels  nous  mesurons 
subissent,  en  effet,  la  même  contraction  que  les  objets  à  mesurer.  Si  un  corps 
s'applicjue  exactement  sur  le  mètre,  quand  on  oriente  le  corps  et,  par 
conséquent,  le  mètre  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  Terre,  il  ne  cessera  pas 
de  s'appliquer  exactement  sur  le  mètre  dans  une  autre  orienlntuin,  et  cela 
luen  (lue  le  corps  et  le  mètre  aient  cliani;é  de  l(ini;\ieur  en  même  teuqîs  que 
d'orientation,  et  précisément  |)arce  que  le  changement  est  le  même  pour  l'un 
et  pour  l'autre.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  si  nous  mesurons  une  longueur 
non  plus  avec  un  mètre,  mais  par  le  temps  cjue  la  lumière  met  à  la  parcourir, 
et  c'est  précisément  ce  ipi'a  lait  Michelson. 

Un  corps  spliérique,  birsqii'il  est  en  repos,  prendra  ainsi  la  lorme  d'un 
llipsoïde  de  révnliilion  aplati  lorsfpi'il  sera  en  mouvement;  mais  l'obserNateur 
le  croira  toujours  spliérique,  parce  qu'il  a  siilii  lui-même  une  délormatiou 
analogue,  ainsi  que  tous  les  objets  qui  lui  servent  de  points  de  repère.  Au 
contraire,  les  surfaces  d'ondes  de  la  lumière,  qui  sont  restées  rigoureusement 
sphéri(|ucs,  lui  paiallronl  des  ellipsoïdes  allongés. 

Que  \a-l-il  se  passer  alors  ?  Supposons  \\n  observateur  ei  une  source 
entiiiinés  ensemble  dans  la  lianslation  :  les  surlaces  donde  émanées  de  la 
source  seront  des  splières  ayant  pour  centres  les  positions  successives-  de  la 
source;  la  distance  de  ce  centre  à  la  position  actuelle  de  la  source  sera 
proportionnelle  au  temps  écoulé  depuis  l'émission,  c'est-à-dire  au  rayon  de  la 
sphère.  Toutes  ces  sphères  seront  donc  iiomothétiques  l'une  de  l'autre,  par 
rapport  à  la  position  actuelle  S  de  la  source.  Mais,  pour  notre  observateur, 
à  cause  de  la  contraction,  toutes  ces  sphères  paraîtront  des  ellipsoïdes  allongés; 
et  tous  ces  ellipsoïdes  seront  encore  Iiomothétiques  par  rapport  au  point  S; 
l'excentricité  de  tous  ces  ellipsoïdes  est  la  même  et  dépend  seulement  de  la 
vitesse  de  la  Terre.  Nous  clioisiroiis  la  loi  de  contraction,  de  façon  que  le 
point  S  soit  au  foyer  de  la  section  méridienne  de  rellipsdide. 

ComiiKMit  allons-nous  taire  alors,  pour  évahu'r  le  temps  que  met  la  lumière 
pour  aller  de  B  en  A?  Je  représente  en  A  et  en  B  {fig-  2)  les  positions  appa- 
rentes de  ces  deux  points.  Je  construis  un  ellipsoïde  semblable  aux  ellipsoïdes 
des  ondes  que  nous  venons  de  définir  et  ayant  son  grand  axe  dans  la  direction 
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du   nupuvciuciil   ili'  hi    rcrrc.  Je  cunsliiiis  col   ellipsoïde  de   façon   (juil  passe 
par  B  et  ail  son  lover  en  A. 

D'après  une  propriété  bien  connue  de  Fellipsoïde,  on  a  une  relation  entre 
la  distance  apjia rente   VH  d(\s  denx  points  el  sa  |)rajection  AB';  cette  relation  est  : 


AB-»-e.AB'=  OQ/i  — e-. 

Mais  le  (Ic'ini-pctil  a\e  de  l'ellipsoïde,  (pil  en  est  la  dimension  Inaltérée,  est 
égal  à  \  /,  \  clant  la  vitesse  de  la  lumière  el  /  la  durée  de  transmission  ;  d'où  : 

\\i-hf'.A.]i'=\t^i  —  e^. 

L'exceuiruile  c  r>\  une  ((uistante  ne  dépendant  que  de  la  vitesse  de  la  Terre  ; 
nous   a\ons   donc   une   relation   linéaire  entre  AB,   AB'  et  /.   Mais  AB'  est  la 


diflercnce  des  aliseisses  des  points  A  el  B.  Supposons  (|uc  la  dilTérence  entre 
le  temps  \rai  el  le  temps  local  en  un  porul  (pielcuncpre  soit  égale  à  l'abscisse 
de  Ce  poiiil  midlipli(''e  par  la  cousianle  : 


a  durée  'i/ipr/rr/ife  de  transmission  sera  : 

-.  =  /  —  Ali' 
(l'on 


\  sji  —  e- 


AB  =  \/^i  —  e-i. 
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c'est-ii-dire  que  la  durée  appareille  de  transmission  est  proportionnelle  à  la 
distance  apparente .  Cette  fois,  la  compensation  est  rigoureuse,  et  c'est  ce  qui 
explique  l'expérience  de  Michelson. 

J'ai  dit  plus  haut  que,  d'après  les  théories  ordinaires,  les  observations  de 
l'aberration  astronomique  pourraient  nous  faire  connaître  la  vitesse  absolue 
de  la  Terre,  si  nos  tnstrumonls  étaient  i  ooo  fois  plus  précis.  Il  nie  faut 
modifier  cette  conclusion.  Oui,  les  angles  observés  seraient  modifiés  par  l'effet 
de  cette  vitesse  absolue,  mais  les  cercles  divisés  dont  nous  nous  servons  pour 
mesurer  les  angles  seraient  déformés  par  la  translation  :  ils  deviendraient  des 
ellipses;  il  en  résulterait  une  erreur  sur  l'angle  mesuré,  et  cette scronde erreur 
compenserait  exactement  la  première. 

Cette  hypothèse  de  Lorentz  et  Fitz-Gerald  paraîtra  au  premier  abord  fort 
extraordinaire;  tout  ce  que  nous  pouvons  dire  pour  le  moment  en  sa  faveur, 
c'est  qu'elle  n'est  que  la  traduction  immédiate  du  résultat  expérimental  de 
Michelson,  si  l'on  définit  les  longueurs  par  les  temps  que  la  lumière  met  à 
les  parcourir. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  impossible  d'échapper  à  cette  impression  que  le 
principe  de  relativité  est  une  loi  générale  de  la  Nature,  qu'on  ne  pourra  jamais 
par  aucun  movcn  imaginable  iiiellic  en  évidence  que  des  vitesses  relatives,  et 
j'entends  par  là  non  pas  seulement  les  vitesses  des  corps  par  rapport  à  l'éther, 
mais  les  vitesses  des  corps  les  uns  par  rapport  aux  autres.  Trop  d'expériences 
diverses  ont  donné  des  résultats  concordants  pour  qu'on  ne  se  sente  pas  tenté 
d'attribuer  à  ce  principe  de  relativité  une  valeur  ccmiparable  à  celle  du  principe 
d'équivalence,  par  exemple.  Il  convient,  en  tout  cas,  de  voir  à  quelles 
conséquences  nous  conduirait  cette  façon  di^  voir  et  de  soumettre  ensuite  ces 
conséquences  au  contrôle  de  l'expérience. 


VIII.  —  Le   principe   de   réaction. 

Voyons  ce  que  devient,  dans  la  théorie  de  Lorentz,  le  principe  de  l'égalité 
de  l'action  et  de  la  réaction.  \  oilà  un  électron  A  qui  entre  en  mouvement  pour 
une  cause  quelconque;  il  produit  une  perturbation  dans  l'éther;  au  bout  d'un 
certain  temps,  cette  perturbation  atteint  un  autre  électron  B,  qui  sera  dérangé 
de  sa  position  d'équilibre.  Dans  ces  conditions,  il  ne  peut  y  avoir  égalité  entre 
l'action  et   la  n'^actlon,  au   moins  si  Ton  ne  considère  pas  l'éther,  mais  seule- 
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iiu'ul    1("-    ('U'clroii^    (lui   siiiil    seuls   (ihscivnhlcs,    |hi1s(|U('    iiolrr    nuilirro    est 
lorinéc  (l\'l('cli'i>ii>. 

En  cll'i'l.  ('('si  rclcclTon  A  (jiii  il  dérnnjié  IVUiiclroii  U;  mIoi.s  même  que 
l'tUecliou  15  icu^irail  siii-  A,  lolU'  réiiclion  pourrait  élre  ('■jj.nlc  à  l'acllon,  mais 
elle  no  saurait,  en  aucun  cas,  être  sinuillanée,  puisque  l'élcclron  R  ne  pourrail 
entrer  en  niouveiuenl  (|u  a|uès  un  certain  temps,  nijcessaire  pour  In  propai;ati(Ui. 
Si  Ion  soumet  le  prol)l(''me  à  un  calcul  plus  pri'cis,  on  arrive  au  résultat 
suivant  :  Supposons  un  excitateur  de  Hertz  placé  au  loyer  d'un  miroir  para- 
bolique auquel  il  est  lié  mécaniquement;  cet  excitateur  émet  des  ondes  électro- 
magnétiques, et  le  miroir  renvoie  toutes  ces  ondes  dans  la  môme  direction; 
Texcilateur  va  donc  ray(^)niu'r  de  l'énergie  dans  une  direction  déterminée.  Eh 
bien,  le  calcul  moutri'  (pie  l' c.rriutleur  ra  reculer  connue  un  canon  qui  a 
envové  un  projectile.  Dans  le  cas  du  canon,  le  recul  est  le  résultat  naturel  de 
l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  l^e  canon  recule,  ]>arce  que  le  projectile 
sur  lequel  il  a  agi  réagit  sur  lui. 

Mais  ici,  il  n'en  est  plus  de  même.  Ce  que  nous  avons  envoyé  au  loin,  ce 
n'est  plus  un  projectile  matériel  :  c'est  de  l'énergie,  et  l'énergie  n'a  pas  de 
masse;  il  n'v  a  pas  de  contre-partie.  Et,  au  lieu  d'un  excitateur,  nous  aurions 
pu  considérer  tout  simplement  une  lam])e  wM'e  iiu  réilecteur  concentrant  ses 
rayons  dans  une  seule  direction. 

Il  est  vrai  que,  si  l'énergie  émanée  de  l'excitateur  ou  de  la  lampe  vient  à 
atteindre  un  objet  matériel,  cet  objet  va  subir  une  poussée  mécanique  comme 
s'il  avait  été  atteint  par  un  projectile  véritable,  et  celle  poussée  sera  égale  au 
recul  lie  l'excitateur  et  de  la  lampe,  s'il  ne  s'est  pas  pertlii  d'énergie  en  roule 
et  si  lObjet  absorbe  cette  énergie  eu  totalité.  On  serait  donc  tenté  de  dire  (pi'il 
y  a  encore  compensation  entre  l'action  et  la  réaction.  Mais  cette  compensation, 
alors  même  qu'elle  est  complète,  est  toujours  retardée.  Elle  ne  se  produit 
jamais  si  la  lumière,  après  avoir  quille  la  source,  erre  dans  les  espaces  inter- 
stellaires sans  jamais  rcnconlici-  un  corps  malériel  ;  ell(!  est  incomplète,  si  le 
corps  (MiCiic  lrH|)p('  u'esl  |)as  jiariailcriicul  absorbant. 

Ces  actions  mé("ini(jucs  sonl-idles  trop  peliles  p(nir  être  mesurées,  ou  buMi 
sont-elles  accessibles  à  l'expérience?  Ces  actions  ne  sont  autre  chose  que  celles 
qui  sont  dues  aux  pressions  Maxwell-Harllidli;  Maxwell  avait  prévu  ces 
pressions  par  dos  calculs  relatifs  à  ri'Ilectrostatiqiie  et  au  Magnétisme;  Bartholi 
était  arrivé  au  mém(!  résullal  par  des  considcralions  do   riicrinodynaïuKpie. 

C'est  de   cette   façon    rpie   s'ex|ilii|iiciil    les  tjucup.s  des  comètes.    De   peliles 
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particules  se  dûlaclu'iit  du  noyau  de  la  CDinète;  elles  smu  lia|ip(''es  par  la 
lumière  du  Soleil,  cpii  les  repousse  connue  ferail  une  pluie  de  projectiles 
venant  du  Soleil.  La  uiass(^  de  ces  particules  est  tellement  petite  que  celle 
répulsion  remporl(^  sur  l'attraction  new  lonii'nne  :  elles  vont  donc  former  les 
queues  en  s'éloignant  du  Soleil. 

La  vérification  ex|)érimentale  directe  n'était  pas  aisée  à  obtenir.  La  première 
tentative  a  conduit  à  la  construction  du  radioini'lrc.  Mais  cet  appareil  louriie 
à  l'cnvris,  dans  le  sens  opposé  au  sens  tlie()ri(pie,  et  l'ex|)lication  de  sa 
rotation,  découverte  depuis,  est  toute  diflérente.  Ou  a  réussi  enfin,  en 
poussant  |ilus  loin  le  \ide  dune  part,  et  d'autre  |)arl  en  ne  noircissant  pas 
lune  des  faces  des  [laleltes  et  dirigeant  un  faisceau  lumineux  sur  l'une  des 
faces.  Les  effets  radiométriques  et  les  autres  causes  perturbai rices  soni  idiminés 
par  une  série  de  précautions  minutieuses,  et  l'on  obtient  une  déviation  qui  est 
fort  petite,  mais  qui  est,  parait-il,  conforme  à  la  tlii-orie. 

Les  mêmes  effets  de  la  [iression  Maxwell-Bartlioli  sont  prévus  également  par 
la  tliéorie  de  Hertz,  dont  nous  avons  jiarh'  [iliis  liaiil.  el  |iar-  celle  de  Lorenlz. 
Mais  il  y  a  une  différence.  Supposons  que  l'énergie,  sous  forme  de  lumière  par 
exemple,  aille  d'une  source  lumineuse  h  un  corps  quelconque  à  travers  un 
milieu  transparent.  La  pression  de  Maxwell-Hartholi  agira,  non  seulement  sur 
la  source  au  départ,  et  sur  le  corps  éclairé  à  l'arrivée,  mais  sur  la  matière  du 
milieu  tianspareut  (pi'elle  traverse.  Au  UKunent  où  l'onde  lumineuse  atteindra 
um;  région  nouvelle  de  ce  milieu,  cette  pression  poussera  en  avani  la  matière 
qui  s'y  trouve  répandue  et  la  ramènera  en  arrière  quand  l'onde  quittera  cette 
région.  De  sorte  que  le  recul  de  la  source  a  pour  contre-partie  la  nuirclie  en 
avant  de  la  matière  transparente  tpii  est  au  conlact  de  cette  source;  un  peu 
plus  tard,  le  recul  de  cette  même  matière  a  pour  contre-partie  la  marche  en 
avant  de  la  matière  transparente  qui  se  trouve  un  peu  plus  loin,  et  ainsi  de 
suite. 

Seulement  la  compensation  est-elle  parfaite '.'L'action  de  la  pression  Maxvvcll- 
Bartlioli  sur  la  matière  du  milieu  transparent  est-elle  égale  à  sa  réaction  sur  la 
source,  et  cela  quelle  que  soit  cette  matière?  Ou  bien  cette  action  est-elle 
d'autani  plus  petite  que  le  milieu  est  moins  réfringent  et  plus  raréfié,  pour 
devenir  nulle  dans  le  vide  ?  Si  l'on  admettait  la  théorie  de  Hertz,  qui  regarde 
la  matière  comme  mécaniquement  liée  à  l'éther,  de  façon  que  l'éther  soit 
entraîné  entièrement  par  la  matière,  il  faudrait  répondre  oui  à  la  première 
question  et  non  à  la  seconde. 

II.  P.  —  l\.  72 
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11  V  ;iiii:ill  iilors  ctiiniHMisMlKin  piiiliiili',  coinino  roxii^e  lé  |)rinci|)e  de  l'égalilé 
(le  raclion  <'l  ili'  In  léarlioii.  mriiic  dans  les  milieux  les  moins  réfringents, 
mi'^ine  dans  lair.  môme  dans  le  vide  inlerplanélairo,  où  il  suffirait  de  suppos(!r 
un  resie  de  malière,  si  sul)lile  (ju'elli^  soit.  Si  l'on  adnit^t,  au  contraire,  la 
théorie  de  Loreiilz,  la  com|)ensalion,  toujours  imparfaites,  est  insensible  dans 
l'air  et  devient  nulle  dans  le  vide. 

Mais  nous  avons  vu  plus  liaul  ipie  l'expérience  de  Fizeau  ne  p(>rmel  pas  de 
conserver  la  lliéuric  de  lleii/,;  il  faul  donc  adopter  la  théorie  de  Lorentz  el, 
par  consé(]uenl,  le.nnnccr  nu  principe  de  n'-ariion. 


IX.  —  Conséquences   du  principe   de  relativité. 

Nous  avons  vu  jihis  haul  les  raisons  qui  portent  à  regardiM-  le  jjrincipe  de 
relativité  comme  une  loi  générale  de  la  Nature.  V  oyons  à  quelles  consé(|uences 
nous  conduirait  ce  principe,  si  nous  le  regardions  comme  définitivement 
démontré. 

D'aijoid  11  nous  oblige  à  généraliser  l'hypothèse  de  Lorenlz  et  Filz-Gerald 
sur  la  contraclion  de  lous  les  corps  dans  le  sens  de  la  translation.  En 
particulier,  nous  devrons  étendre  cette  hypothèse  aux  électrons  eux-mêmes. 
Abraham  considérait  ces  électrons  comme  sphériques  et  indéformables;  il 
nous  faudra  admelti'e  (|ue  ces  électrons,  sphériques  quand  ils  sont  au  repos, 
subissent  la  contraction  de  Lorentz  quand  ils  sont  en  mouvement  et  prennent 
alors  la  forme  d'ellipsoïdes  aplatis. 

Cette  déformation  des  électrons  va  iniluer  sur  leurs  propriétés  mécaniques. 
En  efTft,  jai  dit  (pjc  le  dé|ilacenient  de  ces  électrons  chargés  est  un  véritable 
courant  de  conveclion  et  fjue  leur  inertie  apparente  est  due  à  la  self-induction 
de  ce  courant  :  exclusivement  en  ce  qui  concerne  les  électrons  négatifs; 
exclusivement  ou  non.  nous  n'en  savons  rien  encore,  |)Our  les  électrons  positifs. 
Rli  bien,  la  dc-iornial  uni  des  ('■jeclrons,  déloiiiial  ion  qui  dépend  d<'  leur  vitesse, 
va  modifier  la  dislribnl  nm  de  j'cdeclricile  à  leur-  surface,  par  conséquent 
rinlensili'  du  courant  de  conxection  qu'ils  produisent,  par  conséquent  les  lois 
suivant  lesquelles  la  self-inrluclion  de  ce  courant  variera  en  fonction  de  la 
vitesse. 

A  ce  prix,  la  lonipcnsalion  sera  pailaile  cl  (Dnlornie  anv  exigences  du 
principe  de  relalivité,  mais  cela  à  deux  conditions  : 
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1"  Que  lus  électrons  posilits  n'aienl  pas  de  masse  réelle,  mais  seulemenl 
une  masse  fictive  électromagnétique;  ou  tout  au  moins  que  leur  masse  réelle, 
si  elle  existe,  ne  soit  pas  constante  et  varie  avec  la  vitesse  suivant  les  mêmes 
lois  que  leur  masse  (iclive; 

2°  Que  toutes  les  forces  soient  d'origine  électromagnétique,  ou  lout  au 
moins  qu'elles  varient  avec  la  vitesse  suivant  les  mêmes  lois  que  les  forces 
d'origine  électromagnétique. 

C'est  encore  Lorentz  qui  a  fait  cette  lemurquable  synthèse;  arrêtons-nous-v 
un  instant  et  voyons  ce  qui  en  découle.  D'abord,  il  n'v  a  plus  de  matière, 
puisque  les  électrons  positifs  n'ont  plus  de  masse  réelle,  ou  tout  au  moins  plus 
de  masse  réelle  constante.  Les  principes  actuels  de  noire  Mécanique,  fondés 
sur  la  constance  de  la  masse,  doivent  donc  élre  modifiés. 

Ensuili',  il  laut  clierclier  une  explication  élertrouiaguélique  de  toutes  les 
forces  connues,  en  particulier  de  la  gravitation,  ou  tout  au  moins  modifier 
la  loi  de  la  gravitation  de  telle  façon  que  cette  force  soit  idlér(''e  parla  vitesse 
de  la  même  façon  (pic  les  forces  électromagnétiques.  Nous  reviendrons  sur  ce 
point. 

Tout  cela  paraît,  au  premier  ahoni,  un  peu  artificiel.  En  particulier,  celte 
déforiiiation  des  électrons  semble  liieu  liypotliétlqiie.  Mais  on  peut  présenter 
la  chose  autrement,  de  façon  à  éviter  de  mettre  cette  hypothèse  de  la 
déformation  à  la  base  du  raisonnement.  Considérons  les  électrons  comme 
des  points  matériels  et  demandons-nous  comment  doit  varier  leur  niasse  en 
fonction  de  la  vitesse  pour  ne  pas  contrevenir  au  principe  de  relativité.  Où, 
pliit(il  encore,  demandons-nous  quelle  doit  être  leur  accélération  sous 
l'intluence  d'un  champ  électrhpie  ou  magnétique,  pour  que  ce  principe  ne  soit 
pas  violé  et  qu'on  retombe  sur  les  lois  ordinaires  en  supposant  la  vitesse  très 
faillie.  Nous  trouverons  que  les  variations  de  cette  masse,  ou  de  ces  accélé- 
rations, doivent  se  passer  comme  si  l'électron  subissait  la  déformation  de 
Lorentz. 


X.    —   L'expérience   de   Kaufmann. 

Nous  voilà  donc  en  présence  de  •deux  théories  :  lune  où  les  électrons  sont 
indéformables,  c'est  celle  d'Abraiiam;  l'autre  où  Ils  subissent  la  déformation 
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do  Loi'i'nlz.  |);ui<  les  <I<mi\  r;is,  li'ur  iiiiissc  crciil  mm'c  hi  \ili"<>(',  |Hiiir' (l<'V('nii' 
iiiliiiir  i|ii;ui(l  ccllr  vrli'ssc  ilcNicnl  ôi;:ilc  m  cclli'  de  lii  IninuTc;  mais  l.i  loi  ilc 
la  variation  ncsl  pas  la  imMiic.  La  iiu^lluide  cmployco  par  Kaufinaiin  pour 
mollro  en  ôvidcnre  la  loi  de  varialiuu  tic  la  masse  semlilo  donr  ndus  donner  un 
moven  expt'rimental  de  décider  entre  les  deux  théories. 

Malheureusement,  ses  premières  expériences  n'étaient  pas  assez  précises 
pour  cela;  aussi  a-t-il  cru  devoir  les  reprendre  avec  plus  de  précautions,  et  en 
mesurant  avec  grand  soin  l'intensité  des  champs.  Sous  leur  nouvelle  forme, 
ef/f'x  mil  doiiiir  rfiisoii  à  In  tJirio'ic  <V Ahidlinui .  Le  principe  de  reialivité 
n  aurait  donc  pas  la  valeur  rigoureuse  qu'on  élail  Iciili'  de  lui  attribuer;  on 
n'aurait  plu>  aucune  raison  de  croire  que  les  électrons  positifs  sont  dénui's 
de  masse  réelle  comme  les  électrons  négalif's. 

Toiitetois,  avant  d'adopter  définitivement  celte  conclusion,  un  peu  de 
réflexion  est  nécessaire.  La  question  est  d'inif  iclle  iniporiance  qu'il  serait  à 
désirer  cjue  l'expérience  de  Raulmann  fût  reprise  par  un  autre  expérimentateur. 
Malheureusement,  cette  expérience  est  fort  délicate  et  ne  pourra  èlre  menée  à 
Ijien  «pie  par  un  phvsicien  de  la  même  habileté  que  Kaiifinami.  Toules  les 
précautions  ont  été  convenablement  prises  el  l'un  ne  \oil  pas  l)ieu  cpudie 
olijeclion   on   pourrait   iaire. 

Il  V  a  cepemlanl  un  poiiil  sur  le(|iiel  |e  di'sirerais  allirer  rallenlion  :  c'esl 
sur  la  mesure  du  champ  électrostati(pie,  mesure  d'où  toiil  dépend.  Ce  champ 
élail  proiluil  entre  K's  deux  armaliires  d'un  condensateur;  el,  entre  ces 
armatures,  on  avait  dû  hiire  un  vi(h:  extrêmement  parfait,  afin  d'obtenir  un 
isolement  complet.  On  a  mesuré  alors  la  différence  de  potentiel  des  deux 
armatures,  el  l'on  a  oiilenu  le  (diaiiip  en  divisant  cette  différence  par  la  dis- 
lance des  armatures.  Cela  suppose  que  le  champ  est  iinifoinie  ;  cela  est-il 
certain?  \e  penl-il  se  faire  (pi'il  \  ail  une  chule  lirusqiie  (h'  |iolentiel 
dans  le  voisinage  d'une  des  armatures,  de  rarmalurc  négative,  par  exemple? 
II  peut  y  avoir  une  différence  de  potentiel  au  contact  entre  le  métal  el  le 
vide,  el  il  ]]eui  se  taire  que  cette  différence  ne  soit  pas  la  même  du  côté 
positif  et  du  côté  négfitif  ;  ce  qui  me  poiterall  à  le  cioire,  ce  sont  les  effets 
de    soupape    électrique    entre    luercure    el    \i(h'. 

'_)uej(pie  t^iible  rpie  soit  la  ])robal)ilité  p(]iir  qu  il  en  siut  ainsi,  il  semble  qii  il 
v  ail  lieu  d  en  leiiir  ((uiipte. 
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XI.  —   Le   principe   d'inertie. 

Dans  la  iKiiivelIc  Dviiaiiiiqiie,  le  principe  d'inertie  est  encore  vrai,  c'esl-à- 
dire  qu'un  électron  isolé  aura  un  mouvemenl  recliligne  elunilornie.  Du  moins, 
on  s'accorde  généralement  à  l'admellro;  cependant,  Lindemann  a  fait  des 
oi)jcctions  à  cette  façon  de  voir;  je  ne  veux  pas  prendre  parti  dans  cette 
discussion,  que  je  ne  puis  ox|)osei'  ici  à  cause  de  son  caractère  trop  aidu. 
Il  suffirait  en  tout  cas  de  légères  modifîcalions  à  la  tliéorie  pour  se  mettre  à 
l'abri  des  objections  de  Lindemann. 

On  sait  cju'un  corps  plongé  dans  un  fluide  éprouve,  cjuand  il  est  en  mouve- 
ment, une  résistance  considérable,  mais  c'est  parce  que  nos  fluides  sont 
visqueux;  dans  un  lluide  idéal,  parfaitement  dépourvu  de  viscosité,  le  corps 
agiterait  derrière  lui  une  poupe  liquide,  une  sorte  de  sillage;  au  départ,  il 
faudrait  un  grand  efloit  pour  le  iiii'ltie  en  mouvement,  puisqu'il  faudrait 
ébranler  non  seulement  le  corps  lui-même,  mais  le  liquide  de  son  sillage. 
Mais,  une  fois  le  mouvement  acquis,  il  se  perpétuerait  sans  résistance,  puisque 
le  corps,  en  s'avançant,  transporterait  simplenu-nt  avec  lui  la  perturbation 
(lu  li(piide,  sans  que  la  fin-ce  vive  lotide  de  ce  liquide  augmentât.  Tout  se 
passerait  doue  comme  si  son  inertie  était  augmentée.  Un  électron  s'avançant 
dans  l'éther  se  comporte-rail  de  la  niôme  manière  :  autour  de  lui,  l'étlier  serait 
agité,  mais  cette  perturbation  accompagnerait  le  corps  dans  son  mouvement; 
de  sorte  que,  pour  un  observateur  entraîné  avec  l'électron,  les  champs 
électrique  et  magnétique  qui  accompagnent  cet  électron  paraîtraient  inva- 
rial)les,  et  ne  pourraient  changer  que  si  la  vitesse  de  l'électron  venait  à  varier. 
Il  faudrait  donc  un  efiori  pour  mettre  l'électron  en  niouvement,  puisqu'il 
faudrait  créer  l'énergie  de  ces  cham[)s;  au  contraire,  une  fois  le  mouvement 
accpiis,  aucun  effort  ne  serait  nécessaire  pour  le  maintenir,  puisque  l'énergie 
créée  n'auiait  plus  qu'à  si'  transporter  derrière  l'électron  comme  un  sillage. 
Cette  énergie  ne  peut  donc  quaugmenler  l'inertie  de  l'électron,  comme 
l'agiliilion  du  liquide  augmente  celle  du  ccups  plongé  dans  un  fluide  parfait. 
Ht  même  les  électrons  négatifs,  tout  au  nu)ins,  n'ont  |)as  d'autre  inertie  que 
celle-là. 

Dans  riiy|)iillièse  de  Loreutz,   la   force  \ive,  qui  n'est  autre  ([ui'  l'énergu'  de 

Y Jy-i ,,2 

l'étlier,   n'est   pas  prijnoitionnelle  à  e'-,   mais  à    — -,  V   représentant  la 

v/V- —  V- 
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viless»'  tic  l;i  Imilièrt':  la  (|ii:mlili'  de  ludiiv  ciiiciil  ii  rsl  pliis  |)i()|)orlioiinelle  à  c, 


mais  à  -;    la   masse   Iraiisxi'isalc  t'sl  eu  raison  mxcrsc  de  v'A  '  —  '",  «'1  la 

.    '-—  '- 

niasse  l(iiii;ilmliiialt'  en  raismi  ium'isc  ilii  iiilic  de  ccllr  ([uaiil  lU'. 

On  voit  «liie,  si  v  osl  1res  laililr.  la  torcc  vi\t' csl  scnsiblemeaLproporliounelle 
à  (•-',  la  ({iiaiililé  ilc  moin  ciiu'iil  si'iislhk'iiii'nl  |iro[)orlioiinolle  à  r,  les  deux 
masses  sensibleinenl  coaslaiiles  cl  claies  eiilrc  elles.  Mais,  (/uu/k/  Ui  riicssc 
tend  vers  la  vitesse  de  la  /n/in'ère.  la  force  cive,  la  quantité  de  inouveinent 
et  les  dcu.r  masses  craissent  an  delà  ilc  (milr  liinile. 

Dans  riiyputlièse  d'Ahraliam,  les  e\|iressi(ins  sont  un  peu  plus  compliqnées  : 
mais  ce  que  nous  \enons  de  dire  sui)sisle  dans  ses  Irails  essentiels. 

Ainsi  la  masse,  la  quantité  de  mouvement,  la  force  vive  deviennent  infinis 
quand  la  vitesse  est  égale  à  celle  de  la  lumière.  Il  en  résulte  <i\u'aucun  corps 
ne  pourra  atteindre  par  aucun  moyen  une  vitesse  supérieure  à  celle  de  la 
lumière.  Et,  en  eirel.  à  mesure  que  sa  vilesse  croîl,  sa  masse  croil,  de  sorle 
que  son  inertie  oppose  à  loul  nouvel  accroissemenl  de  vitesse  un  obstacle  de 
plus  en  plus  grand. 

Les  auteurs  qui  ont  écrit  sur  la  Dynamique  de  l'Électron  parlent,  il  est  vrai, 
des  corps  qui  vont  plus  vile  que  la  lumière;  mais  c'est  pour  se  demander 
comment  se  comporterail  un  cor|)s  dt)nt  la  vitesse  initiale  serait  plus  grande 
que  celle  de  la  lumière,  (pii  auiail,  par  conséquent,  déjà  l'ranclii  la  limile, 
avant  qu'on  s'occupât  de  lui;  ce  n'est  pas  pour  nous  dire  par  quels  moyens  il 
poiirrail  francliii'  celle  limile. 

Une  question  se  pose  alors  :  admettons  le  principe  de  relativité;  un 
observateur  en  mouvement  ne  doit  pas  avoir  le  moyen  de  s'apercevoir  de  son 
propre  mouvement.  Si  donc  aucun  corps  dans  son  mouvement  absolu  ne  peut 
dépasser  la  vilesse  de  la  Inmiére,  mais  ptuil  eu  apiuoclier  aulaul  qu'on  Mnil, 
il  doit  en  être  de  iiK'iiie  eu  ce  (pii  concerne  son  mou\emeiil  ridalil  par  lapporl 
il  notre  (jl)seivaleui'.  El  alois  on  pourrail  élre  tenté  dv  raisonner  coiuini'  il  suit  : 
L'observateur  jjeul  atteindre  une  vitesse  de  200000  km;  le  corps,  dans  son 
mouvement  relatif  par  rapporta  l'observateur,  peut  atteindre  la  môme  vitesse; 
sa  vitesse  absolue  sera  alors  di;  400000  km,  ce  qui  est  impossible,  puisque 
c  est  un  clullie  supérieur  à  la  \ilesse  de  la  luIllÈèl■(^ 

C'est  qu'il  faut  leuir  (■om|)l<'  de  la  la  (on  iloiil  il  (on\  leiil  dé\  allier  les  \  liesses 
relatives;  il  laul  les  compler  11011  avec  le  temps  vrai,  mais  avec  le  temps  local. 
Soient   A  l'I    l>  ilniv   pomls   invanableineul   lies  à   l'obseiv  aleiir  :   siul  /  el  /-(-A 
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les  iiioinents  où  le  corps  passe  en  A  et  en  B,  inonienls  évalués  en  temps  vrais; 
soient  a<  et  a(<  +  /z)  ces  mêmes  moments  évalués  en  lemps  local  de  A; 
soient  a(f +  £)  et  a(t  +  h  +  s.)  ces  mêmes  moments  évalués  eu  temps  local 
de  B.  Si  l'on  évaluait  la  durée  du  parcours  en  temps  vrai,  cette  durée  serait 

donc  h  et  la  vitesse  relative  -j~;  uiais  nous  devons  Tévaluer  en  temps  local, 

c'est-à-dire  noter  l'instant  du  [)assage  en  A  en  temps  local  de  A,  et  celui  du 
passage  en  B  en  teuips  local  de  B,  de  sorte  que  la  durée  du  parcours  sera 

alc-'r/i)  et  la  vitesse  relative  — r-  • 

El  c'est  ainsi  que  se  fait  la  compensation. 


XII.  —  L'onde   d'accélération. 

Quand  un  électron  esl  eu  iiinux  cmciil ,  il  produit  dans  l'éllirr  ([ni  l'ciiloui-e 
nue  perturbation;  si  son  monvemcnl  est  recliligne  el  uniforme,  celle  pertur- 
bation se  réduit  au  sillage  dont  nous  avons  parlé  au  chapitre  précédent.  Mais 
il  n'en  est  plus  de  même  si  le  mou\ement  est  curviligne  ou  varié.  La  pertur- 
bation peut  alors  être  regardée  connue  la  superposition  de  deux  autres, 
auxquelles  Langevin  a  donné  les  n()Mi>  A'niulc  tic  cilessc  et  d'o/iilc  ildcoi-lr- 
1(1  f  ion. 

L'onde  de  vitesse  n'est  autre  cliost'  que  le  sillage  qui  se  produit  dans  le 
mouvement  uniforme.  Je  précise  :  soit  M  un  point  quelconque  de  l'étlier, 
envisagé  à  un  instant  t',  soit  P  la  position  qu'occupait  l'électron  à  un  instant 
antérieur  t  —  /(,  de  telle  sorte  que  h  soit  précisément  le  temps  que  la  lumière 
mettrait  pour  aller  de  P  en  M.  Soit  r  la  vitesse  qu'avait  l'électron  à  cet  instaul 
l  —  h.  Eh  bien,  si  nous  n'envisageons  qnc  l'onde  de  vitesse,  la  perturlialiini 
au  point  M  sera  la  même  que  si  l'électron  avait  continué  sa  route  depuis 
l'instant  t  —  Ji,  en  conservant  la  vitesse  e  et  avec  un  mouvemeni  reetiligne 
et  uniforme. 

Quant  à  l'onde  d'accélération,  c'est  une  perturbation  tout  à  fait  analogue 
aux  ondes  lumineuses,  qui  part  île  l'électron  au  moment  où  il  subit  une 
accélération,  el  qui  se  propage  ensuite  par  ondes  sphériques  successives  avec 
hi  \  liesse  ih'  la  lumière. 

D'où    celle    conséquence    :     dan>     un    inon\('nieiil    reetiligne    <•!     nuitornie. 
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réncrgiu  se  consorxe  iulégrali'iiu'iil  ;  iii;iis,  des  (|ii'il  y  a  une  accéléi'iiLion,  il  y 
a  pcrlo  (l'i5nert;io,  (|iii  so  dissi])!'  sotis  lorini'  d  uadcs  lumliicuses  el  s'en  va  à 
riiifuii  à  travers  Tel  lier. 

Toiilelols.  les  eil'els  de  celle  onde  craeeéléi'allon,  eu  parlieidier  la  perle 
d'énergie  correspomlaule.  skhI  négligeables  dans  la  |ilupnrl  des  cas,  c'csl-à- 
dire  Ucin  seuleinenl  (hiiis  la  M(''caui(|iie  (ndmairc  el  (Lins  les  iiioin  enieuls  des 
cmps  célestes,  mais  même  dans  les  rayuns  du  radium,  où  la  vitesse  est  1res 
grande  sans  que  l'accéléralion  le  soil.  On  ]ieuL  alors  se  borner  à  applirpier 
les  lois  de  la  Mécanique,  en  écrivant  que  la  force  est  égale  au  produit  de 
1  accélération  par  la  niasse,  cette  masse,  toutefois,  variiiul  a^  ec  la  vitesse 
d'après  les  lois  exposées  plus  liaiil.  Ou  dil  ahu's  que  le  moinemenl  esl  ijiiiis/- 
stalioiiiKtiic. 

Il  n'en  sérail  plus  de  même  dans  tous  les  cas  où  l'accélération  est  grande, 
et  dont  les  principaux  sont  les  suivants  :  i°  Dans  les  gaz  incandescents, 
certains  électrons  prennent  un  mouvement  oscillatoire  de  très  haute  fréquence; 
les  ({('phicements  sont  très  petits,  les  vitesses  sont  finies,  et  les  accélérations 
très  grandes;  l'énergie  se  communique  alors  à  létlicr,  et  c'est  pour  cela  que 
ces  gaz  rayonnent  de  la  lumière  de  même  piîriode  (|ue  les  oscillations  de 
l'électron;  2°  Inversement,  quand  un  gaz  reçoit  de  la  lumière,  ces  mêmes 
él(!Ctrons  sont  mis  en  branle  avec  de  fortes  accélérations  el  ils  absorbent  de  la 
lumière;  3"  Dans  l'exciiaieiir  de  lleriz,  les  électrons  qui  circulent  dans  la  masse 
métallique  subisseul.  au  moiueul  de  la  décharge,  une  brusque  accélération  et 
|U"eniient  ensuile  nu  iiioiixemenl  oscillatoire  de  liiiiile  fréquence.  Il  en  résulte 
qu'une  partie  de  l'énergie  rayonne  sous  forme  dOuiles  hertziennes;  4"  Dans 
un  métal  incandescent,  les  électrons  enfermés  dans  ce  métal  sont  animés  de 
grandes  \itesses;  en  arrivant  à  la  surface  du  métal,  (ju'ils  ne  peuvent  tranchir, 
ils  se  réile('hissenl  et  subissent  iilusi  une  accélération  considérable.  C'est  pour 
cela  que  le  luiHal  éiiiil  de  la  liiiiiiére.  C'est  ce  <pie  j'ai  déjà  expliqué  au 
clia])itr('  I\  .  Les  ilétails  <les  lois  de  remission  de  la  lumière  par  les  corps  noirs 
sont  parfaitement  expliqués  par  cette  hypothèse;  ;V'  Enfin,  quand  les  rayons 
cathodiques  viennent  frapper  l'aiiticalfiode,  les  électrons  négatifs  qui  consti- 
tuent ces  ra\()ns.  el  iiiii  soûl  iiiiiiiK's  de  très  grandes  vitesses,  sont  brusquement 
a-rrêlés.  l'ar  suite  île  laccéliTal  1011  iiii  ils  subisseul  ainsi,  ils  |uoduiseut  des 
ondiilatiiuis  d;iiis  l'iMlnr.  i\r  serait  là,  d'iipiès  certains  physiciens,  lOrigilie  des 
rayons  Rontgen,  (lui  ne  seriiieiil  mitre  chose  (lue  des  rayons  inmiueiix  «le  très 
courte  longueur  fl'onde. 


LA    DYNAMIQUE    DE    L'ÉLECTRON,  L>77 


XIII.     -  La  gravitation. 


par 


l,ii  luasst'  pciil  T'Irc  (h'Iiiiic  dt:  ili'iix  iiianir'rcs  :  i"  pai'  le  (MKiIk'IiI  di'  hi  loi'ic 
l'acccli'ialion  ;  r'csl  la  vonlahlr  ilûliiiilKiii  ili'  In  masse,  (riii  mesure  l'meilie 
(lu  ((irps  ;  ;>."  y.w  I  allrael  mn  (|n 'exerce  le  corps  sur  un  cmps  exUM'ieiir,  en  \crlii 
lie  la  Idi  de  JNewIon.  l\<jiis  (leM)n,s  donc  dislinguoi'  la  nias.sc  cocflicicnl  d'inorlie, 
ella  ma.sse  coofficieiild'aHraclion.  I)'a[)rès  la  loi  do  Ncvvlon,  il  y  a  projiorlionna- 
lilé  rigoureuse  enlrc  ces  flenx  coefficienis.  Mais  cela  n'est  démouiré  (|ue  |iiMir 
les  vitesses  aii\([uelles  les  |iiirici|)es  généraux  de  la  I  )\  uairiii[iie  soni  appli- 
cables, Mamleiianl ,  nous  avons  \ii  ipie  la  ruasse  cuellicienl  d'im'rlie  eriiil  avec 
la  vilessi!  ;  devons-nous  conclure  (pie  la  masse  coeificieni  dalliaclion  croil 
égalemenl  avec  la  vilesse  cl  reste  proportionnelle  au  cocKicienl  d'inertie,  orr, 
au  contraire,  ([uc  ce  coolficienl  d'attraction  demeure  constant?  C'est  là  une 
question  que  nous  n'avons  aucun  moyen  de  décider. 

D'autre  pail,  si  le  <:o(>tlicieiil  (raltiaclioii  dépend  île  la  \  Messe,  comme  les 
vitesses  des  deux  corps  qui  s'allireiil  miil  uellemeiil  ne  sonI  ^l'iieialeiiieul  pas 
les  iiiêiiies,  commenl  ce  cnellirieul  liepenilra-l-il  de  ces  deux  vilesses? 

Nous  ne  pouvons  iaire  à  ce  sujel  que  des  li  ypol  liéses.  mais  nous  sommes 
natiirelleinenl  anu'iu's  à  reclierclier  ipielles  seraient  celles  de  ces  liypollièses  qui 
seraient  conqiatibles  avec  le  l'rincipe  de  Relativité,  Il  y  en  a  un  grand  nombre; 
la  seule  dont  je  parlerai  ici  est  celle  de  Lorcnlz,  (pic  je  vais  exposer  brièvcunont. 

Considérons  d'abord  des  idecli'ons  eu  repos.  Deux  ('lecti-iuis  de  même  signe 
se  repoussent  et  ileu\  l'Iertions  de  signe  contraire  s'attirent;  dans  la  théorie 
ordinaire,  leurs  actions  irrriliielles  soi'it  pioportioniielles  à  leurs  cliarg(!S  électri- 
ques ;  si  donc  nous  avons  (jiiatre  électrons,  deux  positifs  A  et  A',  et  deux 
négatifs  B  et  B',  et  que  les  charges  de  ces  quatre  élc^ctrons  soient  les  mômes,  en 
valeur  absolue,  la  répulsion  de  A  sur  A'  sera,  à  la  même  dislance,  égale  à  la 
répulsion  de  H  sur  B',  et  égale  encore  a  l'atliaction  de  A  siirB',  ou  de  A'  sur  H, 
Si  iliuic  A  et  B  sont  très  |)rès  l'iin  de  lautre,  de  même  tpie  A'  et  IV,  et  (jiie  nous 
examinions  l'aclion  du  syslèuie  A  -|-  B  sur  le  système  A'-f-  IV,  nous  auriMis  deux 
i'i'q)ulsions  et  lieux  al  tractions  ipii  se  compenseront  exaclemeul  et  l'aclion 
résultante  sera  nulle. 

Or,  les  molécules  matérielles  doiviMit  pri''Cisémeiit  être  regardées  comme  des 
espèces  de  systèmes  solaires  oi'i   iirculent   des   éleclrons,   les   uns   posilils,   les 
tl.  1'.        I\.  r^ 
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iuilri's  iirj;;ilirs.  cl  ilc  letle  fariin  <iiif  la  soiinnc  ali;rliri<nic  de  loulcs  les 
r/ittri.'1's  SI'//  nulle.  Une  moléculo  inalérielle  est  donc  de  loul  point  assimilable 
;iu  svslî'iiie  A  +  B  dont  nous  venons  de  parler,  de  sorte  que  l'action  électrique 
Uilale  de  deux  molécules  l'une  sur  l'autre  devrait  être  nulle. 

Mais  l'expérience  nous  montre  que  ces  molécules  s'attirent  par  suite  de  la 
gravitation  nevvtonienne  ;  et  alors  on  peul  faire  deux  liypollif'ses  :  on  peiil 
supposer  que  la  i;ra\ilalion  n"a  aucun  rapport  avec  les  attractions  ('leclro- 
slaliques,  qu'elle  esl  due  à  une  cause  entièrement  différente,  et  qu'elle  vient 
simplement  s'y  superposer;  ou  bien  on  peut  admettre  cpi'il  n'y  a  pas  propor- 
tionnalité des  attractions  aux  charges  el  que  l'attraction  exercée  par  une 
charge  +1  sur  une  charge  — i  esl  plus  grande  que  la  répulsion  mutuelle  de 
deux  charges  +1,  ou  cpie  celle  de  deux  charges  —  1. 

l'u  d'autres  lermes,  le  champ  électrique  produit  par  les  électrons  positifs  el 
celui  que  produisent  les  électrons  négatifs  se  superposeraient  en  restant 
distincts.  Les  électrons  posilifs  stiraient  plus  sensibles  au  champ  produit  par  les 
électrons  négatifs  qu'au  chauip  produit  par  les  électrons  posilifs;  ce  serait  le 
coiilraire  pour  les  électrons  négatifs.  Il  est  clair  cpie  cette  hypothèse  complique 
un  peu  ri'lleelrostatKpu',  mais  qu'elle  \  fait  rt'ulrer  la  gravitation.  Célail,  en 
somme,  riiypothèse  de  Franklin. 

Qu"arrive-l-il  maintenant  si  les  électrons  sonl  en  mouvement?  Les  électrons 
posilifs  vont  engendrer  une  perturbation  dans  l'éther  et  y  feront  naître  un 
champ  électrique  et  un  chauqj  luagnétique.  Il  en  sera  de  môme  pour  les  élec- 
trons négatifs.  Les  électrons,  lanl  posilifs  que  négalifs,  subiront  ensuite  une 
iiiipulsiou  nuMaiiiqiu'  par  l'aclion  de  ces  différents  champs.  Dans  la  ihé-orie 
ordinaire,  le  chauip  éleclrouiagnéli(|ue,  dû  au  uiouvemeni  des  électrons  positifs, 
exerce,  sur  deux  électrons  de  signe  contraire  et  de  même  charge  absolue,  des 
actions  égales  el  de  signe  contraire.  On  peut  alors  sans  inconvénient  ne  pas 
distinguer  le  cliatup  dû  au  mouvement  des  électrons  positifs  et  le  champ  dû  au 
mouvement  des  électrons  négatifs  cl  ne  considérer  que  la  soruuie  alg(''brique  de 
ces  deux  champs,  c'esl-à-dire  le  résidlanl. 

Dans  la  uou\clle  liiéorie,  au  contraire,  l'action  sur  les  électrons  posilifs  du 
chauip  i''le(irouiagn('ll(pie  dû  aux  électrons  positifs  se  fait  d'après  les  lois  ordi- 
naii'fs;  il  en  est  de  môme  de  l'action  sur  les  électrons  négalifs  du  chauip  dû 
aux  électrons  négalifs.  Considérons  mainlenani  l'aclion  du  cliamp  dij  aux 
«•leclrons  positifs  sur  les  électrons  négalifs  (ou  inverseuient);  elle  suivra  eue(ur 
les  uu'nies  lois,    niais  )ncc   un  cncljicù'nl  ili /fricnl .  ('diairiie  l'Ieclron  ("si  |iliis 
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sensil)le  au  cliaivip  cn'é  [lar  los  électrons  de  nom  coulralre  qu'au  cliain|)  créé 
par  les  éleclrons  de  même  nom. 

Telle  est  l'hypolhèse  de  Loreniz,  qui  >>e  n-duit  à  l'hypothèse  de  Franklin  aux 
faibles  vitesses  ;  elle  rendra  donc  compte,  pour  ces  faibles  vitesses,  de  la  loi  de 
Newton.  De  plus,  comme  la  gravilalion  se  ramène  à  des  forces  d'origine 
éleclrodjnamique,  la  théorie  générale  de  Lorentz  s'y  appliquera  et,  par  consé- 
quent, le  principe  de  la  relativité  ne  sera  pas  violé. 

On  voit  que  la  loi  de  Newton  n'est  plus  applicable  aux  grandes  vitesses  et 
qu'elle  doit  être  modifiée,  pour  les  corps  en  mouvement,  précisément  de  la 
même  manière  que  les  lois  de  l'Electrostatique  pour  l'électricité  en  mouvement. 

On  sait  que  les  perturbations  électromagnétiques  se  propagent  avec  la  vitesse 
de  la  lumière.  On  sera  donc  tenté  de  rejeter  la  théorie  précédente,  en  rappelant 
que  la  gravitation  se  propage,  d'après  les  calculs  de  Laplace,  au  moins  dix 
millions  de  fois  plus  vite  que  la  lumière,  et  que,  par  conséquent,  elle  ne  peut 
(Mre  d'oi'igiue  électrodynamique.  Le  résultat  de  Laplace  est  bien  connu,  mais 
on  en  ignore  généralement  la  signification.  Laplace  supposait  que,  si  la 
propagation  de  la  gravitation  n'est  pas  instantanée,  sa  vitesse  de  propagation  se 
condjine  avec  celle  du  corps  attiré,  comme  cela  se  passe  pour  la  lumière  dans  le 
phénomène  de  l'aberration  astronomique,  de  telle  façon  que  la  force  efi'ective 
n'est  pas  dirigée  suivant  la  droite  fpii  joint  les  d(<u\  corps,  mais  fait  avec  celle 
droite  un  petit  angle.  C'est  là  une  hypothèse  toute  particulière,  assez  mal 
justifiée,  et  en  tout  cas  entièrement  difl^érento  de  celle  de  Loreniz.  Le  résultat 
de  Laplace  ne  prouve  rien  contre  la  théorie  de  Lorentz. 


XV.    —   Comparaison   avec   les   observations   astronomiques. 

Les  théories  précédentes  sont-elles  conciliables  avec  les  observations 
astronomiques?  Tout  d'abord,  si  on  les  adopte,  l'énergie  des  mouvements 
planétaires  sera  constamment  dissipée  par  l'ellet  de  Vonde  (V accrlcralion.  Il 
en  résulterait  cjue  les  moyens  mouvements  des  astres  iraient  constamment  en 
s'accéléranl,  comme  si  ces  astres  se  mouvaient  dans  un  milieu  résistant.  Mais 
cet  effet  est  excessivement  faible,  beaucoup  trop  pour  être  décelé  par  les  obser- 
vations les  plus  précises.  L'accélération  des  corps  célestes  est  relativement 
faible,  de  sorte  que  les  effets  de  l'onde  d'accélération  sont  négligeables  et  que 
le  ni(Mi\('UM'nt  jicut  être  regardé  comme  quasi-staliiinnaire.  Il  est  \rai  que  les 
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clVels  (le  Tomlo  d'iicccliTiilidii  muiI  (-(insiMiiimcnl  l'ii  s'accmiiiilaiil ,  mais  cellr 
iiccuniiilalion  ollo-nu'iinc  esl  si  Icnle  cjii'il  l'amiiall  iiicii  des  inillicis  d'aniUH's 
(l'observation  pour  qu'elle  devint  sensible. 

Faisons  donc  le  calcul  en  considérant  le  nuiuvenicnl  comme  quasi-stalion- 
naire.  et  cela  dans  les  li-ois  hypothèses  suivantes  : 

A.  Admettons  l'hypothèse  irAbraham  (électrons  indéformables)  et  conser- 
vons la  loi  de  Newton  sous  sa  forme  habituelle  ; 

13.  Admettons  l'hypothèse  de  Lorenlz  sur  la  déformation  des  électrons  et 
conservons  la  loi  de  Newton  habituelle  ; 

C.  Admettons  l'hypothèse  de  Lorentz  sur  les  électrons  et  modifions  la  loi  de 
Newton,  comme  nous  l'avons  fait  au  chapitre  XIII,  de  façon  à  la  rendre 
compatible  avec  le  jniucipe  de  rehitivité. 

C'est  dans  le  mouvement  de  Mercure  que  l'efl'et  sera  le  plus  sensible,  parce 
que  cette  planète  est  celle  qui  possède  la  plus  grande  vitesse.  Tisserand  avait 
fait  un  calcul  analogue  autrefois,  en  admettant  la  loi  de  Weber;je  rappelle  que 
Weber  avait  cherché  à  expliquer  à  la  fois  les  phénomènes  éleclroslatiques  et 
électrodynamiques  en  supposant  que  les  électrons  (dont  le  nom  n'était  pas 
enc(U'e  inventé)  exercent  les  uns  sur  les  autres  des  attractions  et  des  répulsions 
dirigées  suivant  la  droite  qui  les  joint,  et  dépendant  non  seulement  de  leurs 
distances,  mais  des  dérivées  premières  et  secondes  de  ces  distances,  par  consé- 
i|iiriii  de  leurs  vitesses  cl  de  leurs  accélérations.  Cette  loi  de  Weber,  assez 
difl'érente  de  celles  qui  tendent  à  prévaloir  aujourd'hui,  n'en  présente  pas 
moins  avec  elles  une  certaine  analogie. 

Tisserand  a  trouvé  que,  si  l'attraction  neutonienne  se  faisait  conformément 
à  la  loi  de  \\  el)er,  il  en  résulterait  jiour  le  périhélie  de  Mercure  une  variation 
séculaire  de  \f\",  tic  rnciiic  sen.'i  que  celle  qui  a  été  observée  et  li'a  pu  être 
expliquée^  mais  plus  petite,  puisque  celle-ci  est  de  38". 

Revenons  aux  lijpolhèscs  A,  B  et  C,  et  étudions  d'abord  le  nn)uvement 
d'une  planète  attirée  par  un  centre  fixe.  Les  hypothèses  B  et  C  ne  se  distinguent 
plus  alors,  puisque,  si  le  point  attirant  est  fixe,  le  champ  qu'il  produit  est  un 
chanq)  j)uremen(  électi'ostatique,  où  l'attraction  varie  en  raison  inverse  du  carré 
des  disliinces,  iiuiformémenl  à  la  loi  électrostatique  de  Coulond),  identique 
à  celle  de  New  Ion. 

I,  iW[iiaii(jn  des  forces  vives  subsiste,  en  prenant  pour  la  force  viv(!  la  définition 
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nuuVL'Ilc  ;  dr  iLièim',  locjualioii  dos  aires  est  luinplacée  par  une  aiilir  L'quL\ii- 
ifnlG  ;  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  est  une  constante,  mais  la 
((uantilé  de  mouvement  doit  être  définie  comme  on  le  fait  dans  la  nouvelle 
Dynamique. 

Le  seul  effet  sensible  sera  un  mouvement  séculaire  du  périhélie.  Avec  la 
théorie  de  Lorentz,  ou  trouvera  pour  ce  mouvement  la  moitié  tie  ce  que  donnait 
la  loi  de  Weber  ;  avec  la  théorie  d'Abraham,  les  deux  cinquièmes. 

Si  l'on  suppose  maintenant  deux  corps  moijiles  t;ravitant  autour  de  leur 
centre  de  gravité  commun,  les  eilels  soni  très  peu  différents,  quoique  les  calculs 
soient  un  peu  plus  compliqués.  Le  mouvement  du  périhélie  de  Mercure  serait 
donc  de  7"  dans  la  tliéoric  de  Loreniz  et  de  5", 6  dans  celle  d'Abraham. 

L'effet  est  d'ailleurs  proportionnel  à  /l'a-,  n  étant  le  moyen  mou\(  uk  ni  de 
l'astre  et  a  le  rayon  de  son  orbite.  Pour  les  planètes,  en  vertu  de  la  loi  de 
Kepler,  l'ellel  varie  donc  en  raison  inverse  de  \/«'  ;  il  est  donc  insensible,  sauf 
pour  Mercure. 

Il  est  insensible  également  pour  la  Lune,  bien  que  11  soit  grand,  parce  que 
a  est  extrêmement  petit;  en  somme,  il  est  cinq  fois  plus  petit  pour  Vénus,  et 
six  cents  fois  plus  petit  pour  la  Lune  que  pour  Mercure.  Ajoutons  qu'en  ce  qui 
concerne  Vénus  et  la  Terre,  le  mouvement  du  périhélie  (pour  une  mèm(^ 
vitesse  angulaire  de  ce  mouvement)  serait  beaucoup  plus  difficile  à  déceler 
par  les  observations  astronomiques,  parce  cpie  l'excentricité  des  orliiles  est 
beaucoup  plus  faible  que  pour  Mercure. 

En  résumé,  le  seul  effet  sensible  sur  les  observations  astro/iomi(/u.''s  serait 
un  mouvement  du  périhélie  de  Mercure,  de  même  sens  que  celui  qui  a  été 
observé  sans  être  expliqué,  mais  notablement  plus  faible. 

Cela  ne  peut  pas  être  regardé  comme  un  argument  en  hueur  de  la  nouvelle 
Dynamique,  puisqu'il  faudra  toujours  chercher  une  autre  explication  pour  la 
plus  grande  partie  de  l'anomalie  de  Mercure  ;  mais  cela  peut  encore  moins  être 
regardé  comme  un  argument  contre  elle. 


XV.   —  La  théorie   de   Lesage. 

Il  convient  de  rapprocher  ces  considérations  d'une  théorie  proposée  depuis 
longtemps  pour  expliquer  la  gravitation  universelle.  Supposons  que,  dans  les 
espaces  interplanétaires,   circulent  dans  tous  les  sens,  avec  de  très  grande.s 
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xitossi's.  <!(•>  coipiixiilcs  Irc'S  Irmis.  L'n  C(>r|i>  imiIc  dans  l'csnaïc  ne  sera  pas 
alleclé  en  appait'iicc  par  les  cIkics  <!(■  ces  corpuscules,  piils(juc  ces  cimes  se 
l'éparlissonl  égalemenl  dans  loiiles  les  directions.  Mais,  si  ileux  corps  A  el  lî 
sont  on  présence,  le  corps  B  jouera  le  rôle  d'écran  el  inlerceplera  une  parlie 
des  corpuscules  cpii.  sans  lui,  auraient  f'rap|)é  A.  Alors,  les  cliocs  reçus  par  A 
dans  la  direclion  opposi'C  à  celle  de  I?  n  auronl  plus  de  ('unlre-parlie,  on  ne 
seront  pins  tpriinparlaileuienl  conipeuscs,  cl  ils  |iiinsseronl  A  \ers  B. 

J'elle  esl  la  llieoru'  de  Kesage  ;  et  nous  allons  la  disculei-  <'n  nous  plaçant 
d'al)ord  au  poini  de  vue  de  la  Mécani(|iie  ordinaire.  (Jonimenl.  d'ahord,  doi\enl 
avoir  lieu  les  chocs  prévus  par  cutle  liiéorie  ;  est-ce  d'après  les  lois  des  corps 
|iarlaiienienl  (daslicpies,  on  d'après  celles  des  corps  dépourvus  d'élasticité,  ou 
d'après  une  loi  inlerniédiaire?  Les  corpuscules  de  Lesage  ne  peuveni  se  coni- 
|)orler  coninie  des  corjjs  partailenicnl  élasli(pies;  sans  cela,  l'ellél  serait  nul, 
parce  ((ue  les  corpuscules  interceptés  par  le  corps  B  seraient  remplacés  par 
d'autres  ipii  auraient  rebondi  sur  B,  et  cpie  le  calcul  prouve  (pie  la  compensa- 
tion serait  parfaite. 

Il  iani  donc  (pie  le  choc  fasse  perdre  de  l'énergie  aux  corpuscules,  et  celle 
énergie  devrait  se  retrouver  sous  forme  de  chaleur.  Mais  (juelle  serait  la  (pian- 
tité  de  chaleur  ainsi  produite?  Observons  ([ue  l'altraclicui  passe  à  Iravcrs  les 
corps;  il  faut  donc  nous  représenter  la  Terre,  par  exemple,  non  pas  comme  un 
écran  plein,  mais  comme  formée  d'un  très  grand  nombre  de  molécules  splié- 
riqiies  très  petites,  qui  jouent  individuellement  le  r(jle  de  petits  écrans,  mais 
(,'nlrc  lesquelles  les  corpuscules  de  Lesage  peuvent  circuler  librement.  Ainsi, 
non  seulement  la  Terre  n'est  pas  un  écran  plein,  mais  ce  n'est  [)as  uiOmuc  une 
passoire,  puisque  les  vides  y  tiennent  beaucoup  |iliis  de  place  (pie  les  pleins. 
Pour  nous  en  rendre  compte,  rappelons  que  Laplace  a  démonlré  (pie  l'attraction, 
en  traversant  la  Terre,  esl  aflaiblie  tout  an  plus  d'un  dix-millionième,  cl  sa 
démonstration  ne  laisse  rien  à  désirer  :  si,  en  cfTet,  l'attraction  était  absorbée 
pai-  les  corps  qu'elle  traverse,  elle  ne  serait  plus  proportionnelle  aux  masses; 
(lie  seniit  rclatàcinent  pins  faible  pour  les  gros  corps  que  pour  les  petits, 
puisqu'(dlr  aiuaii  une  plus  grande  épaisseur  à  traverser.  L'attraction  du  .Soleil 
sur  la  Terre  sérail  donc  relativetneni  plus  faible  que  celle  du  .Soleil  sur  la 
l^une,  el  il  en  résulterait,  dans  le  mouvement  de  la  Lune,  une  inégalité  très 
sensible.  Nous  devons  donc  conclure,  si  nous  adoptons  la  théorie  de  Lesage, 
(jue  la  surface  lolale  des  molécules  spbéri(jues  qui  composent  la  Terre  est  loui 
au  plus  la  dix-millionième  partie  de  la  surface  totale  delà  Terre. 
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liarwin  m  dciiiontrc  (juc  la  lliéorlu  de  Lesage  ne  conduit  exaclciuuiil  à  la  loi 
de  Newion  qu'en  supposani  de>  corpuscules  entièrcnicnl  dénués  d'élaslicilé. 
Ij'altraclion  exercée  par  la  Tene  sur  une  masse  i  à  la  dislance  i  sera  alors 
proportionnelle,  à  la  l'ois,  à  la  surlace  lolale  S  des  molécules  sphériques  rpii  la 
composent,  à  la  vilesse  r  des  corpuscules,  à  la  racine  carrée  de  la  densité  o  du 
milieu  formé  par  les  corpusculps.  I.a  chaleur  produite  sera  proportionnelle  à  S, 
à  la  densilé  o,  el  au  cuhe  de  la  vitesse  c. 

Mais  il  liinl  tenir  eoiii|ile  de  la  résistance  éprouvée  par  un  corps  tpii  se  meut 
dans  un  pareil  milieu  ;  il  ne  peut  mou\oir,  en  effet,  sans  aller  au-devaui  de 
certains  chocs,  en  fuyant,  au  contraire,  devant  ceux  qui  viennent  dans  la  direc- 
tion opposée,  de  sorte  que  la  compensation  réalisée  à  l'étal  de  repos  ne  peut 
plus  subsister.  La  résistance  calculée  est  proportionnelle  à  S,  à  p  et  à  c  ;  or,  on 
sait  que  les  cor[)s  célestes  se  meuvent  comme  s'ils  n'éprouvaieni  iiucuue  lésis- 
lance,  et  la  précision  des  oliservali(uis  nous  peruu't  de  fixer  une  limite  à  la 
résistance  du  milieu. 

Celle  résistance  \ananl  comme  .Spi.  landl^  ciue  liilliaetiou  \aiie  eoiimie 
S\/pi',  nous  \ovons  que  le  rapport  de  la  lésislance  au  carié  de  l'attraelion  est 
en  raison  in\erse  du  pioduit  Se. 

Nous  avons  donc  une  limite  inférieure  du  produit  Se.  Nous  a\ioiis  déjà  une 
limite  supérieure  de  S  (,par  l'absorption  de  l'attraction  par  les  corps  quelle 
traverse)  ;  nous  avons  donc  une  limite  inférieure  de  la  vitesse  r,  qui  doit  être 
au  moins  éj;ale  à  24.  10''  fois  celle  de  la  lumière. 

Nous  pouvons  en  déduire  p  et  la  (piantité  de  chaleur  pioduite  ;  cette  qiiautiti' 
sulfirail  pour  élever  la  lempéiature  de  10-''  degrés  par  seconde;  la  Terre 
recevrait  dans  un  temps  donné  10-"  fois  plus  de  chaleur  que  le  Soleil  n'en 
émet  dans  le  môme  temps  ;  je  ne  veux  pas  parler  de  la  chaleur  que  le  .Soleil 
envoie  à  la  Terre,  mais  de  celle  qu'il  rayonne  dans  toutes  les  directions. 

Il  est  évident  que  la  Terre  ne  résisterait  pas  longtemps  à  un  pareil  régime. 

On  ne  serait  pas  conduit  à  des  résultats  moins  fantastiques  si,  contrairement 
aux  vues  de  Darwin,  on  douait  les  corpuscules  de  Lesage  d'une  élaslicitc' 
imparfaite  sans  être  nulle.  A  la  vérité,  la  force  vive  de  ces  corpuscules  ne  serait 
pas  entièrement  convertie  en  chaleur,  mais  l'attraction  produite  serait  moindre 
également,  de  sorte  que  ce  serait  seulement  la  portion  de  cette  force  vive 
convertie  en  chaleur  qui  contribuerait  à  produire  l'attraction  et  que  cela 
reviendrait  au  môme  ;  un  emploi  judicieux  du  théorème  du  \iiiel  permettrait 
de  s'en  l'endre  comple. 
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On  peut  ti'iuisloiiiier  la  llicoiic  <li'  Lesage  ;  supprimons  les  corpuscules 
et  imaj;inons  (pic  l'éllier  st)il  |)arc()uru  clans  lous  les  sens  par  des  ondes  Inini- 
ueuses  venMe>  de  lous  les  points  de  respaee.  (  hiand  un  oi)jel  nialériel  leçoil 
une  onde  Imuiiieuse.  celle  onde  exerce  sui'  lui  une  aciion  mécanique  due  à  la 
pression  M;ix\\  ell-l5arl  lioli.  loul  comme  s'il  avail  icçu  le  (lioc  d'un  |)rojectile 
iiiali'riel.  Li's  ()nde^  en  (picslinii  |)i)iii'i'()iil  ddiic  jouer  le  l'ôle  des  corpuscules  de 
l..esai;e.  C'est  là  ce  (pi'adnnM,  |)ai'  exemple,  M.   Idirimasina. 

Les  difficultés  ne  sont  pas  écartées  pour  cela  ;  la  vitesse  de  propaj^ation  ne 
peut  être  qne  celle  de  la  lumière  et  l'on  est  ainsi  conduit,  pour  la  résistance  du 
mdii'ii.  à  un  eliiflre  inadiuissiljle.  1)  ailleurs,  si  la  lumière  se  réfléchit  intégrale- 
menl,  rcliet  esl  nul.  loul  comme  dans  rhy|)Otlièse  des  corpuscules  parlaiU'UH'ul 
élastiques,  [^our  qui!  \  ail  allraeli(ui.  il  laut  (pie  la  lumière  soil  partiellement 
absorbée  ;  mais  alors  il  \  a  production  de  clialeiir.  Les  calculs  ne  dilTèi'ent  pas 
essentiellement  de  ceux  cpi'on  l'ait  dans  la  théorie  de  Lesage  ordinaire,  et  le 
résultat  conserve  le  môme  cai-actère  fantastique. 

D'un  nuire  i  olé.  raltraelion  n'est  pas  alis(ui)ée  par  les  corps  qu  elle  traverse, 
ou  elle  lest  à  peine;  il  n'en  esl  pas  de  même  de  la  lumière  ([ue  nous  connais- 
sons. La  lumière  qui  produirait  ratlraclion  new  Ionienne  devrail  être  considé- 
rablement différente  de  la  lumière  ordinaire  et  être,  par  exemple,  de  très  courte 
longueur  d'onde.  Sans  compter  que,  si  nos  yeux  étaient  sensibles  à  cette 
lumière,  le  ciel  entier  devrail  nous  paraître  beaucoup  plus  brillant  que  le  Soleil, 
de  lelh'  sorle  (pie  le  Soleil  nous  paraîtrait  s'y  détacher  en  noir,  sans  ([uoi  le 
Soleil  nous  repousserait  au  lieu  de  nous  attirer.  Pour  toutes  ces  raisons,  la 
lumière  qui  permettrait  d'explicpier  l'attraction  devrait  se  rapprocher  beaucoup 
plus  des  rayons  X  de  Rôntgen  que  de  la  lumière  ordinaire.  Et  encore  les 
rayons  X  ne  suffiraient  pas  ;  quelque  pénétrants  (pi'ils  nous  paraissent,  ils  ne 
sauraient  passer  à  travers  la  Terre  tout  entière  ;  il  faudra  donc  imaginer  des 
rayons  \'  beaucoup  [dus  péni'lranls  que  les  rayons  X  ordinaires.  Ensuite  une 
portion  de  l'énergie  de  ces  rayons  X' devrait  être  détruite,  sans  quoi  il  n'y  aurait 
pas  d'attraction.  Si  on  ne  veut  pas  qu'elle  soit  transformée  en  chaleur,  ce  qui 
conduiraità  une  production  de  chaleur  énorme,  il  faut  admettre  qu'elle  esl  rayon- 
née  dans  tous  les  sens  sous  forme  de  rayons  secondaires,  que  l'on  pourra  appeler 
X"  et  qui  devront  être  beaucoup  plus  pénétrants  encore  (pie  les  rayons  X', 
sans  {|uoi   ils    troubleraient   à   leur   liuir    les   phénomènes   d'attraction. 

Telles  sont  les  hypothèses  compliquées  auxquelles  im  esl  conduit  quand  un 
veut  rendre  viable  la  lh('!orie  de  Lc'saire. 
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Mais,  loiil  cf  que  nuiis  venons  tic  dire  suppose  les  lois  uitlinaircs  de  la 
iMécanique.  Les  choses  iront-elles  mieux  si  nous  admettons  la  nouvelle 
Dynamique?  El  d'abord,  pouvons-nous  conserver  le  Principe  de  Relativité? 
Donnons  d'abord  à  la  lliéorie  de  Lesagc  sa  forme  primitive  et  supposons 
l'espace  sillonné  par  des  corpuscules  matériels  ;  si  ces  corpuscules  étaient 
parfailemenl  élastiques,  les  lois  de  leur  clioc  seraient  conformes  à  ce  Principe 
lie  Relativité,  mais  nous  savons  qu'alors  leur  efl'et  serait  nul.  Il  faut  donc 
supposer  que  ces  corpuscules  ne  sont  pas  élastiques,  et  alors  il  est  difficile 
d'imaginer  une  loi  de  ciioc  compatible  avec  le  Principe  de  Relativité.  D'ailleurs, 
on  trouverait  encore  une  production  de  chaleur  considérable,  et  cependant  une 
résistance  du  milieu  très  sensible. 

Si  nous  supprimons  les  corpuscules  et  si  nous  revenons  à  l'hypothèse  de  la 
pression  Maxwell-Rartholi,  les  difficultés  ne  seront  pas  moinilres.  C'est  ce  qu'a 
tenté  Lurentz  lui-mèiue  dans  son  Mémoire  à  l'Académie  des  Sciences  d'Ams- 
terdam du  23  avril  1900. 

Considérons  un  système  d'électrons  plongés  dans  un  éthcr  parcouru  en  tous 
sens  par  des  ondes  lumineuses  ;  un  de  ces  électrons,  frappé  par  l'une  de  ces 
ondes,  va  entrer  en  vibration  ;  sa  vibration  va  être  synchrone  de  celle  de  la 
lumière  ;  mais  il  pourra  y  avoir  une  différence  de  phase,  si  l'électron  absorbe 
une  partie  de  l'énergie  incidente.  Si,  en  effet,  il  absorbe  de  l'énergie,  c'est  que 
c'est  la  vibration  de  l'élher  qui  eiUraine  l'électron  ;  l'électron  doit  donc  être  en 
retard  sur  Téther.  Un  électron  en  mouvement  est  assimilable  à  un  courant  de 
convection  ;  donc  tout  champ  magnétique,  en  particulier  celui  qui  est  dû  à  la 
perturbation  lumineuse  elle-même,  doit  exercer  une  action  mécanique  sur  cet 
électron.  Cette  action  est  très  faible  ;  de  plus,  elle  change  de  signe  dans  le 
courant  de  la  période  ;  néanmoins,  l'action  moyenne  n'est  pas  nulle  s'il  y  a  une 
différence  de  phase  entre  les  vibrations  de  l'électron  et  celles  de  l'éther.  L'action 
moyenne  est  proportionnelle  à  cette  différence,  par  conséquent  à  l'énergie 
absorbée  par  l'électron. 

Je  ne  puis  entrer  ici  dans  le  détail  des  calculs;  disons  seulement  que  le  résultat 

final  est  une  attraction  entre  deux  électrons  quelconques,  égale  à  :  , _ „,'  „  • 

Dans  celte  formule,  /■  est  la  distance  des  deux  électrons,  E  et  Ei  l'énergie 
absorbée  par  les  deux  électrons  pendant  l'unité  des  temps,  E'  l'énergie  de  l'onde 
incidente  par  unité  de  volume. 

Il  ne  peut  donc  y  avoir  d'attraction  sans  absorption  de  lumière  et,  par  consé- 
H.  p.  —  IX.  74 
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ciuenl,  sans  produclion  ilf  <li;ilfiir,  ol  cV'sl  ce  (|ui  a  délcrminé  Lorenlz  à  aban- 
donner celle  lliéorii',  (jui  ne  dill'ùre  pas  au  fond  de  celle  de  Lesage-Maxwell- 
Bartlioli.  Il  amail  élt'  ix-aucoiip  plus  ellrayé  encore  s'il  avail  poussé  le  calcul 
jusqu'au  houl.  Il  aurail  lrou\é  cpic  la  lenipéraluie  lie  la  Terre  devrait  s'accroître 
de  lo'  '  degrés  par  seconde. 

XV'.    —   Conclusions. 

Je  nie  suis  elliircé  de  donner  en  [)en  de  mois  une  idée  aussi  coinplèle  que 
possible  de  ces  nouvelles  docirines;  j'ai  elierilK'  à  explicpier  conimenl  elles 
avaienl  pris  naissance,  sans  quoi  le  lecteur  aurait  eu  lieu  déire  ellravé  par  leur 
hardiesse.  Les  théories  nouvelles  ne  sont  pas  encore  démontrées,  il  s'en  t'aui  de 
beaucoup  ;  elles  s'appuicnl  seulcmeni  sur  un  ensemble  assez  sérieux  de  proba- 
bilités pour  qu'on  n'ait  pas  le  droit  de  les  traiter  par  le  mépris. 

De  nouvelles  expériences  nous  apprendront,  sans  doute,  ce  qu'on  en  doit 
définitivement  penser.  I^e  innid  de  la  ipiestion  est  dans  l'expérience  de 
Kaufmann  et  celles  qu'on  pourra  tenter  pour  la  véiilier. 

Qu'on  me  permette  un  vœu,  pour  terminer.  Supposons  que,  d'ici  quelcpies 
années,  ces  théories  subissent  de  nouvelles  épreuves  et  qu'elles  en  triomphent  ; 
notre  enseignement  secondaire  courra  alors  un  grand  danger  :  quelques  profes- 
seurs voudront,  sans  doute,  faire  une  |)lace  aux  nouvelles  théories.  Les 
nouveautés  sont  si  attrayantes,  et  il  est  si  dur  de  ne  pas  sembler  assez  avancé  ! 
Vu  moins,  on  voudra  ouvrir  aux  enfants  des  aperçus  et,  avant  de  leur  enseigner 
la  Mécanique  ordinaire,  on  les  avertira  qu'elle  a  fait  son  temps  et  qu'elle  était 
bonne  tout  au  plus  pour  cette  vieille  ganache  de  Laplace.  Et  alors,  ils  ne  pren- 
dront pas  l'habitude  de  la  Mécanique  ordinaire. 

Est-il  bon  de  les  avertir  qu'elle  n'est  qu'approchée?  Oui;  mais  plus  tard, 
(piand  ils  s'en  ser(ml  pénétrés  jusqu'aux  moelles,  quand  ils  auront  pris  le  pli  de 
ne  penser  que  par  elle,  quand  ils  ne  risqueront  plus  de  la  désapprendre,  alors 
on  pourra,  sans  inconvénient,  leur  en  montrer  les  limites. 

C'est  avec  la  Mécanique  ordinaire  qu'ils  doivent  vivre  ;  c'est  la  seule  qu'ils 
auront  jamais  ù  appliquer  ;  quels  que  soient  les  progrès  de  l'automobilisme,  nos 
voilures  n'atteindront  jamais  les  vitesses  où  elle  n'est  plus  vrai(ï.  L'autre  n'est 
qu'un  luxe,  et  Ion  ne  doit  penser  au  lii\e  (pie  fpiaiid  il  ne  risque  plus  de  nuire 
au  nécessaire. 
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1.  —  Introduction. 

La  ihéorie  cinétique  des  gaz  laisse  encore  subsister  l)ieu  des  (unnls  einbarras- 
sànls  pour  ceux  qui  sont  accoutumés  à  la  rigueur  mathématique;  bien  des 
résultats,  insuffisamment  précisés,  se  présentent  sous  une  forme  paradoxale  cl 
semblent  engendrer  des  contradictions  qui  ne  sont  d'ailleurs  qu'apparentes. 
Ainsi  la  notion  d'un  système  de  molécules,  tnolar  geordnet  ou  molekular 
geordnet,  ne  paraît  pas  ilélinic  a\ec  une  netteté  suffisante. 

L'un  des  points  qui  m'embarrassaient  le  plus  était  le  sui\ant  :  il  s'agit  de 
démontrer  que  l'entropie  va  en  diminuant,  mais  le  raisonnement  de  (jibbs 
semble  supposer  qu'après  avoir  fait  varier  les  conditions  extérieures  on  attend 
cpie  le  régime  soit  établi  avant  de  les  faire  .varier  de  nouveau.  Cette  supposition 
est-elle  essentielle,  ou  en  d'autres  termes,  pourrait-on  arriver  à  des  résultats 
contraires  au  principe  de  Carnot  en  faisant  varier  les  conditions  extérieures  trop 
vite  pour  que  le  régime  permanent  ait  le  temps  de  s'établir?  J'ai  voulu  éclaircir 
la  question,  sinon  dans  le  cas  général,  au  moins  dans  certains  cas  particiLliers, 
plus  simples  que  ceux  qui  sont  réalisés  dans  la  nature. 

On  verra  plus  loin  ce  que  sont  les  gaz  simplifiés  que  j'appelle  gaz  à  une 
dimension,  et  dont  l'élude,  beaucoup  moins  compliquée  que  celle  des  gaz 
proprement  dits,  permet  de  mieux  comprendre  la  raison  et  la  portée  de  certains 
résultats  paradoxaux. 
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Avant  d'aller  plus  loin,  je  voiidniis  |jréciser  le  sens  de  l'inlégrale  par  laquelle 
(in  a  coHlume  de  représenter  lenlropie  el  faire  à  son  sujet  certaines  ilistinctions 
qui  nie  seront  nécessaires  dans  la  suite. 

Soient  x,.  .r-j,  ...,  x,,.  les  ([iiaulilés  qui  déllnissenl  l'élal  dun  système 
iiialeriel,  el 

les  équations  difréreulielles  auxquelles  satisfont  ces  quantités.  Nous  supposerons 
que  ces  variables  x  ont  été  choisies  de  telle  sorte  que  : 

C'est  ce  qui  arrivera  si  ces  variables  sont  les  coordonnées  rectangulaires  des 
divers  points  matériels  el  les  composantes  de  leurs  vitesses. 

Un  système  de  valeurs  des  variables  Xi,  x-,,  .  .  . ,  x,,  constitue  ce  que  (jibbs 
appelle  une  phase;  l'ensemble  de  toutes  les  phases  satisfaisant  à  certaines 
inégalités  s'appelle  un  domaine  ;  rintégrale  «-uple  : 


/ 


dxi  dx-i  .  .  .  c/xii, 


élcndiie  à  ce  domaine,  est  ce  que  GIbbs  aj^pelle  Vexlension  en  phase  de  ce 
domaine.  J'écrirai  ordinairement  ch  au  lieu  du  produit  dx\  dx^  .  .  .  dx„. 

Soit  alors  P  f/r  la  probabilité  pour  que  le  système  se  trouve  dans  un  certain 
domaine  infiniment  petit  dont  l'extension  en  phase  csl  dx;  alors  l'entropie  est 
généralement  représentée  par  l'intégrale 

(3)  J'i'logiv/T, 


étendue  à  toutes  les  phases. 


Alors  l'intégrale 


/ 


I'  di, 


étendue  à  un  domaine  fini  quelconque,  représente  la  pr(jbabilité  pour  que  le 
système  se  trouve  dans  ce  domaine,  d'où  il  résulte  que  l'on  a  : 

(4)  j'v,l-  =  i, 

SI  l'inlégrale  (!St  l'-lciidiic  à  toutes  les  phases.  De  môme,  si  cp  est  une  fonction 
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quelconque  des  variables  x,  la  valeur  probable  de  la  t'(uiction<p  sera  représentée 
par  l'intéi'rale  : 


(5) 


/,P,y., 


étendue  à  toutes  les  phases. 

Mais  il  faut  insister  sur  le  sens  à  attacher  à  la  fonction  P  ainsi  qu'aux  inté- 
grales (3),  (4)  et  (5).  Nous  pouvons  d'abord  supposer  que  Ton  a  un  nombre 
très  grand  de  systèmes  semblables  ;  c'est  ce  qui  arrive  dans  le  cas  des  gaz  à  une 
dimension,  où  chaque  molécule  peut  être  regardée  comme  un  pareil  système  ; 
c'est  ce  qui  arrive  encore  dans  le  cas  des  gaz  ordinaires,  où  l'on  peut  envisager 
un  grand  nombre  de  systèmes  qui  ne  diffèrent  les  uns  des  autres  que  parce  que 
les  diflerentes  molécules  du  gaz  y  sont  permutées  entre  elles  d'une  manière 
quelconque.  Nous  pouvons  supposer,  de  plus,  que  les  conditions  initiales  du 
mouvement  sont  entièrement  connues  pour  chacun  de  ces  systèmes,  et  qu'il  en 
est  de  même,  par  conséquent,  de  la  situation  du  système  à  un  instant  (juel- 
conque.  Dans  ce  cas,  la  prol)abilité  pour  qu'un  système  se  trouve  dans  un 
doiiiaiiK!  donné  à  un  instant  donné  n'est  autre  chose  que  le  rapport  du 
nombre  des  systèmes  qui  se  trouvent  à  cet  instant  dans  ce  domaine  au  nombre 
lolal  des  systèmes.  C'est  ce  que  j'appellerai  Vhypolhèsc  discontinue. 

Je  puis  supposer  au  contraire  que.  pour  chaque  système,  les  conditions 
initiales  du  mouvement  ne  sont  pas  entièrement  connues,  et  que  nous  pouvons 
seulement  évaluer  la  probabilité  pour  qu'à  l'origine  du  temps  le  système 
envisagé  se  trouve  dans  un  certain  domaine  ;  la  situation  du  système  à  un  instant 
ultérieur  ne  sera  donc  pas  non  plus  entièrement  connue  ;  tout  ce  que  nous 
])ourrons  faire,  ce  sera  d'évaluer  la  probabilité  pour  qu'à  cet  instant  le  système 
se  trouve  dans  un  domaine  donné  très  petit  dont  l'extension  en  phase  soit  dx  ; 
nous  représenterons  cette  probabilité  par  p  d^:  el,  en  général,  p  sera  une  fonc- 
tion continue  des  x.  Si,  au  lieu  d'un  seul  système,  nous  avons,  comme  tout  à 
l'heure,  un  très  grand  nombre  de  systèmes  semblables,  la  probabilité  pour 
([ii'un  système  soit  dans  le  domaine  dx  sera  : 

N  étant  le  nombre  total  des  systèmes,  et  P  sera  encore  une  fonction  continue 
des  X.  Cette  probabilité  sera  donc  le  rapport  du  nombre  probable  des  systèmes 
qui  se  trouvent  à  cet  instant  dans  ce  domaine  au  nomlire  total  des  systèmes. 
C'est  là  ce  que  j'appellerai  Vhypotlièse  continue. 
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Soit  maintenant  un  domaiuL'  liui  I)  donl  loxlt'nsion  en  pliase  soit  o  ;  soit  11(5 
la  probabilité  pour  que  le  système  soit  dans  ce  domaine.  Si  le  domaine  ô  devient 
de  plus  en  plus  petit,  de  faeon  à  se  réduire  finalement  à  un  domaine  dr  infini- 
nienl  petit,  (pi'arrivera-t-il  de  II?  Le  résultat  est  bien  difTérent  dans  les  deux 
hypothèses  :  dans  1  hypothèse  discoulinue,  II  tendra  vers  zéro  ou  vers  +  a;, 
sui\iuit  (|u  d  iiy  aura  pas  etleetiN  cmenl  ou  (pi'il  ^  aura  un  système  au  eenlrc  du 
domaine  </r;  il  n'y  aura  pas  de  milieu;  dans  l'iiypothèse  continue.  II  tendra 
vers  la  fonction  continue  P  que  nous  venons  de  définir. 

Les  intégrales  (3),  (4),  (5),  sont,  pai'  délinilion,  les  limites  des  sommes  : 

lillogllo.     IflS.     i;çltô. 

étendues  à  un  certain  nombre  de  domaines,  qui,  à  eux  tous,  contiennent  toutes 
les  phases  possibles  ;  ici  ô  représente  l'extension  en  phase  d'un  de  ces  domaines 
et  IIô  la  probabilité  correspondante.  Les  intégrales  sont  les  limites  vers  lesquelles 
tendent  ces  sommes  quand  les  domaines  deviennent  de  plus  en  plus  petits. 

Dans  l'hypothèse  discontinue,  cette  limite  esl  infinie  en  ce  qui  concerne 
l'intégrale  (3),  c'esl-à-diie  l'entropie,  tandis  que  les  deux  autres  intégrales  se 
comportent  comme  des  intégrales  ordinaires. 

Adoptons  donc  l'hypothèse  continue.  11  y  aura  néanmoins  des  cas  où  la 
somme  illlogllo  dillérera  notablement  de  sa  limite,  tandis  que  les  deux  autres 
sommes  difl'éreront  l'ori  peu  de  la  leur.  Supposons,  en  eflet,  que  les  domaines  ô 
soient  très  petits,  et  que  cepcudaul  dans  chacun  d'eux  la  t'onction  P,  quoique 
continue,  prenne  des  valeurs  très   dill'érentes  ;   c'est   ainsi,   par  exemple,  tpie, 

si  «  est  très  petit,  la  fonclioii  siu  '  >  cpioitjue  continue,  peut  prendre  des  valeurs 

très  dillérentes  dans  le  domaine  défini  par  les  inégalités  Xa<C,X  <iX\s  -\-  b, 
lorsque  /;,  (juoicpie  très  petit  d'une  manière  absolue,  est  grand  pai-  rapport  à  (t. 
Dans  ce  cas  l'expression  II  logllo,  ichiiive  à  l'un  de  ces  domaines,  pouiia 
diflérei-  l)eaucou[)  de  l'iniégrale  : 

étendue  a  (■(■  domaine.  \u  eiiuliMire,  ou  ;iura  par  ih'linition  pour  ce  uièuii^ 
domaine  : 

llo  =   /   V  ik, 

et,  si  le  domaine!  est  as>ez  pelll    |ioiir  (pie  l.i   iDiutioii  'j  n'y  \arle  pas  beaucoup, 
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cpnô  sera  sensibleiuenl  égal  à 


/ 


Pd-. 


Nous  sommes  ainsi  ronduil  à  disliiii;uri'  Vciilrojiie  grossière  do  Veiili-opie 
fine. 

Faisons  décroître  les  domaines  o  ;  si  nous  poussons  jusqu'à  la  limilc,  la 
limite  de  iniogllô  sera  l'entropie  Jine\  elle  sera  finie  dans  l'Iijpollièse 
continue. 

Si,  au  contraire,  nous  nous  arrêtons  quand  les  domaines  ô  sont  devenus  assez 
petits  pour  que  nos  moyens  d'investigation  habituels  ne  nous  permettent  pas  de 
discerner  deux  phases  intérieures  à  un  môme  domaine,  nous  aurons  ïenlropie 
grossière.  C'est  l'entropie  grossière  qu'on  envisage  habituellement  en  physique. 

U entropie  grossière  est  toujours  plus  jietite  que  U entropie  fine. 

Si,  en  effet,  nous  divisons  un  domaine  n  en  deux  domaines  partiels  ôi  et  on, 
et  si  les  probabilités  correspondantes  sont  Ilo  pour  le  domaine  total,  IIjôi  et 
IlaO.j  pour  les  domaines  partiels,  »n  aura  : 

s  =  Si-i-o.j,       rio  =  riioi -4- n.i3i 

et,  par  conséquent  : 

ri  losHo  <  niiogniôi  +  iuiognoo,. 

La  somme  211  logllo  va  donc  toujours  en  augmentant  quand  on  subdivise  les 
domaines  o. 

On  sait  que  l'entropie  grossière  des  physiciens  va  toujours  en  diminuant, 
au  moins  quand  on  laisse  au  régime  le  temps  de  s'établir.  Au  contraire,  nous 
allons  voir  que  l'entropie  fine  demeure  toujours  constante. 

El,  en  effet,  la  ionelion  P  satisfait  aux  équations  différentielles  évidemment 
équivalentes  à  cause  de  la  relation  (2)  : 


1h 


àt 


soit  alors 


l'enlroiuc  fine  ;  on  aura 


S  =   Tp  logP  d-  =  f/{P)d- 


f=j><-)S"' 
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ttt  ^^  ,1  (IXi 

on  à  cause  ili'  (  2)  : 

l,'iiUi'i;ralioii  jinr  pallies  inoulre  (|iie  celte  tleriiièic  liil('!;rale  est  nulle. 

c.    y.   i'.    n. 

Les    propriétés    de    Feiitiopie     (iiie    diflèreiil     donc     heaiicoiip    de   celles   de 
lenlropic  grossière.  On  verra  plus  loin  le  parli  (pi'oii  [jeiii  tirer  de  ce  lail. 


2.  • —  Le  problème   des  petites  planètes. 

Nous  commencerons  par  Irailer  un  prolilème  analogue  à  celui  de  la  théorie 
des  gaz,  mais  heaucouj)  plus  sim|de. 

Supposons  un  1res  grand  nombre  de  petites  planètes  décrivant  des  orbites 
circulaires  (sans  excentrlcili'  ni  inclinaison,  ni  sans  aucune  perturbai  ion  bien 
entendu);  soit  /  la  longitude  de  l'une  d'elles,  et  oi  sa  vitesse  angulaire,  de  telle 
sorte  que  : 

l=lo-hf>/,         w  =  consl. 

De  celle  façon,  l'exlension  en  phase  est  représentée  par  l'intégrale 

/  r/l  r/i>)  =  I  d/u  dtM. 

Il  s'agit  d(!  niontrc'r  (pi'au  ijout  d'un  temps  siil'lisaniment  long  les  longitudes 
de  ces  petites  planètes  seront  uniformémeiil  disiribuées.  Soil  en  ellet,  à 
l'instanl  zéro, 

fi  /(i,(')  I  d/odM 

h;  nombre  des  peliles  planèles  doni  la  longitude  est  entre  lu  el  l„  +  ((lu  el  la 
vitesse  angulaire  entre  '•>  el  '.1  +  r/'i>.  Le  nombre  des  petites  planètes  étant  sup- 
posé très  grand,  nous  pourrons  irailer  ce  cas  comme  si  '/In  el  <■/',)  élaicnl  des 
difTV'renliellc-  inMiiirncnl  peliles  el  /  iiiie  liinclion  conliiine. 
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Soll  alllfS 

,1  =  /  cosi  //(/  +  h  )/{  lo,  cj  )  dj:„  c/i'i 

une  intégrale  égalu  au  nombre  des  planètes  multiplié  par  la  valeur  moyenne  de 
cos(m/  +  //).  Il  s'agit  d(^  tléninnlror  que  J  Ipiid  vers  zéro  quand  t  croît  indéfi- 
niment. Or  nous  avons  : 

,        ,  .      ,  ,  d     »'\t\t  ml 0^  III II) t  -h  h) 

cos(  ml  -+-  Il  t  =  oos(  m/„~    imol  -i-  /t  i  =  -^—  • 

ai»  mt 

Nous  avons  dcmc,  en  inlegiNiiil  par  parlies  par  rapport  à  '^\  : 


.1=—    —    I  >\\\{  ml  -^  Il  )  ^dl„i/f 
nilj  dw 


Or  -^  est  Uni,  puisque  iumin  Mip|i(is(iiis  la  Idiu  liou  /  <(iiil  unie,  de  sorle  que 
.1  lend  vers  zéro  quand  /  augiiieiile. 

C.     I,).     F.     II. 

Occupons-nous  de  coiieilit'r  ee  résiillal  avec  les  lois  ordinaires  de  la  Méca- 
nique. Ces  lois  nous  apprennent  d'abord  que,  dans  certaines  conditions,  si  un 
svstème  a  passé  par  un  étal,  il  repassera  .une  infinili'  de  fois  infiniment  près  de 
cet  étal.  C'est  bien  ce  (|ui  arrne  ici;  supposons  (pie  toutes  les  vitesses  angu- 
laires (il  soient  commensiirables  entre  elles  et  qu'au  temps  zéro  toutes  les 
longiliides  des  /„  soienl  nulles  el  Imites  l(;s  planètes  en  (■oujoiicliiui.  Soil  £  la 
(■omiiiMiie  nirsiire  de  Imites  les  vitesses  f.j. 

Alors  aux  epiicpies  —  j  '--'-)  •  ■  •>  toutes  les  |diinèles  se  retrou\eronl  de  nomeaii 
(Ml  conjonction. 

Si  les  co  ne  sont  pas  commensurables,  la  conjonction  de  toutes  les  planètes 
ne  peut  être  réalisée  qu'une  fois  d'une  façon  rigoureuse,  mais  la  théorie  des 
fractions  continues  nous  montre  ([u'elle  le  sera  une  infinité  de  fois  avec  une 
approximation  aussi  grand(>  qu'on  le  veut. 

Si  les  planètes  sont  très  nombreuses  et  (pie  les  vitesses  angulaires  ùj  soienl 
commensurables,  leur  commune  mesure  e  ne  pourra  être  que  très  petite,  de 
sorte  que  l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  deux  conjonctions  consécu- 
tives et  qui  est  —  sera  très  grand.  De  même,  si  les  (o  ne  sont  pas  commensu- 
rables, l'intervalle  de  temps  qui  s'écoulera  entre  deux  conjonctions  approc/iécs 
consécutives  sera  d'autant  plus  grand  que  les  planètes  seront  plus  nombreuses 
et,  d'autre  part,  que  l'approximation  exigi'e  sera  plus  grande. 

H.  P.  —  IX.  75 
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I.aïuilvsr  (|in  |iiri'cil('  ukhiI icrH il  i|ii('  .1  Iciid  liin|ouis  vcivs  zùro  et  par  coiisé- 
quent  qu'une  coujonclioii  munie  approchée  no  peuL  se  produire  qu'une  fois; 
mais  c'est  parce  que  cette  analyse  suppose  les  planistes  infiniment  nombreuses. 
Quelque  nombreuses  qu'elles  soient,  il  y  aura  un  retour  de  la  conjonclion; 
mais,  comme  le  délai  au  bout  duquel  ce  retour  doit  se  réaliser  croît  avec  le 
nombre  des  planètes,  il  devient  infini  quand  ce  nombre  est  lui-même  regardé 
comme  infini.  Il  u  y  a  donc  pas  de  coiilradiclion. 

\  enons  à  ce  (jui  cuncerue  lu  i'cveisil)ilili'.  .SI  la  longitude  initiale  avait  été 
—  /()  au  lieu  lie  Z,,.  la  i(>ut;ilude  à  r('']ii]qiic  — /  aurait  été  : 

~  /„  —  w  ?  =  —  /. 

lMivi>ai;fijn,s  (ioiic  nue  liuictiDii  paire  de  /  cl,  par  ext'iu|jle,  faisons  // =  o 
dau>  l'expression  de  J,  de  telle  laçon  tpie 

l''orm(iiis,  d'iiiitre  pari,  une  autre  lonclion  ,1'  en  pt)saiil 

J'=   /  J" coiinldlodii,  f  =/( — U,  w)- 

Il  e>l  clair  d'ajirès  ce  qui  |)ié('ède  ipie 

ru  I  =  j(— 0, 

de  soile  (pic  la  lunction  .)'  repassera  dans  Ididi'c  inverse  par  les  mêmes  phases 
ipii'  l;i  IniiclKiii  .1.   (j'est  en  cela  que  consisic  la   rcversibililc  dans  le  problème 

ipil    lllllls    (ICl.-llpC. 

(  iCtte  réversibililc'  csl-(dlc  eu  cciiil  radie]  ion  avec  les  i-('sullal.s  que  iiiiu.s  venons 
d'nblciiir  '.' 

Il  siillil  de  rcM'iiira  lexpressiou  de  .1  doiiui'c  plus  liaiil  cl  qui  eoulieiil  /  au 
denniiiiiialeiir.  iVous  VdVDUS  que  .1  tend  vers  zi'io  aussi  bien  quand  /  tend  vers 
—  -Xi   <|ije  quand   /  Icud  vers  -f-  oo  , 

La  courbe  de  .1  l'U  IdUclMiii  de  /  serait  de  la  lorine  siiivauti,'  avi'C  nu  |)()iiilc- 
mcntau  milieu  et  la  courbe  sécailanl  liés  peu  de  .1  ;—  o,  saiil  piuir  /  liés  \oisin 
de  zéro,  La  symétrie  de  c(Ule  courbe  nous  luontii'  la  r('versii)iiilc,  ce  qui  est  en 
concordance  avec  ci;  qui  précède.  .SI  les  riiideciilcs.  au  heu  dêlre  iulinimcnl 
iiiMiibreuses,  sont  sciiieiiicuil  1res  niuiibicuscs.  il  y  aura  plusieurs  poiulcmeuls, 
séparés   j)ar  des   intervalles   oi'i    la  (  (inibe   s  ecarle    1res   peu   de  ,1  z=  o  ;   mais  ces 
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inlcrvalles  sont  tellemciil  luiigs  quo  cela  revient  praliqucinent  au  inème  que  s'il 
n'y  avait  qu'un  seul  pointement.  Ces  longs  intervalles  seront  ce  que  j'appellerai 
le  temps  de  retour. 


An  iii'u  (le  liiiiiicr  la  loiicliou  .1  à  l'aide  d('  l'expressiMU  cnsi  ml  -{-  /i  ),  iiuus 
pouvons  la  loriut'i'  à  laide  diiiK'  loncliou  (juelconquc  de  /  ri  de  oi  (iiie  nous 
appellerons  1' (/,  'j')  et  qui  sera  assujettie  seulement  aux  conditions 

un  a  alors  : 

J  =  /  F(/,  10 )/(/„,  b>)  dlo  (-Im  ; 

supposons,  par  exemple  : 

l^  (  /,  (0  )  =  (  eus  «i/  -H  /i  )  ç  (  to  )  ; 
l'intégration  par  parties  nous  donnera  encore  : 


—    I  siniml  -h  /i  }\  f-^  ~h  ^-^  \  dit,  d(», 


de  sorte  que  J  tendra  encore  vers  zéro  |joMr  /  ^  ±  co  et  que  la  iornie  générale 
de  la  courhe  resleia  la  même.  Il  en  sera  de  même  si  nous  prenons  : 

F(  /,  0) j  =  c.osinl:^  (m)  ■+-  sin  /nl'h(  ut). 

Mais  il  pciil  se  Caire  que  le  jiuiiileiiienl  se  Iroin  e  di'plaee.  Siippostiiis,  par 
exemple,  que  les  planètes  se  Iroment  à  peu  prè>  en  conjoiiclion  à  l'époque 
zéro,  de  lelle  laçon  que  /(/a,  w)  soit  beaucoup  plus  grand  pour  /„  voisin  de 
zéro  que  pour  les  autres  valeurs  de  lo',  alors,  si  nous  prenons  F(7,  w)  =  cosm/, 
le  j)ointcmenl  aura  heu  pour  t  =  o;  mais  si  nous  prenons 

F(  /,  w  )  =  cos  ml  cosinu)-  -h  f]u  ml  sin  »iwT, 

le  (lointemenl  aura  lieu  pour  <  =  r.  Si  donc  l  est  très  grand,  la  répartition  des 
planètes  parait  uniforme,  ce  qui  veut  dire  que  J  est  sensiblement  nul,  quelle 
que  soit  la  fonction  F(/,  w)  pourvu  toutefois  que  cette  fonction  satisfasse  à 
la  condition  suivante  : 
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Il  l.inl  (|iir  hi  licriM'c  (/!■   xiil   lime  cl,  |>;ir  (■iiiisc(|iiciil .  pclilr  |iiir  im|)|iiiiI  :'i  /. 
l/iinilormilc    iiosl   cH^jX'iicliiiil    i|irM|i|>iir('iilc,   |iiiis(|ni'  .1    ne    scriiit   |>lu:5    mille 
M  \:\  rouclioii  1'"  lie  salisf'iiisiiil  |(iis  à  cullc  coiidilloii. 

\iiiM   la  (lisliil)uli()ii  |inriiîlra   iiiiiturmc  cl  sans   Iciidiiiicc  >\slcmali(nic  nom- 
il  j;rii.s.sicr;   il   u'\   aura  pas  t\'ori;iini.s(tli<m   npjxtrciiU-.   Va  copeiidanl  il  y 
ra  une  i>ri;iiiitsiilioii  lnleitlc,  car  si  ikuis  prciKins  7   --  /,  cl 


llll    ICI 

au 


l''i  /.  Cl  )  T-—  in/  cos  //(  i'i~  -+-  sin  ////  siii  m  i'i~.. 

iiiiu-  \ii\iiiis  ijiic  .1  11  i'~>l  |ia>  nulle.  Les  iilaiielcs  uni,  a  Ic|miiiuc  zcni,  se 
I  i(Ui\  aiciil  seiisililciiiciil  eu  lij^iic  ilioilc,  se  liciiiM'iil  iiiaiiileiiani  re|>aiiics  .sur 
une  s|iii-ali'.  mais  les  spires  de  celli^  sjjlraie  sont  li'()|i  st'rrée.s  |iiuir  jKMivnir  tMrt' 
iliseei'iK't'S. 

\(ins  |)iiu\()iis  encore  |U'(''seiilei'  la  elnise  s(Uis  un  aiilie  luais.  Siul  \  le 
niiinlire  îles  jilanèles,  iclles  iine  /  el  m  salislasscnl  à  nii  ceilaiii  noniluc 
diiicgalitùs  : 

(  .onsideinns  iiiaiiilenant  les  inégalilés  i/h  fiscs,  c  esl-à-dire  les  inéyalil('S 

cl  siill   \'  le  iKMiil)!!'  des  |ilaiiçles  qui  y  salisliml. 

\iius  sa\(iiis  (|ii  à  l'uislaiil  zéro  les  [jlaiièU.'s  élaienl  seiisil)iemeiil  (-il  conjunc- 
liou.  il  rçsulle  de  ec  (jui  précède  qu'à  rinslanl  /,  si  l  vsl  posilif  el  assez  grand, 
la  \alcur  pi(dial)lç  de  \  sera  ('j^ale  à  celle  de  jN",  |)ouivu  (pie  les  dérivées  do  4>, 
soicnl  limes  el  |iclilcs  par  lappoil  à  /. 

Mais  il  ne  laiidrait  pas  en  coiudurc  11111111  clal  ( /,  oij  es!  précisémcnl  aussi 
probable  que  Tclal  inverse  ( — /,  to);  car  ré};alilé  dos  valeurs  prohables  de  N  el 
do  .\'  ne  suLsisIc  pas  si  les  fouclioiis  <!•/  sont  clioisies  de  façon  que  leurs 
dérivées  soienl  du  inùino  ordre  que  t.  INous  reviendrons  sur  ce  point. 


;S.    —   Le  gaz  à  une  dimension. 

(  )ii  peul  passi/r  iiiiiiicdialciuciil  du  proljlùnie  pn'Ci'dciil  a  un  cas  se  rappro- 
cliant  déjà  un  peu  plus  di>  la  lli(''(jrio  cini'tiipie  diîs  ^az.  Imaginons  un  gaz  formé 
de  lnoléculc^  eiilcrnice>  (hiiis  un  \asc  {'w  loriuc  de  paralli'dépipède  roclanglo. 
I  uiili's  l(;^  lia|c(loircs  de  ses   luidiicules  s(miI    inilialcmeiil  narallèltîs  eiilrc  elles 
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L'I  il  l'une  lies  arôles  de  ce  [jaialli;l(5pipècle  que  nous  prendrons  pour  axe  des  a:. 
Dans  CCS  conditions,  les  molécules  ne  se  cliorpieronl  jamais,  elles  ne  rencon- 
ircronl  jamais  les  parois  du  vase,  sauf  celles  cnii  sont  perpendiculaires  à  l'axe 
des  X,  el,  quand  elles  renconlrt'ronl  ces  dernières,  elles  les  fiapperonl  norma- 
lement, de  sorte  que  leurs  irajecloires,  après  réflexion,  seront  les  mêmes 
quavant  la  réflexion,  mais  parcdunies  en  sens  contraire. 

\(Mis  pouvons  supposer  aussi  fpie  les  ct'iilri's  de  liiiiles  les  moli'Ciiles 
[larcourent  une  même  droiie  qui  sera  l'axe  fies  x:  dans  ce  cas,  elles  se  clioipie- 
ronl,  mais  leurs  cliocs  niulucU  rir  ili,ini;rninl  rien  à  létal  du  gaz.  parce 
cpi'après  s'être  clioquées  elles  écdianucioni  leurs  vitessi;s.  cliaciiiie  iCclh^s 
prenant  la  vitesse  qu'avait  l'aiilre  a\ant  le  (dioc,  de  sorte  que  liiialeiiienl  loiit 
se  jiassera  commr  si.  ;iii  lieu  de  s'être  choquées,  elles  s'i-taienl  lra\ers('es.  Les 
deux  images  S(uil  (■(pii\aleiiles  :  la  seconde  nous  donne  ce  quiui  pourrait 
appeler  un  i;ti:  à  une  (Hnici)sion. 

Soit  alors 


li's  deux  iiarois  sur  lesipiellcs  s  cllriliie  la  iclleXKUi;  soil  ,/  laliscissc  d  une 
moli'Cule  fpii'lr{U\(pie  ;  nous  allons  ddinir  sa  loiii;iliiilc .  el  p(iiir  cela  nous 
ferons  la  convention  siii\anlc  :  à  un  même  |)oinl  silue  à  1  inli'iieiir  du  vase, 
MOUS  pourrons  allriliucr  liidiHiTcmmeiil  la  lonL;ilude  :r  l'fjali'  à  s(ui  aliscisse 
ou  la  lonuiliide  — ./■.  on  ciiidii'  ■>~~i.r.  ou  ciilin  i  l\  77  rn  ./".  l  u  p(uul  sera 
l'Ui  lèreiuenl  delermini'  iiar  sa  lonjiiliidr  cl  par  la  coiidilioii  i|ur  siui  abscisse 
soil  comprise  eiilrc  zcm'o  el  77. 

(  ,i'la  posi'.  la  loiii;ilU(li'  /  d  uni'  molécule  sera  é't;ale  à  son  aliscisse  r.  si  celle 
luolé'ciile  n"a  encore  sulii  aucune  rellexion  depuis  l'mslanl  zé'ro;  on  aura 
/=  —  x  si  elle  a  subi  une  réflexion  sur  la  paroi  x  =  o;  on  aura  /=  277  —  x  si 
elle  a  subi  une  réflexion  sur  la  paroi  x  =  r..  Plus  généralemenl .  on  aura  après 
un  noiiilire  quelconque  de  réflexions  : 

/  =  )  K  n  -1-  c  /■, 

£  i''tant  (''gai  à  ±1.  el  K  à  un  entier,  el  de  telle  façon  que  i  cliange  de  signe  à 
chaque  n'-flexion,  el  ipie  Iv  ne  change  pas  après  une  rellexion  sur  .r  =  o  et  se 
change  en  Iv  —  s  après  une  rellexion  sur  x^~\  £  l'Iant  la  \aleiir  de  celte 
ipianlilc'  avant  la  ndlexion. 

Dans  ces  conditions,   comme  la   \itesse  d'une    mob^'ciile    quelconque  reste 
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l'oiislaute  en  i;r;uiiii'ui'  cl  cluinge  de  signe  à  chaque  réflexion,  la  dérivt'e 

(U  _ 
dt  ~  "' 

reste  conslanle  ponr  cliaijiie  molécule. 

(  11  va  sans  ilire  que,  si  j'adojile  la  seconde  image,  celle  tlu  gaz  à  une  diiiien- 
sidii  (111  les  molécules  écliangi'nl  leurs  \iiesses  quand  elles  se  clioqmail,  la 
[iroposllioii  prccc'ilcnle  ne  sera  vraie  (jue  si  l'on  comicnl  d'allriliMer  à  <diaque 
mdh'cule  une  individualilé,  qu'elle  échangera  avec  celle  de  sa  \oisine  au 
moiuenl  du  choc,  de  la  même  l'açoii  qu'elles  échangent  leurs  vitesses.) 

L'extension  en  phase  est  encore  représentée  par  /  dl  ddi. 

Les  lois  du  niou\cmeni  de  nos  molécules  sont  donc  les  mêmes  que  celles  des 
])lanètes  dans  le  paragraphe  pi-écédenl;  il  est  inutile  d'y  revenir;  nous  voyons 
entre  autres  choses  que,  quelle  que  soil  la  distrihution  initiale,  au  bout  d'un 
temps  suffisamment  long  le  gaz  paraîtra  homogène. 

Mais  jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  les  molécules  gazeuses  n'étaient 
soumises  à  aucune  force  extérieure.  11  convient  maintenanl  d'étudier  l'influence 
d'une  pareille  force.  Supposons  ([ue  chaqiu^  molécule  soit  soumise  à  une  force 
exté'rieuie  de  telle  façon  que  l'on  ail  : 

d'-x       d^ 
dt-         dx 

<!>{x)  élanl  la  fonciKin  îles  t(uces;  nous  pouirons  apjjeler  cette  fonction  des 
forces  ri'((j,  en  con\enaul  tpie  'y(/)  =r)'(/),  si  /  est  comjjiis  entre  zéro  et  r..  cl 
(|ue  r/'(  7)  ^  ofalvTT  ^ /),  si  2ls.7r±/  est  compris  entre  zéro  et  tt,  el  alors 
rcqiiiiiioii  (In  iikiii veulent  (Jevien!  : 

c/i.i         d- 1         d-  r, 

'di  ^  dr  ^  ~dF-^ 

cl  I  (•(pialKiii  des  lorccs  \i\('s  s'('Cii l'a,  eu  iiosanl  0  = — 2//', 

'.)„  (''lanl   une  conslanle  |(Our  chaciiuc  d('->  iiKili'cnle'-. 

Si  n()U^  luli'grons  les  équahoiis  du  moiixcmenl,  nous  Ironxerons  : 

en  posant 

«  ==  Cl,,/  +  Ç„, 
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Ho  l'iani    mic   iiumollr   ronslaiilc   il"iiiU'i;riilion.    Soil    alors  y^ï,,,   'jJo )  c/£o '/wo  1l' 
nomhre  des  molécules  pour  lesquelles  les  deux   couslanles   d'iiiléi;rati(>n  sont 
resjiectivement  comprises  entre  £u  et  'io-^  (lin  <'l  entre  uo  et  oi,, -|- c/'.iu. 
l'"(ii'uioiis  aloi's  rinl('i;rale  : 

J  =    /  oos(  m  E  -h  /(  i/'i  Çii,   (Ou  k/;,]  ^Ao|,  ; 
l'iutci;!"!!  i(Ui  [lar  [lailics  lions  (huiaiTa  encore  : 

J  = /   sin  I  m  l  -k-  Il  )  -r—  i:/Eii  rAon. 

////  .  '  ^Aoi, 

ce  qui  montre  ([ue  ,)  tend  \  i»rs  zéro  pour  <  ^=  ^  oc  .  Cela  sii^nilîe  que.  au  l)Out 
d'un  temps  t  sulfisammeiil  long,  le  nonilire  ou  le  nombre  probable  des  molé- 
cules contenues  A  l'intiTieur  d'un  certain  domaine  est  repi('sent(''  par  1  intégrale  : 

étendue  à  ce  domaine,  il'"  étant  seulement  fonction  de  too.  Dans  le  cas  parti- 
culier où   il  n'y  a   pas  de  corps   troublant,   et  où    0  =:  û,   coo=w,   ^  ^ /.    nous 

écririons  N^  /  ÇidldM,  où  Q.  dépend  seulement  de  i>>.   Il  faut  transformer  cette 

intégrale  en  revenant  aux  variables  /  et  oiq.  On  trouve  : 

JN    =     /      —rr  cil  llM„    =     I       ■ llllli'lu    =     1      (Il  llM... 

On  en  déduit  égalemeul  \  ^  j  il  "   (// f/',i.  ce  cpii  mmuiIic  (pie  il  "    n'est  autre 

chose,   à  un  facteur  constant  près,  que  la  fonction  P  du  paragraphe  1. 

l'our  une  même  valeur  de  oiq,  la  densité'  du  gaz  est  donc  inversement  projxu- 
tionnelle  à  \  m^  —  0(/),  c'est-à-dire  qu'elle  est  dautant  plus  grande  que  0(/) 
est  plus  grand.  Donc  le  gaz  se  condense  dans  la  partie  où  la  tVmclion  des  forces 
est  maxinuim  ;  si  par  rxemph^  la  force  agissante  est  la  pesant(nir,  le  gaz  se 
condense  vers  le  liant.  C'est  là  une  propriété'  paradoxale  îles  gaz  à  une 
dimension. 

Mais  nous  devons  observer  quelle  n'est  vraie  cjue  si  toutes  les  molécules,  ou 
du  moins  la  plupart  d'entre  elles,  vont  d'une  paroi  à  l'autre.  Il  n'eu  serait  jias 
ainsi  si  u\  était  plus  petit  que  le  maximum  de  0(/)  :  dans  ce  cas,  on  ne  pourrait 
donner  à  /  que  des  valeurs  telles  que  0(7)  soit  plus  jk'IIi  que  oj|j  ;  il  v  aurait  une 
ri'nioii  du  vase  où    il   w' \  aurait   aiieiine   inoli'Ciile  admi'tlant  cette  valeur  de  oi,,. 
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el  (ce  sérail  la  roj;ion  lutûriciui'  dans  le  cas  de  la  pesanlciirj  une  autre  région 
nn  il  V  on  aurait,  mais  avec  une  clensit('  variable,  la  densiii''  rrois'ianl  à  iiiesiii'c 
([non  SI'  rapproche  de  la  limite  des  i\e\[\  r('i;i()ns. 

liinl  (l('|iciid  dimc  du  iKiiidiii'  des  mh)I(''CuIcs  ikjmi'  IcMiiudlcs  la  cousliiiilr 
d  inli'i;rnliiin  csl  CdUipi'isc  l'iilic  'ri„  cl  Mh -|-  '/'.i(i.  Ce  iioiuliic  csl  dciunc  piii'  l;i 
Idiinulc  iircci'dciile.  cini  dcNiciil   : 


^^^,//. 


i  -0(/i 

Donc  loni  dr'peud  de  hi  lonclion  li  "  ,  cl  on  conçoit  <nron  puisse  cluiisir 
celle  fonclKHi  de  telle  façon  (|ue  le  i;az,  sous  rinfluence  de  la  pesiinlcur,  par 
exemple,  se  condense  vers  le  l)as,  cl  non  pris  vers  le  liant  du  vase. 

•1.    —    Variations    d'un   gaz   à   une   dimension. 

I.ii  torce  qui  enijcnilrc  la  louclion  des  forces  0(/)  esl  il  ne  à  l'action  des  corps 
extérieurs;  si  la  position  de  ces  corps  cxl('iieui  s  varie,  la  fcuictlon  0(/)  variera 
i'ïï;alenient  cl  il  eu  sera  di-  m(''me,  par  cons('fpienl ,  de  Vr[:t\  du  i;:i/,.  Nous  suppo- 
serons, pour  siinpiilier,  un  >.eiil  ciirps  ('xlerieur  (.  :illii';iiil  le^  molécules 
j;azeuses  d'après  la  loi  de  \euliui  ou  nue  loi  analogie. 

.Supposons  ipje  le  (■(ups('.  soil  d",il)oril  liop  idoiiçae  piinr  exercer  aucune 
action;  al(Us  0(/)  esl  nul.  el  au  luuil  d  nu  leriips  siiflisaiiiiiieul  lonj;  la  dislri- 
l)Ulion  des  molc'Culcs  deviendra  lioiiiotiène,  el  sa  densilé  dans  le  vase  sera 
constante. 

\  ri'pocjtie  /„,  j'approidie  luiis(|iieiiienl  le  corps  C;  la  fonction  0(/j  cesse 
d  T'ire  nulle:  an  hoiii  d'un  lemps  MiflisanI,  les  molécules  vont  prendre  une 
nouvelle  disliiluilioii  (li'liuie  par  les  einialions  du  paragraphe  pn'c<'dent.  Si 
nous  supposons  que  loiiles  les  iiioiecnli's  soieul  aniini'es  de  vitesses  assez 
grandes,  les  coiislaiiles  ',)l  seiinil  lonles  pins  grandes  (jue  le  maxiinuin  de  'J(  /), 
el  alors,  en  vertu  du  n'-sultal  paradoxal  deiiionln''  au  paragraphe  précédent,  la 
densili-  du  gaz,  dans  sa  distriijulion  finale,  sera  d'autant  |)liis  grande  ipi'on  sera 
dans  une  région  du  vase  plus  (jloignée  du  corps  (]. 

A  l'é'poque  t,,  j'éloigne  hiLisqneiiieiil  h;  corps  C;  la  (onclion  0(/)  ledevienl 
nulle,  et  au  houl  d'un  lemps  suffisant,  la  distrihiilion  des  molécules  redevient 
iiomogène.  Quand  nous  avfins  approché  le  corps  C,  ce  corps,  attiré  par  les 
molécules  gazeuses,  a  snhi  un  tia\ail  positif  tendant  à  accroître  sa  force  vive; 
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;iii  ((inlraliM',  qiiaïul,  à  l'époque  ti,  nous  iivoiis  écarté  ce  corps,  il  a  subi  un  Iravail 
négatif.  Mais,  en  valenr  absolue,  le  travail  positif  est  pins  grand  que  l'autre.  Eu 
effet,  à  l'époque  ta.  la  densité  du  gaz  était  homogène  ;  au  contraire,  à  l'époque  ^i , 
elle  était  plus  grande  dans  les  parties  du  \ase  les  plus  éloignées  île  C  :  le  gaz  en 
moyenne   s'était   écarté   de  C   et   exerçait  sur  ce  corps  une  attraction  moindre. 

I,e  Iravail  l(il;d  des  forces  appliquées  à  C  est  lionc  positif,  et,  en  \ertu  du 
principe  de  la  conservation  de  r(''nergie.  il  iaul  que  la  température  du  gaz  ail 
diminué.  Il  \  a  donc  eu  Iransloruialidii  de  cliiileur  en  Iravad.  Ce  résultat 
sendjje  en  ccuilrailieliiui  avec  le  piincqie  de  (.aruol.  Mais,  Jjien  entendu,  celte 
conti-adictioii  ii  esi  qu'apparente.  Dans  un  gaz  à  unv  dimension,  soustrait  à 
loule  action  exteiieure,  les  ludleeulej,  ecin>er\c'ul  leur  \ilessc  initiale  '.i;  il  ii  v 
a  dune  pas  de  tendance  à  la  réalisation  de  la  loi  de  Maxwell.  I  .a  lonclion  ipie 
nous  avon^  appelée  12  au  iiaragraplie  |in'eeiliMil  peut  être  choisie  d  une  lai'on 
quelconque,  et.  une  lois  ihoisie,  elle  re-le  indi  liiuiuenl  la  iiiènie.  Si  nous 
approchions,  puis  que  nous  (doignious  le  e(ir|is  (  ,,  la  lonclion  il  n  est  plus  la 
même  après  l'opération.  [,es  \  itesses  oi  uni  iliiuiuiie  <'n  iiiu\enne,  j)uisque  la 
température  a  baissé,  mais  île  plus  elle-,  uni  eu  uni'  lendance  à  s'i'galiser,  et 
cela  fait  compensation.  Tenl  nipie  du  gaz  diqieiidant  non  Mulemeiil  delà  leiiipe- 
rature,  mais  encore  de  la  luneiion  il.  e"i'st-ii-diie  de  la  i'acun  thuii  les  \ilesses 
sont  distribuées. 

(jcla  nous  muulre  en  miMue  temps  ipie  les  propriétés  paradoxales  du  gaz  à 
une  dimension  sont  intimement  liées  à  la  constance  des  vitesses,  c'est-à-dire  à 
cette  indc'pendance  des  iiioh'Ciiles  qui  lait  (pie  ehaiiiiii'  délies  i(Miser\e  sa 
vitesse,  sans  elienher  à  la  melire  d'ai-coiil  avec  celles  de  .ses  \oisiiii-s. 

Bien  qui'  le  phénomène  se  présente  sous  une  forme,  pour  ainsi  dire,  inverse 
de  la  forme  habituelle,  il  n'en  est  pas  moins  irréversible,  et  il  \a  par  consé- 
quent nous  permeltre  de  mieux  analvser  les  causes  de  l'irréversiblliti'  univer- 
selle. On  serait  tente  de  raisunner  cuiiime  il  suit  :  quel  est.  à   1  époque î 

le  nombre  probable  .N  des   molécules  donl   la  longitude    /  et  la   constante  'ii„ 
satisfont  à  un  certain  nombre  d'inégaliliVs  : 

*'(^'S)>"^ 

Il  sera  représenté  par  l'intégrale  : 

N  =  /  " —  dl  cImo, 

H.  P.  —  IX.  '0 
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t'Iciuliic  (111  (liiniiiiiu'  (li'liiii  par  ci's  in(''t;alili'S.  Cumnie  0(/):::=0( — /),  cellt" 
iiilégraK'  in'  cliaugera  pas  ([uaiid  ou  rcMiij)laceia  nos  inégalités  par  les  inégalités 
inverses  : 

*,(  —  /.  ">,i  »  >  "• 

On  M-r.iil  Icnic  dr  (■(inclure  (jiic  l'élal  ( /,  'ii(,)  es!  |)réciséni('nl  aussi  piolialilc 
(pic  1  ('la!  mviTsc  ( /.  '.i,,  )  où  les   niolccnlc-.   (icciipcnl    les  nKMncs   positions,  mais 

a\ec  lies  vitesses  de  sens  conlrairc.  Or  si,  à  l'inslanl    -^ — — )  nous  renversons 

ainsi  toutes  les  vitesses,  le  j;az  passera  par  les  nu'Mnes  étals  (pie  dans  riiv|>ollièse 
priiiiili\e.   mais  dans  l'ordri'  inverse,   e  est-à-dire   (pie  1  Clal   (pTii  avail  dans  la 

pri'ini(T('  li>  pol  lii'se  à  l'inslant '-  -\- li .  il  l'ania  dans  la  dcn.VK'iiic  li\  |i(jllièse 

à  l'instant '■  — //.    I.n    |)aili('iilici-.    an  lien  dVMic    pins    cliaiid  à   I  époque  la 

(pi  à  I  ('po(pi('  ti.  il  sera  plus  iroid. 

11  V  aurait  donc  réversibilité,  et  le  plnhioniène  inverse  serait  précisément 
aussi  probable  que  le  plienoinène  direct.  Mais  il  n'en  est  rien.  Nous  scu'ons 
que,  à  l'époque  to,  le  gaz  avail  une  densité  homogène;  pour  que  les  états  {l,  coo) 
et  ( — /,  Wo)  soient  précisément  aussi  probables,  il  faudrait  que  le  nombre 
probable  N  défini  plus  haut  ne  changeât  pas  quand  on  change  /  en — l.  Or 
cela  n'est  vrai  cjue  si  les  dérivées  des  fonctions  4»,  (premiers  membres  des 
inégalités)  sont  finies;   cela  ne  sérail   pins  \iai    si  elles  sont  très  grandes,  de 

l'ordre  de  rinler\alle "  •   Ces!   ce  que  nous  a\ons  déjà  expliqué  à  la  lin  i\n 

paragraphe  2,  et  c'est   ce  qui  e\|di(pie   le  paradoxe.   Si,   à  l'inslant '-^   le 

svstôme  n'avait  ni  organisation  ap|iai'ente,  ni  organisation  latente,  les  deux 
élats  in\ erses  seraient  égalemeni  probables.  Mais,  s'il  perd  prompteinent  loiile 
organisali(ni  a|)|iareiile.   d  conseiAc  hjnglenips  une  organisalion  latente,  et  il  ne 

la  perdrait  que   si    le   temps élail    coinparalile   à    ce   (jiie    j  ai    apjxdé   an 

paragraphe  H  le  Iciiips  (Jf  ii'iour. 


,j.    —    Calcul   complet   dans    un   cas   particulier. 

Mais,  avaiil  d'aller  plii^  loin.  |e  \ais  clieicher  a\ec  |)liis  de  détails  ce  cpie 
devient  la  distribniidii  dc^s  vitesses  après  le  processus  que  nous  venons  de 
décrire.  A  linslanl  /„■  h'  nombi'e  des  mol(''cnles  salislaisanl  à  ceilalnes  in(''i;a]ili''s 
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est  représenté  par  l'intégrale  : 

/  Q  dl  rfw, 

élenduL'  \\w  domaine  défini  par  ros  inégalités,  el  i2  nf  dt'pcnd  que  de  o). 

Arinslanl/],  la  longiliidc  cl  la  vitesse  de  la  iiiiilr'culc  (qui  ('laienl  /cl  w  à 
l'époqne  tu)  sont  devenues  /'  cl  w',  cl  l'on  a 

(.y--f-  0(7)  =  (.)■■- -H  0(  /'  I. 

La  distribution  se  fait  maintenant  en  raison  inverse  de  la  vitesse  &)';  ainsi  les 
Hdlddi  molécules,  dont  la  longitude  el  la  vitesse  étaient  à  l'instant /o  comprises 
entre  /  el  I  -\-  dl  et  entre  co  et  co  +  dui,  sont  maintenant  réparties  de  façon  qu'il 
y  en  ail 

,  dl'  dl  dm 

dont  la   longitude  soit  comprise  entre   /'  et  l' +  dl' \  K  est   une  conslanle  ne 
dépendant  que  de  /  cl  de  (o,  el  l'on  a  par  conséquent  : 


(I) 


,.  r-''di' 


ce  qui  détermine  Iv.  Le  nombie  des  molécules  dont  la  kingitude  et  la  vitesse 
sont  à  l'iuslanl  /,  (■()iu|)ri>cs  cuire  /'  et  /'+  dl'  et  entre  rW  cl  0)'+  dot'  est  alors  : 

,  •  1\  dl'  dl  d,.t  _   /  ■  l\  '//'  dl  d,.> 

On  (loil  intégrer  par  lapporl  à  /  seulement  de  z(''ro  à  27r;  si  l'on  veut  le 
nondjre  des  molécules  dont  la  vitesse  e>l  comprise  entre  w'  et  (>>' -\- doi' ,  on 
intégrera  de  zéro  à  27:  par  raj)porl  à  /  cl  à  /' ;  le  résultat  de  cette  intégration 
devra  s'appeler  :  znQ!  du)',  d"où  : 

//  dl' 


(a)  -«'=/^ 


et  nous  Icra  Cdunailre  la  iiouv(dle  ré[)arlition  des  vitesses. 

l'uur  pouvoir  pousser  le  calcul  jusqu'au   bout,   nous   allons  supposer  0   très 
petit;  nous  écrirons  0  et  0'  au  lieu  de  0(/).  0(/'),  et  nous  supposerons  : 


^'"0  «'/  =  ,,,  ^'"o-^  .//  =  •' -AS 
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(•"osl-ii-diiL'  i|ui'   \-'  M'iM  In  viilciir  riioxrmir  ilc  0'-'.  Dans  cos  ronflilions,  il  vient 

1  1         I    0  —  0'        3  I  II—  0'  I- 


(.)         (.)        ■»       (-)-' 


H  r.)- 


l'I  1  ('([ualioii  I  I  I  (loiiiic  par  ri)n^i''([ii('nl  : 


■.  -        -() 

!•)  Cl-' 


>l  DU  : 


K  = 


<)(.) 


3^  e^-^A-n  ^  ,,_ 
1       '■'■    J 


O-'  3  O-'^-  A  2 


>  Cl-  I  (-1  ' 


Mais  il  laiil  iiiainlenani  s'rH'Drccr  (rdlilcnir  ru  loïKlidii  di'  o/,  /  ci  /'.  Nciiis 
>a\uii5.  inii'  a  (■■.!  Ion  ri  ion  de  m  m'uIimuimiI  ;  nous  |)ou\  ons  I  l'crirc  li(  oi  ),  cl  nous 
poserons  alors  : 

li(  (.)")  =  L>„, 


di>{M'  I 


r/-L'(  |.l'  I 


i/ ■>'  r/i't- 

NoHs  auidUs  alors  a\<'i'  Ir  uii''UH'  iloj^rc  ira|)|)i'oxiiuntiou  : 

()'~  0        t>i  (  0'—  0  r^        Q..  (  0'—  0  1'^ 


:>.  0)  S  Cl 


.',  Ci  • 


!■!  irailirins  ;i\iT  iiu  dc'i;!-!'  de  uiOLUS 


_T_  _  j 0'—  0  _ 

(ij-  C)    -  Cl'''         ^ 


d  où  liiialiMiicnl 
K         i 


l|  Oi  0'"    (I  I  ()-■  3  H' -h  \^ 


./■•  .'i  !•>'■■         S        c,  '        I 

(,'_()     (()'—())-     (ir  — o,io  I      Do  (0'— Oj-^ 


d  où .  [par  rcijiialioii  (2)  : 


on,  ce  (lui  iv\ic-iil  an   iiirinc  : 


«(.)'•' 


D,A^        n.,A^ 


.'(  <o  ■ 


li-       Hci'^ 


,/,c/: 


li'  =  î>„-h  A- 


••/ci'     4  <"'" 


•II'    iiHjtb   colli'    i'X|iicssiciii    sons    irllr    di'inirri'    t'oiinc   alin   de    Nérilicr    i|nr, 
comme  il  convii'iil.  le  uoiuhrc  lolal  des  inoli'cnli's  n'a  pas  rliîingé. 

Soicnl  V  et  \  '  la  forcer  vivo  aux  inslanl-,  /„  cl  /|,  de  sorlo  rpic  \  =  9.r.  j  il',)-  tl',\ 
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un,  eu   Lliiiiii;(Miil    w   eu   w'  uL  il  ou  iio,  ce  qui   csL  un  Muipk'   cliiingeuieul   de 
uotation  : 

V  =  2  ;:  /  tiui')'-  '/(•/,  V  =17:  l  Ci'ci'-  r/o'  ; 


1  vieul  |):ir  iul(';^'nil ums  pjir  [Kulics  successives  : 


kkJS.-^ 


ee  i[Ul  couliiiiir  le  |iiiiiiili)\c  si;;uiili'  plus  liiiul.  ( )hsi'i\i)iis  laiilcjois  que  ce 
irsultiil  11  csl  \  r:u  (|uc  m  il  ol  dn  imIiIc  |iiirfj)-'  ;  s:ius  cclii  l'inlej^iiile  |iiéit'd('Ulr 
Il  csl  plus  liuic  il  eaust'  de  la  préx'ucc  tle  oj'-  au  tlcuuiuiualeiir.  l'iiis  j^éïK'rale- 
iiieul,  eiivisaj;e()ns  d'aulres  l'uurliuus  aualo^ues  à  la  loici'  \\\r.  v\  sitll,  eu 
(k'signaul  par  ta  une  foucliou  (pudcuiKpic  de  oj'  : 

V=  I   S}„:(t./)r/t./.  V'=  /  S>'9i  o/ir/c)'; 

(lu  aura   : 

\  ■—  V  /•      ,    <),  r       z.'  dv) 


/    or/— i;  =-  /    1.',  ^^-r:^  =  /    L>„rAo    —    ^^  ; 


de  sorle  ciiie  \  ' —  V  <"  u  si  -r-,  ~-t-  esL  cousiaïuineut  uéualii.  Si,  par  exeiuijle  : 

'  aoi    ,'i  M  -  D  I  1 

,.    ,..    .  o'  k     ...  (/       s'  Kl  K  —  3  I     ,.-    . 

'  '  4o)-  i  '  rfi.i'    ^i,)'-'  4 

Si  k  esl  pair  el  >  o,  celte  ex.pressiuu  esl  couslaiiiiueul  pusiUve.  l'ius  yéuérale- 
lueiit,  conslruisons  uue  courbe  eu  prennul  pour  abscisses  (,/■'  et  pour  ordon- 
nées cp,  tout  dépendra  si  la  C()u\ exile  de  la  courbe  esl  ou  non  tournée  vers 
l'origine.  Toutes  ces  fonctions,  sans  élre  lentropie,  jouissent  doue  dans  ce  cas 
particulier  de  propriétés  analogues. 

Faisons  maintenant  le  calcul  avec  reiilrnpie  : 

/  P  log  P  rfx  =  I  P  log  P  dl  dx-i  ; 

comme  12  est  proporliunnel  à  P  cl  ne  dépend  pas  de  l,  elle  esl  liée  par  une 
relaliou  linéaire  à  l'intégrale  /  î21ogi2</&j;  mais  celle-ci  peut  s'écrire 

I  UologOofAo', 

car  ou  passe  de  l'une  à  1  aulre  en  cliangeaul   oi  en  '>>',  c'esl-à-dire  par  un  simple 
changement  de  nolalioii. 
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Son  accroisseinenl.  en  posant  iî  =  iio  +  ôii,  sera  : 

/  (1+  logiio)SQ<^(./=  A=   /  (i-l-logQo)a?j^  , 
OU.  en  intégrant  par  parties  : 

—  A-  /  r— t:,    -7^— =  — A--  /       r-       iior/M  <  o. 


(;.  n.  F.  1). 


(i.  —   Étude  de  l'entropie. 

Ainsi  l'entropie  va  sans  cesse  en  diminuant,  de  môme  que  la  force  vive.  Mais 
il  importe  de  remarquer  que  le  résultai  relatif  à  l'entropie  est  beaucoup  plus 
j;éiiéral  que  celui  qui  se  rapporte  à  la  force  vive.  Ce  dernier  n'est  vrai,  nous 
l'avons  \u,  que  si  l'on  suppose  les  vitesst's  initiales  assez  grandes  pour  que  l'on 
soit  assuré  que  toutes  les  molécules  iront  dune  paroi  à  l'autre.  Revenons  au 
contraire  à  l'entropie,  que  nous  définirons  par  l'intégrale  : 

Il     l'lllgPrf/rf(0, 

étendue  au  vase  entier,  P  étant  choisi  de  telle  façon  que  la  probabilité  pour 
ipi'une  molécule  soit  dans  un  domaine  quelconque  représentée  par  l'intégrale  : 

IJ  P  dl  ch>  =  I  V  ,1-, 

étendue  à  ce  domaine. 

.le  supj)ose  (jue  In  fonction  I*  M)it  une  Rmction  (pielconque  assujettie  à  être 
|i()^ilive  cl  à  lii  coiidilEdU  Mnii|iie  : 

//  1'  1//  i/in  =  const., 

et  je  clicrclie  (jiiel  est  le  iiiiiiiiniiin  de  lintégrale 

//  PI.,- ['.//(/.... 

Les  deux  intégrales  sont  supposées  élendue.'r  à  nn  même  domaine  D.  11  est 
aisé  de  voir  que  ce  minimum  sera  atteint  quand  la  fonction  P  sera  constante  ; 
et  cela  resterait  \  rai  si.  nu  lieu  de  I'  big  1',  nous  a\  imis  une  fonctinn  quelconque 
de-  P  diinl  hi  dérivée  seconde  soit  positive. 
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Cela  pos('',  supposons  d'ahord  noire  gaz  soustrait  à  l'aclion  du  corps  trou- 
blant ;  s'il  est  ainsi  abandonné  à  lui-même  depuis  assez  longtemps,  la  fonction  P, 
comme  nous  l'avons  vu,  ne  dépend  plus  que  de  w.  Approchons  maintenant  le 
corps  troublant;  on  aura,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  w-+0(7)  =  toj 
(too  étant  une  constante  pour  chaque  molécule),  et  pour  le  nombre  probable  N 
de  molécules  contenues  dans  un  domaine  quelconque,  après  que  le  régime  s'est 
établi,  c'est-à-dire  à  l'instant  appelé  plus  haut  ti  : 

/'fi'»' t'i„  r 

N=    j    — ■  dh/M„=    j    '.}'»•  r// ,/o), 

12'"'  dépeudaiil    sculcinciil  de  '.ig.   On  a  donc,  à  l'iiistaul   /,,  1'=  '■^—,  si  v  csl 
le  nomltrc  tulai  des  molécules,  ut  P  ne  dépend  plus  que  de  oio. 

Si  donc  nous  appelons  P  la  valeur  de  la  f'onclion  P  avant  qu'on  approche  le 
(•orps  troublant,  et  Po  ce  que  devient  celte  môme  fonction  quand  on  a  approché 
ce  corps  et  qu'on  a  attendu  l'c'tablissement  d'un  régime  stable,  P  d(''nendra 
seulement  de  &)  et  Po  <le  : 

'•'o  =  V  (■)■-  ■+-  Il  /  I. 

Soit,  D  le  domaine   tel  (pic   w,,    soit    coMi|iris    ciilrc    clciix    valeurs    inliiiinicnl 
voisines  Wo  et  (.)()  +  d',)t,,  riulégrale  : 


.//■'• 


//  ,h.> 


qui  représenli'  la  probabilité  ])oiii-  qu'une  molécule  soit  contenue  dans  ce 
domaine,  ne  cluingera  pas,  puisque  o),,  est  une  constante  i)Oiir  chaque  molécule. 
(  )ii  11  donc  : 

Ij    \-  ,//,/,.,  =  Il    \\,d/r/,;. 

iMais  P„  ne  dépendant  que  de  '.i„  sera  constani   dans  ce  domaine  ;  on  aura 


tionc 


//    Vlo^Vr/ldo,  jj'\'„\ogV„,//do,, 

les  intégrales  étanl  étendues  au  domaine  I).  lu,  comme  le  \.ise  IcmiI  entier  peul 
être  décomposé  en  domaines  tels  que  D,  la  même  inégalité  subsistera  quand  les 
intégrales  seroul  eleiidnes  nu  vase  entier,  ce  (|ui  xcnl  dire  (Mie  l'entroiiie  ;i 
diminué. 

Eloignons    inaintenant    le    cmps    Iroiibianl,    cl    soit    i'i    ce    que    ilevient    la 


6o8  RÉFLEXIONS   SUR    LA    THÉORIE   CINÉTIQUE    DES   GAZ. 

Iiiiu'liou  l'  (|iMiiil  If  i;ii/  (\  (If  H(Mi\  i';iu  Ml  Ici  ni  un  cLil  de  ici;iiiic  >liililc  ;  iikii>  !', , 
(11'  même  (|iu'  la  IducIiou  |)iimili\('  I',  scrii  ioiu^lidii  ilc  m  sciiliîmeiil  (et  non  piis 
lie  W(i  beulemeul,  comme  Félaill'oj.  Si  D|  est  K;  domaine  Ici  que  w  soit  compris 
entre  deux  valeurs  infînimenl  voisines  co  et  m  +  ^/w,  le  nombre  des  molécules 
^•(lnl('nlle^  d;uis  ce  domaLuc  ne  clian^rra  pas,  de  sorte  (Mi  en  raisounanl  loul 
à  tail  comme  nous  \enons  de  le  laire.  on  xcriail  cnie 


.//■ 


I'„Io.l;  \\,fJI,U.>        //   !•,  lus  I',  ,11 ,1, 


II'-' 


les  intégrales  claiil  elriidiK^  soil  au  domaine  l),,  soit  an  \ase  loul  entier,  ce  qui 
\enl  diri'  (jne  lenirnpie  a  encore  dimiiun''.  \insi  le  latscjunemenl  j;énéral  de 
(iililis  s  a|)pli(pie  au  cas  part  iculier  ipii  nous  ociiipe  ;  il  n  y  a  pas  d'exception, 
et  I  entropie  \a  lon|oiirN  en  diminnanl. 


7.  —  Gaz   à   trois   dimensions. 

Il  l'ésulle  de  ce  (pii  ])récède  que  i'eiitrojple  diminue  dans  Ions  les  cas.  tandis 
(pie  la  lorcc  \i\c  diminue  seulement  si  les  lonclions  il  cl  0  satislonl  à  ccilames 
conditions. 

Avant  d'aller  plus  loin,  observons  que  l'on  oliticndrait  un  f;az  jonissanl  de 
Iciiitcs  les  |U'opriélés  du  l^az  à  une  dimension,  si  I  cm  enlerimul  des  molécules 
dans  1111  \ase  avant  exactement  la  lipiine  d'iin  paialléliîpipède  rectangle,  et  si  ces 
inolecnles,  ;i\iint  un  ra^ou  d  action  inliiiinienl  petit,  ne  se  clioquaienl  jaiiiais. 
Les  projections  de  ces  molécules  sur  un  axe  parallèle  à  rime  des  arêles  du 
parallélépipède  se  comporteraient  alors  exaclemeiil  comme  les  molécules  d'un 
gaz  à  une  flimension. 

P«e\eiioiis  mainleuiint  au  i;az  à  li(jis  dimensions  ;  supposons,  par  c(jnséqueiit, 
que  le  vase  oit  une  lornie  (pielcoiupie  et  (pie  les  molécules  puissent  se  (lioqiier. 
Dans  le  cas  précédent,  chaque  molécule  (au  moins  tant  (pi'cui  n  approcliail  pas 
un  corps  troublant)  conservait  sa  force  vive  (et  môme  le  carré  de  l'une  Cjuel- 
conqiic  des  trois  coniposanles  de  sa  vitesse  demeurait  constant).  Ici  il  n'en  est 
[)Ius  de  ni('^me  ;  le.s  chocs  des  molécules  l'ont  varier  leurs  vitesses  ;  la  force  vive 
de  (  hacune  d'elles  est  variable  ;  c'est  seuleineut  la  somme  de  toutes  ces  forces 
vives  (nji  est  coiisliinlc.  |  )e  i;i  |,i  ililliTence  essenliidle  (piil  \  a  enire  les 
deii\  cas. 
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Supposons  qu'on  approche  le  corps  troubhinl  el  que  6  représente  comme 
tout  à  l'heure  le  double  de  l'énergie  potentielle  due  à  l'attraction  du  corps 
troublajit  sur  l'une  des  molécules. 

L'équation  des  forces  vives  s'écrit  alors  : 

2(0)-+  0)  =  const., 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  molécules.  Nous  pouvons  alors  appeler  Pô 
la  probabilité  pour  qu'une  molécule  soil  contenue  dans  un  petit  domaine  ô. 
et  nous  avons  les  deux  équations  : 

2P3  =  const., 
SP((.)2+  6)5  =  const., 

dont  la  seconde  est  l'équation  des  forces  vives,  tandis  que  la  première  exprime 
que  le  nombre  des  molécules  est  constant.  Alors  le  régime  sera  atteint  quand 
l'entropie 

i:(PiogP)o 

sera  minimum,  ce  qui  arrivera  évidemment  quand  on  fera  : 

P  =  a  e-iit^'-t-'J), 

a  et  b  étant  deux  constantes  positives  faciles  à  calculer  quand  on  connaît  la 
masse  totale  et  l'énergie  totale.  C'est  là  l'équalion  de  l'équilibre  isolherniique 
de  notre  gaz. 

Supposons  alors,  comme  plus  haut,  qu'on  approche  le  corps  troublant  au 
temps  ^0,  puis  qu'on  l'éloigné  au  temps  ti  ;  au  temps  <„,  la  densité  du  gaz  sera 
uniforme  dans  tout  le  vase  ;  au  temps  ti,  on  aura  : 

P  =  oe-*'w2-f-0)^ 

et  la  densité  du  gaz  sera  proportionnelle  à  e~''^  ;  elle  sera  donc  d'autant  plus 
petite  que  0  sera  plus  grande  ;  c'est-à-dire  que,  dans  le  cas  de  la  pesanteur,  elle 
sera  plus  petite  en  haut  qu'en  bas.  C'est  le  contraire  de  la  conclusion  paradoxale 
où  nous  avait  conduit  l'étude  des  gaz  à  une  dimension.  Et  il  en  résulte  encore 
que  le  travail  dépensé  pour  éloigner  notre  corps  troublant  au  temps  ti  est  plus 
grand  que  le  travail  gagné  quand  on  l'avait  approché  au  temps  t^.  Le  gaz  s'est 
échauffé  et  nous  avons  perdu  du  travail,  ce  qui  est  conforme  au  principe  de 
Carnot. 
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8.  —  Cas   des  variations  rapides. 

Afais,  diuis  loiil  ce  ([ui  précède,  nous  ;i\i)iis  toujours  supposé  tjuc,  quand  on 
a\;iil  approché  le  corps  troublant,  on  laissait  au  régime  le  temps  de  s'établir 
a\anl  tle  l'éloigner  de  nouveau.  Les  résultats  subsisteraient-ils  si  on  n'attendait 
pas  pour  l'écarter  rétablissement  d'un  nouveau  régime  stable?  Le  raisonnement 
de  Gibbs.  c'esl-à-dirc  celui  du  paragraphe  6,  no  permet  pas  de  l'affirmer. 

Revenons  au  gaz  à  une  dimension  ;  nous  avons  vu  (|ije,  ([uanil  le  régime 
stable  s'établit  de  nouveau,  après  l'approciie  du  corps  troublant,  la  force  vive 
avait  diminué;  l'ellel  iinal  du  corps  troublant  est  donc  de  diminuer  la  force 
vive  si  l'on  attend  suffisamment  longtemps;  il  est  aisé  de  voir  au  contraire  que, 
dans  les  premiers  moments,  l'efiet  est  opposé  et  tend  à  augmenter  la  force  vive. 
Reprenons  en  effet  récjualion  différentielle  du  paragraphes  que  je  puis  écrire  : 

clH  _<Pa 
en  rappelant  (nie  niiii<  a\<ins  posé  plus  liant  : 


à  linstant  initial  /„  (  je  puis    supposer  qu'il  ail    été   pris  pour  origine  de  façon 

M 
di 


que  /o=  o^,  la  valeur  de  /  sera  /„  et  la  valeur  de  -7-  est  w  ;  à  l'instant  /,  si  l  est 


petit,  on  aura  : 


,       ,  I  dH  I  dH   , 


dl  ,  dU  i  dH 

—-    =     lil  -h    6(iJ    :=  <0  -t-    — —    /H -;— ,    /-. 

dt  dl^  2  dl' 


En  difiérenliant  rr^qualion  diflérentielle,  je  trouve 


ou,  en  faisant  l  =  o  : 


dH  _d^dl 
dT"  ~  dl-'  dt  ' 


dH         „  dH 


X-  I  ,    •  »        .»   1  1  1     d-i\     d^r\  1        I       r\      . 

.Nous  désignons  par  r;„,  rjj,  les  valeurs  de -tt;  »  -^  pour  <  =  /„.   Un  trouve 
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donc  : 

(')  -I-  010   =   !■)  -h  T^lt  -> Tlî'i'd)/-, 

ol  avec  la  môme  appruxiinalion  : 

(m  -+-  OM  )-  =  OJ- -f-  aoJTjjZ  -H  Tl'ô-Z--t-  Ï|'|"t0-r-. 

Le  nombre  des  molécules  satisfaisant  à  des  conditions  quelconques  à 
l'inslanl  /„  esl  représenlépar  l'inli'-grale  : 

II" il  '/<■>  '//„, 
où  iî  dépend  seulcmcnl  île  '.j  :  la  l'orre  vive  lolale  au  lenips  /n  esl  alors  : 

et  la  force  vise  au  temps  /  (isl  : 

//  Q(m -h  OM  Y  >/>■>'//„, 
c'est-à-dire  : 

/  0(.)- rAo  «■//„ -f-   /  ■2Quyr,lt  '/:■>'//„ -i-  j   tJ-r/;  -  /  -  f/(.)  f//(, -I-   /  Qi'>-i]"^f-di')(//o. 

La  deuxième  et  la  quatrième  intégrale  sont  nulles  parce  que  yj'Ô  et  yj™  sont  les 
dérivées  des  fonctions  r;^  et  Vô  qui  sont  périodiques  par  rapport  à  lo',  et  alors 
l'intégrale  étendue  à  une  période  entière  est  nulle.  L'accroissement  total  de  la 
force  vive  est  donc  : 

/  iî-fiV  dM  d/o  =t-i  1-'  dM  I  Ti'i^  dl„, 
et  il  est  essentiellement  positif. 

C.    Q.    F.    D. 

Pour  voir  comment  on  passe  d'un  cas  à  l'autre,  nous  supposerons  la  fonction 

perturbatrice  r/  très  petite.  Nous  désignerons  par  lo  et  u  les  valeurs  de  /  et  -t- 

k  l'instant   initial  to,   et  par  /(,-{-  ùit  -\-  ôl,  w -H  ôw  les  valeurs  de    ces    mêmes 
quantités  à  l'instant  t.  Nous  aurons  donc  l'équation  différentielle  : 

d-ol       dou)         ,// ,  ,       M 

_   =_.=.,(/.  +  co^  +  SO. 

La  fonction  n  est  une  fonction  périodique  de  /,  et,  comme  elle  n'est  définie 
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iiiK'  par  ses  dérivées,  nous  jiomrons  supposer  que  sa  valeur  moyenne  esl  nulle  ; 
il  en  sera  de  im^nie,  liien  (>nlendu,  pour  ses  dérivées  successives  Y)',  yj",  .... 
IVnir  simplifier  Téciiture,  nous  représenterons  par  y),  r/',  r/',    ....  les  valeurs 

de  r,{i),  '-^i  '■^,  pour  /  =  /„  +  Mt,  el  par  r;o,  v'^,  v"„,    ■  ■  -,  les  valeurs  de  ces 

uiêmes  fonctions  pour  /=  /,,. 

Comme  r,"  esl  1res  pelil,  nous  pouvons,  en  négligeant  les   termes  d'ordre 
supérieur,  écrire  notre  érpiation  dillerentielle  sous  la  forme  : 

ci'ol         „       ,„„, 
^=-r.  +r,    0/. 

En  première  approximation,  nous  négligerons  ôl  dans  le  second  membre, 
el  alors  deux  intégralions  successives  nous  donneront  : 

(0  6(0  ^  't\'  —  'li, 

(0'2  s;  =  Y)  —  71(1—  oj?-rij, 

si  nous  observons  rpie  ooj  et  ôl  doivent  s'annuler  pour  /  =  (o,  c'esl-à-dire  pour 
/  =  o  si  nous  prenons  l'instanl  /„  pour  origine. 
En  seconde  approximation,  nous  aurons  donc  : 


ou  en  intégrant  : 


0(0  =     


,,    =  •'■i"  -I-  -^  (  •n  —  -oo  —  (0  /  t/„  ), 


I    r       „        -ri'-  „  „    ,  ,    ,         'li'-  "1 


El,  en  elïet,  on  vérifie  aisément  que  la  dérivée  de  ôw  a  bien  la  valeur  voulue, 
el  que  ôw  s'annule  pour  /=  o. 

On  en  déduit  avec  la  môme  approximation  : 

((.)-!-  W'>)-  =  M--¥-  2(yi'— t,'o)h [-ri  —  Tlo—  w'^ol- 

L'accroissement  lolal  de  force  vive  est  donc  : 

?.  /  û^i-,'— T,'„)<'/w  «y/o-*- 2  /  ~ -(^"[t,  —  Tm— (o/r/dlf/i.)  (//„. 

La  première  intégrale  esl  nulle,  puisque  la  valeur  moyenne  de  r/  est  nulle. 
Nous  n'avons  donc  à  nous  oeiupei'  que  de  la  seconde.  Si  /  esl  très  petit,  on 
aura  sensiblement  : 

,,                                                              ,            ("J-/-TjQ 
Y|=-f|0,  Y|  —  ■()„—  W<  710= 
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L'accroissement  de  force  vive  sera  donc  : 

/  Q-r\"o-t-  diodl^, 

ce  qui  confirme  le  résultat  trouvé  plus  haut. 

Supposons,  au  contraire,  l  très  grand  ;  je  dis  alors  que  des  intégrales  telles 
que  : 

J   (0- 

tendront  vers  zéro.  Ce  qui  les  caractérise,  c'est  la  présence  sous  le  signe  /  de 
deux  facteurs. 

Le  premier,  tel  que  rj",  est  une  fonction  périodique  de  /o  +  w',  dont  la  valeur 
moyenne  est  nulle. 

Le  second,  tel  que  rjo,  est  une  fonction  périodique  de  la  dont  la  valeur 
moyenne  est  nulle. 

Alors  le  terme  général  île  r"  sera  par  exemple  proportionnel  à  : 

cos  in(  l„ -h  0)1  -\-  h), 

et  celui  do  y)o  à  : 

cos  m'{l»-\-h'  ). 

Le  produit  de  ces  deux  termes  donnera  une  somme  de  deux  cosinus  de  la 

forme  : 

cos(plo-+-  iii'it  ■+■  h"), 

où  p  et  n  seront  entiers  et  où  n  ne  sera  pas  nul.  Le  terme  correspondant  de 

l'intégrale  sera  : 

/Q 
—  cos  {plo  +  'iMt  -T-  h")dMd/o, 
">- 

et,  en  lui  app-liquant  les  principes  du  paragraphe  2,  on  voit  qu'il  tend  vers  zéro 


quand  /  croît.  Il  restera  donc  pour  l'accroissement  de  force  vive  : 

/Q 
— -ti"ti  do)  dlo\ 
UJ- 

ou,  comme  la  valeur  moyenne  de 


^■''^^■■=rfz;^^ 


est  nulle,  il  viendra  : 

/Q 
T.'-  rf(0  dlo. 
M- 
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Mais  r/  n'est  ;iulit' clioso  qur  ce  (iiir  nv\\>  avons  appelé  plus  liaul   —     i  de 

sorti'  (lue  la   xalcur  iiiovcniic  de  ï)'-'  est  ce  (pie  nous  avons  (h'siyniï  par  — -  au 
paragraphe  5;  raceroissenient  de  la  lorce  vive  se  rijduil  d(^uic  à  : 


-.>..j 


ce  qui  confirme  le  résultat  du  paragraphe  5. 

Seulement  ce  résultat  n'a  de  sens  que  si  Q,  est  divisible  par  w-,  et,  pour 
mieux  le  faire  comprendi-e,  nous  achèverons  le  calcul  dans  un  cas  particulier, 
en  supposant 

o  =  e-''»'',         T|  =  cos  K  /. 


Calculons  l'accroissement  de  force  vive  : 


,,  /■12      ,,  , 

U  =  2/  — Tf)   (-r)—  Yio—  (O-Qo  t 


)  (ko  d/o, 


en  fonction  de  t  ;   les    intégrales  sont  prises  depuis  —  cz;   jusqu'à  +  oo    par 
rapport  à  to  et  depuis  zéro  jusqu'à  27:  par  rapport  à  lo- 
On  a  alors  : 

rir]"=  —  K-cosK  (/o+  c'Oj         '1"''1o  =  —  K-cos  K/ocos  K(/oH-  "«  j, 
ri"ï)p  =  -+-  K'  sin  K  /o  <^os  K  (  /u  -1-  "<  ), 

et  les  valeurs  moyennes  de  ces  trois  fonctions  périodiques  de  /„  seront  respecti- 
vement : 

K2  K2         ,      .  K'    .     ,,     , 

, cos  Ivcj^         SI  11  ho>i, 

1  22 

ce  qui  donne  : 

(  I  —  cosKioZ  —  \\Ml  ^iii  lv(o/)(y(o. 

(0- 

Dinerentions  par  rapport  à  t,  il  vient  : 

—r   =  2  71  K*  <  /        e-'""'  cos  K  w  /  r/o. 

(5?«  J 

Celle  intégrale  est   iiieii  connue,  elle  est  égale  à  um;  conslanli^  iiulépeiidanle 

_  !lI£J  /f  1 

de  t  multipliée  par  l'exponentielle  e    *'  ,  de  sorte  que  —r-  est  proportionnel  à  : 


dt 


le 
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coiiinic.  il'aiilrc  part,  U  doit  s'anmiU'r  pour  /  =z  o,  il  \iciil  : 

C  L'ianl  une  constante  positive. 

Cela  montre  que,  dans  ce  cas,  la  force  vive  va  conslaniment  en  croissant. 

On  arriverait  encore  au  môme  résultat  si,  supposant  toujours  i2^e~'''"',  on 
prenait  pour  rj  une  fonction  périodi(|ue  quelconque  de  /  (qi'<^  l'on  continuerait, 
bien  entendu,  à  supposer  très  petite).  Soit  en  effet  : 

•r,  =  S  A  cos  f  K  /  -t-  /i  ). 
On  a  alors  : 


T.r, 


=  —  ï  AA'K-  cos(  l\/,i-i-  koj;  -t-  A)  cos(K7o-H  K'  fit  -\-  li'), 
■r;'■r^„  =  —  S  AA'K=  cos( K /o -4-  Kw<  -t-  A)  cos(  K'4 -+- A'), 
•r,"T)',  =  s  AA'K^K'  cos(K/o-l-  Kw/  -i-  A  )  >in(  !<'/«+  A'), 

dont  les  valeurs  moyennes  sont  respectivement  : 

-)  —  >    eus  I\m/,  7   sni  l\w/, 

^mU      2  ^      1 


-1 


ce  qui  donne  : 

U=  —  a-ïA-K-  /   :-(!  —  cosKto?  —  Koi!  sin  KioM  r/o, 

d'oîi,  [)ar  le  calcul  précédent  : 

C  étant  essentiellement  positif,  ce  qui  prouve  encore  ([iie  la  force  vive  va  cons- 


9.  —  Conclusion. 

Nous  avons  vu  que,  si  les  molécules  d'un  yaz  ne  se  choquaient  pas  et  si  le 
vase  avait  la  forme  d'un  parallélépipède  rectangle,  ce  gaz  se  comporterait 
comme  un  gaz  à  une  dimension.  Si  nous  supposions  maintenant  un  gaz  1res 
raréfié,  de  façon  que  les  chocs  des  molécules  y  soient  assez  rares,  et  un  vase 
ayant  d'une  façon  très  approchée  la  forme  d'un  parallélépipède  rectangle  sans 
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l'avoir  exaclemoni,  nous  aurions  une  sorle  de  ^'dz  mixte  qui  lieiidrail  pour 
ainsi  dire  le  milieu  t'iilre  les  j^az  à  une  et  à  trois  dimensions.  Au  bout  d'un 
temps  assez  long  pour  que  cliatpie  molécule  ait  parcouru  plusieurs  fois  la 
longueur  <lu  \ase,  mais  assez  courl  pour  que  les  chocs  n'aient  |)as  été  nombreux, 
ce  gaz  atteindra  un  état  de  régime  qui  satisfera  aux  conditions  d'équilibre  du 
gaz  à  une  dimension.  Mais  cet  équili!)re  ne  sera  pas  définitif;  les  chocs 
tendront  à  le  détruire,  et,  au  bout  d'un  temps  plus  long  encore,  le  gaz  atteindra 
seulement  son  équilii)re  définitif,  qui  sera  celui  des  gaz  à  trois  dimensions.  Un 
pareil  gaz  mixte  n'est  évideinnieiil  pas  irréalisable. 

J'appellerai  alors  temps  très  f^raïul  du  premier  ordre  un  temps  suffisant 
pour  (pie  notre  gaz  mixte  atteigne  son  équilibre  provisoire,  celui  qui  convien- 
drait aux  gaz  à  une  dimension,  et  temps  très  grand  du  second  ordre  le  temps 
nécessaire  pour  qu'il  atteigne  son  équilibre  définitif,  celui  qui  conviendrait  aux 
gaz  à  trois  dimensions. 

Supposons  alors  qu'à  ré|)oque  t„  on  approche  le  cor|)s  troublant,  puis  qu'on 
l'éloigné  à  l'époque  /,.  Au  temps  /„,  le  gaz  a  atteint  son  équilibre  définitif,  et, 
comme  il  n'a  (Hé  soumis  jusqu'ici  à  aucune  force  extérieure,  la  fonction  P  ne 
dépend  que  de  y)  et  est  proportionnelle  à  p"'""',  conformément  à  la  loi  de 
Maxwell.  Si  le  temps  ti  —  ta  est  très  grand  du  second  ordre,  le  gaz,  à 
l'époque  /j,  a  atteint  son  nouvel  équilibre  définitif;  il  se  comportera  donc 
comme  un  gaz  à  trois  dimensions.  D'après  ce  que  n(jus  avons  vu  au  para- 
graphe 7,  sa  force  vive  a  augmenté  et  son  entropie  a  diminué. 

Mais,  si  le  temps  ^i — /o  est  fini  ou  bien  très  grand  du  premier  ordre,  le  gaz 
se  sera  comporté  pendant  ce  temps  comme  un  gaz  à  une  dimension.  Si,  à 
l'époque  ?),  la  force  vive  se  trouvait  être  plus  petite  qu'à  l'époque  ?o,  on  aurait 
un  moyen  de  contrevenir  au  principe  de  Carnot.  Il  suffirait  d'éloigner  brus- 
quement le  corps  troublant  à  l'époque  /i  ;  et  en  efi'el,  comme  le  gaz  serait 
désormais  soustrait  à  toute  action  extérieure,  sa  force  vive  totale  ne  pourrait 
plus  varier,  elle  resterait  donc  moindre  qu'à  l'époque  t^,  de  sorte  que,  quand 
l'équilibre  définitif  serait  de  nouveau  atteint,  l'énergie  interne  serait  plus 
petite,  et  l'entropie  plus  grande  qu'à  l'époque  t». 

Si  la  dislril)uli(Jti  des  vitesses  était  (pielconque  à  rép(i([U('  /„,  il  pourrait  très 
bien  se  faire  qu'après  un  temps  /i —  ta  très  grand  (bi  premier  ordres,  la  force 
vive  ail  diiiiinin'' ;  il  Milfirait  pour  cela,  d'après  les  ])aragraphes  5  (U  8,  que  £2 
fût  divisible  par  ',r .  .Mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  le  gaz  a  atteint  à  l'époque  ta  son 
équilibre  di'-finitif.  de  sorte  que  £2  est  jiroporliounel  à  e^""'.  Si  alors  la  fonc- 
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lion  P  a  pour  valeur  Po  à  l'instant  to  et  Pj  à  l'instant  ti,  on  a  : 

d'autre  part  : 

j'Po  logPo  d-  >  /  Pi  logPi  d-, 

puisque  l'on  a  laissé  au  régime,  du  moins  au  régime  provisoire,  le  temps  de 
s'établir  et  que  par  consétjuenl  l'entropie  a  dû  diminuer;  on  en  conclut 
aisément  : 

/    PoM^-fh  <    /    P,c.jV/t. 

En  est-il  encore  de  même  si  le  temps  ^i — to  est  fini?  Cette  fois,  comme  on 
ne  laisse  pas  au  régime  le  temps  de  s'établir,  le  raisonnement  de  Gibbs,  c'est- 
à-dire  celui  du  paragraphe  6,  n'est  plus  applicable,  et  on  ne  saurait  affirmer 
que  l'entropie  a  diminué.  Il  résulte  néanmoins  de  l'analjse  de  la  fin  du  para- 
graphe 8  que  la  force  vive  va  encore  en  augmentant,  pourvu  que  la  force 
perturbatrice  r"  soit  très  petite. 

Mais  on  pourrait  se  demander  s'il  en  est  encore  de  même  quand  celle  force 
perturbatrice  n'est  pas  très  petite;  ce  n'est  pas  tout  :  au  paragraphe  8  nous 
avons  regardé  cette  force  comme  constante,  c'est-à-dire  que  le  corps  troublant 
no  bougeait  pas  entre  l'instant  /„  où  on  l'approche  brusquement  et  l'instant  ti 
où  on  l'éloigné  brusquement.  Qu'arrive-t-il  si  cette  force  perturbatrice  est 
variable,  c'est-à-dire  si,  entre  les  instants  to  et  /i,  les  longitudes  /satisfont  à 
l'équation  dilTérentielle  : 

y  étant  une  fonction  non  seulement  de  /,  mais  encore  de  /  ?  Cela  est  évidem- 
ment réalisable;  il  suffit  de  supposer  que  le  ou  les  corps  troublants  se 
déplacent  dans  cet  intervalle  de  temps.  Le  résultat  du  paragraphe  8  subsisle-t-il 
encore  dans  ce  cas?  On  pourrait  en  thjuter,  puisque  le  raisonnement  de  Gibbs 
est  inapplicable,  et  alors  on  pourrait  craindre  d'être  conduit  à  des  résultats 
contraires  au  principe  de  Carnot. 

Voici  comment  on  pourra  raisonner  dans  ce  cas.  Nous  savons  que  l'entropie 

grossière,   celle  des    physiciens,   va   toujours  en   diminuant,   mais    cela    n'est 

démontré  que  si  les  variations  des  conditions  extérieures  sont  toujours  assez 

lentes  pour  que  le  régime  ait  le  temps  de  s'établir.  Considérons  au  contraire 

H.  P.  —  IX.  7S 
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Vc/ilropic  Jine,  telle  qu'elle  a  été  définie  nu  |)firiii;rii|)lu'  I.  Nous  savons  (ju'elli; 
est  toujours  constante.  (M  ce  rcsultat  n^est  soumis  à  aucune  restriction. 

Cela  posé,  soient  P,i  et  Pi  les  valeurs  des  fonctions  P  aux  instants  /n  et  /i, 
on  aura  : 

l'„  =  Ive-''"",  /    ï\rf-=l    P,  rft  =  I. 

Les  entropies  seront  : 

S„=  /'p„logf„f/T,         S,=  rp.logl-,  «'t, 
et  les  forces  vives  : 

Vo=   I    io-Po</x,  Ni=    /    (.')2P,o'-. 

Le  théorème  de  Tajlor,  en  arrêtant  la  série  au  second  terme,  nous  donne  : 

P.  logPi-  Po  logPo  =  (P.-  Po)  (logPo+  I  )  +  ^  ^'  ^p*""^'. 

Pj  étant  compris  entre  Po  et  Pi  ;  mais  nous  avons  : 

log  Pu  -I-  I  =  log  K  +  I  —  i  (ij-, 

ce  qui  me  permet  d'écrire  : 


S,-S„=(logK-+-i)  /  iP,-P„)(h-ùJ  w"-(P,-P„)A+  / 


2P2 


La  première  intégrale  du  second  membre  est  nulle;  la  seconde  est  égale 
à  Vi  —  ^o,  la  troisième  est  positive,  puisque  Po  est  essentiellement  positif;  il 
vient  donc  : 

(S,-S„)  +  /.(V,-V„)>o. 

Ici  il  s'agit  de  l'entropie  line,  ilonc  Si  =  So,  d'où  : 

V,-V„>o. 

Ce  qui  montre  que  la  force  vive  a  augmenté. 

C.     Q.     F.     I). 

La    môme    conclusion    subsisterait  a  fortiori  si   l'entropie  avait    diminué, 

c'esl-à-dirc  si 

Si<S„. 

La  même  analyse;  s'appliquerait  donc  à  l'entropie  grossière,  mais  à  la  condi- 
tion que  les  variations  du  corps  troublant  soient  assez  lentes  pour  que  l'cMpii- 
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libre  statique  ait  le  temps  de  s'établir,  parce  que  c'est  seulement  dans  ce  cas 
que  nous  pouvons  affirmer  que  cette  entropie  grossière  diminue.  Elle  s'applique 
au  contraire  sans  restriction  à  l'entropie  fine,  qui  reste  constante  dans  tous 
les  cas. 

Le  môme  raisonnement  peut  être  appliqué  aux  gaz  ordinaires,  et  on  fait 
ainsi  disparaître  une  des  difficultés  qui  subsistaient  encore  dans  la  théorie 
cinétique  des  gaz. 


SUR 

LA   THÉORIE   DES   QUANTA 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.   153,  p.  iioi-iioS  (4  ciécembre  191 1). 


On  sait  que  M.  Planck  a  ('•!('■  conchiil  par  l'élude  de  la  loi  du  rayonneiucul 
des  corps  noirs  à  énoncer  une  lijpollièse  connue  sous  le  nom  de  théorie  des 
quanta.  D'après  cette  théorie,  les  éléments  auxquels  serait  dû  le  rayonnement 
des  solides  incandescents  et  qui  seraient  assimilables  à  des  résonateurs  hert- 
ziens, ne  pourraient  acquérir  ou  perdre  de  l'énergie  que  par  sauts  brusques, 
de  telle  façon  que  l'énergie  d'un  pareil  résonateur  serait  toujours  multiple 
d'une  quantité  fixe  caractérisant  la  longueur  d'onde  de  ce  résonateur  et  appelée 
(jiiantum;  cette  énergie  serait  donc  toujours  égale  à  un  nombre  entier  de 
quanla. 

Il  esl  inutile  de  faire  remarquer  combien  cette  conceplion  s'éloigne  des 
idées  habituellement  reçues  j)uis(jue  les  lois  physiques  ne  seraient  plus  suscep- 
tibles d'être  exprimées  par  des  équations  tlifférentielles.  Il  est  naturel  qu'on 
cherche  à  échapper  à  cette  conséquence,  sans  parler  d'une  foule  de  difficultés 
de  détail,  et  qu'on  se  demande  s'il  n'y  aurait  pas  moyen  d'expliquer  autrement 
les  faits.  J'ai  donc  cherché,  si  l'on  ne  ])ouvait  pas  rendre  compte  de  la  loi  de 
l'Ianck  j)ar  d'autres  hypothèses  et  je  suis  arrivé  à  un  résultat  négatif. 

Soient  Xi,  x-,,   .  .  . ,  x„  les  paramètres  qui  définissent  l'élat  tliai  système  et 

(.)  $  =  x, 

les  équations  diflereulirllc->  qui  régissent  ce  système;  les  X  sont  des  fonctions 
des  x;  d'après  la  seconde  loi  de  la  'riicnnodynamique,  ce  système  doit  tendre 
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vers  un  ("Irtl  final  de  telle  façon  qu'il  existe  une  fonction  \\  telle  que  W  (ix 
représente  la  probabilité  pour  que  le  point  Xi,  x-2,  ■  ■  ■ ,  x,,  soit  dans  l'élément 
de  volume  rfr  de  l'espace  à  n  dimensions.  Cette  fonction  doit  satisfaire  à 
l'étpiation 


(2) 


r)Xi 


ce  qui  veut  dire  que  W  est  un  dernier  mulliplicaleur  des  équations  (  i  ). 

Toutes  les  équations  diflérentielles  qui  ne  possèdent  pas  de  dernier  multipli- 
caleiir  uniforme  se  trouvent  par  là  exclues.  Dans  le  cas  des  équations  de 
Hamilton  et  si  les  paramètres  x  sont  les  variables  liamilloniennes,  W  est  égal 
à  I .  On  sait  que  cette  hypothèse  est  incompatible  avec  la  loi  de  Planck. 

Imaginons  un  système  de  résonateurs  à  courte  longueur  d'onde;  il  pourra  y 
avoir  échange  d'énergie  entre  ces  résonateurs  par  l'intermédiaire  d'atomes, 
qui,  décrivant  des  trajectoires  très  étendues,  pourront  aller  de  l'un  à  l'autre  et 
leur  transiiu'llre  de  l'énergie  par  choc.  Ces  atomes  eux-mêmes,  pour  plus  de 
simplicité  dans  rex|)osition,  pourront  être  regardés  comme  des  résonateurs  à 
longue  période.  Soit  un  résonateur  à  longue  période,  Xi  son  élongalion,  yi  sa 
quantité  do  mouvement,  ^  son  énergie,  9  la  phase  de  son  mouvement;  soit  en 
outre  un  résonateur  à  courte  période,  jTo  son  élongalion,  y-i  sa  quantité  de 
mouvement,  rj  son  énergie,  ij/  sa  phase;  les  équations  du  mouvement  pourront 
s'écrire 

les  Z  étant  les  termes  dus  à  l'action  du  choc  et  qui  sont  nuls  sauf  au  moment 
du  choc. 

La  probabilité  pourra  être  représentée  par  W^  dxi  dx^dyi  dy^,  ou  ce  qui 
revient  au  môme  W  dî^drnd's/  d<\i,  si  l'on  prend  comme  variables  nouvelles  les 
énergies  et  les  phases.  Comme  W  doit  rester  un  dernier  multiplicateur  même 
en  dehors  des  chocs  (et  par  consécjuent  pour  les  équations  dépourvues  des 
termes  Z),  W  ne  dépendra  que  do  Ç  et  de  v),  et  comme  les  dérogations  aux  lois 
de  la  Mécanique  doivent  être  cherchées  dans  le  résonateur  à  courte  période 
seul,  nous  supposerons  que  W  est  fonction  de  y)  seulement. 

Cela  posé,  imaginons  un  système  formé  de  n  résonateurs  à  courte  période 
tous  pareils,  d'énergie  rji,  ru,  ...,  rj„  et  de />  résonateurs  à  longue  période 
(atomes)    tous    pareils   et  d'énergie  Çi,  ^2,    •■•,  ï,p',   on   aura,   en  vertu  de  la 
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conservarum  tle  rénergie, 

//  fl;uil  iiiu'    cunstiinli'  donni'e.  iv  tlésignc  par  Y  l<i  valeur  moyenne  des  o  cl 
par  X  celle  des  ;;  nous  aurons 

M  ff/i  =  Tn  (h  >h,         MX  clli  =  /  nÇ,  rf^  d-,         i\lY  </li  =  /  Ht.,  (h  ,1-, 

ri  =  W(-r,,)W(T,.,). .  .W(-n„\      <h  =  f/ni  "'Vi-  •  •'^■i-,      '/-  =  d^x'ih-- .«'?,-, 

uii  les  intégral  ions  sont  étendues  au  doni.'iine  défini  par  les  inégalités 

ç.>o,  ■n;>o,  A<^|-l-Vr,  <  A-h</A. 

Sauf  dans  des  cas  très  exceptionnels,  le  rapport  di3  Y  à  X  dépendra  des 
entiers  n  et  y*;  mais  nous  devons  considérer  le  cas  où  ces  entiers  sont  très 
grands;  môme  alors,  il  n'est  nullement  évident  a  priori  que  ce  rapport  est 

indépendant  du  quotient  -;  lanl  que  celle  indépendance  n'est  pas  démontrée, 

il  pourrait  rester  des  doutes  sur  le  raisonnement  de  M.  Planck,  car  si  elle 
n'existait  pas,  il  n'y  aurait  pas  d'état  final  possible  et  l'on  pourrait  se  demander 
si  les  équations  de  Boltzmann  et  les  principes  de  la  Thermodynamique  sont 
encore  applicables. 
Nous  pouvons  écrire 

(p  —  i)\H=f   !i{x){h  —  x)n-<  (/jL-, 

o{x)  clx  étant  défini  par 

z{x)dx  =  j  n  di         (t,,-  >  o,  ,c<  Sï)  <  a;  -I-  dx). 

Supposons  que  (f{-T)  soit  sensiblement  égal  pour  /i  1res  giand  à 

N  étant  un  coeKicient  constant  ne  dépendant  que  de;  /i;  les  seuls  éléments  de 
nos  intégrales  qui  soient  sensibles  sont  ceux  qui  sont  voisins  de  la  valeur  de  x 
(jui  rend  maximum  le  produit 


"■©('-^r- 
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On  en  déduit  sans  peine 

h  (\) 

ce  qui  montre  que  In  lelntiou  entre  X  et  ^  l'st  indépendante  du  quotient  -• 
Si  W  =  r/",  (,n  a 

F(V)  =  Y"'+',         X  =  — —. 
m  -i-  I 

Si  W  =e*''i,  on  a 

F(Y)  =  Ye='V,         X  =  — ^ 


a  Y  -+-  I 


Enfin,    dans   riiypothèse    de    Planck,    on    a    \Vz=o,    sauf  si    r;   est    multiple 
de  £,  valeurs   |)Our  lesquelles  W  devieni    inlini   et   de   lelK;   factin  que  l'inli'- 

gnile     /  W  (//j    (étendue  à   un   petit  intervalle    eoin|jrenant   une    des    valeurs 

exceptionnelles  i  soit  égale  à  i.  On  trouve  alors 

si  l'intégrale  du  premier  membre  est  étendue  à  un  très  petit  intervalle  conte- 
nant une  valeur  de  x  qui  soit  multiple  de  s  el  égale  à  j3£,  tandis  que  cette 
même  intégrale  est  nulle  dans  le  cas  contraire.  On  en  déduit 


d  où 


^<"=(-7f(-l> 


s  =  '■('*  y)'     "■ 


C'est  bien  la  formule  de  Planck. 

Pour  une.  théorie  plus  générale,  il  faut  employer  un  détour.  Posons 

(3)  <I>(a)=/      W e-^^A  d-r\, 

il  viendra 

^r>{a)=  l       ç(i-)e-»^-f/x, 
OU,  en  vertu  de  la  formule  de  Fourier, 

I    r^'' 

2  7:J_. 
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riiilés;rale  élnnt  prise  soil  le  loni;  d'une  ligne  driiilt',  soit  li^  long;  d'une  courbe 
telle  que  la  partie  réelle  de  ac  reste  positive. 
D'où 

=  —    //  'l'"(a)e='-f(/(  —  x)l'  dx  cloi; 


M 


ou.  en  posant  x  =^  Jil,  p  =  Kn,  h  ^  np  : 

M  =  K  //  <I>" (  a  )e"»>'(  'fl  —  A  )<«  (/X  f/a, 

R    étant    un    facteur   constant.    Les    seuls    éléments    de   l'intégrale    que    nous 
devions  conserver  sont  ceux  qui  correspondent  au  maxiuuiui  du  produit 

fI)(a)eaA(rj  _/.)<•. 

Il  en  résulte  que  les  valeurs  de  X  el  de  Y  seront  précisément  les  valeurs 
de -^ — j — ^  et  de  À  qui  correspondent  à  ce  maximum.  Cela  donne 

'!>(«)  a 

Dans  l'hypothèse  de  M.  Planck,  on  a 

*=  ^ — :,         Y=  -J^ 


Pour  W  =  ri'",  on  a 
Pour  W  =  e^*"',  on  a 


<1>  =  ,  \  =  (m-i-i)%. 


<I)  = 


i-yX 


Nous  pouvons  maintenant  répondre  à  la  ([uestion  que  nous  nous  étions  posée 
au  dél)ut.  Lorsque  la  loi  qui  lie  Y  à  X  est  déterminée,  il  en  est  de  même  de  la 
f'onclion  $  (à  un  facteur  constant  près)  et  par  conséquent  de  W.  L'hypothèse 
des  quanta  est  donc  la  seule  qui  conduise  à  la  loi  de  Planck.  11  serait  aisé  de 
se  rendre  compte  que  les  hypothèses  particulières  que  nous  avons  dû  faire 
pour  fixer  les  idées  et  simplifier  l'exposé  ne  sont  pour  rien  dans  ce  résultat. 

Mais  une  loi  expérimentale  n'est  jamais  qu'approximative,  et  il  est  clair 
qu'on  pourrait  imaginer  des  lois  dont  les  dillérences  avec  celle  de  Planck 
seraient  plus  petites  que  les  erreurs  d'observation  et  qui  conduiraient  à  une 
fonction  W  continue.  Observons  toutefois  que  si  *(a)  reste  fini  pour  a  infini, 
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et  c'est  ce  qui  arn\i'i-ii  loutes  les  fois  (jue  la  loi  'lu  rayonnenient  sera  telle 

(]ue    le    rayonnement    total    soit    fini,    l'intégrale      /      ^\  dri    restera    finie 

quand  r,a  lendra  vers  zéro,  c'est-à-dire  que  la  fonction  W  présentera 
pour  Y)  =r  o  le  môme  genre  de  disconlinuilé  que  dans  la  i'ormule  de  Planck,  ce 
qui  exclut  la  jiossibiiité  de  représenter  les  phénomènes  par  des  équations 
diflérentielles. 

Notre  dernière  remarque  se  rapportera  à  la  seconde  théorie  de  M.  Planck; 
cette  seconde  théorie  conduit  à  la  loi 


^  =  t'^^ 


Les  règles  précédentes,  appli(juées  à  cette  loi,  montrent  que  \\   est  mil.  !^aul 

quand  r;  est  un  multiple  impair  de  ->  auquel  cas  ^\^  est  infinie.  Ce  n'est  pas  là 

l'hypothèse  d'où  était  parti  M.  Planck.  Cette  seconde  théorie  est  donc  moins 
bien  confirmée  que  la  première  par  l'analjse  qui  précède. 


H.  P.  -  l\.  79 
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LA  THÉORIE  DES  OUANTA 


Jouinal  de  Physique  théorique  et  appliquée,  '>'  série,  l.  ?,  p.   )-3/|  (1913). 


1.  —  Introduction. 

On  snil  à  quelle  livpollièse  M.  Plnnck  a  élé  conduil  par  ses  recherclies  sur 
les  lois  (lu  rayonneuienl.  D'après  lui,  l'énergie  des  radiateurs  lumineux  varierait 
d'une  manière  disconlinuc,  el  c'est  ce  qu'on  appelle  la  théorie  des  Quanta.  Il 
est  à  peine  nécessaire  de  faire  remarquer  combien  celte  conception  s'écarte  de 
lout  ce  (ju'on  avait  imaginé  jusqu'ici  ;  les  phénomènes  physiques  cesseraient 
tl'obéir  à  des  lois  exprimables  par  des  équations  différentielles,  et  ce  serait  là, 
sans  aucun  doule,  la  plus  grande  révolution  et  la  plus  profonde  que  la  philo- 
sophie naturelle  ait  subie  depuis  Newton.  Je  ne  parlerai  pas  des  difficultés 
de  détail,  elles  saulenl  à  tous  les  yeux  el  M.  Planck  est  le  |ueniier  à  s'en 
préoccuper. 

Peut-on  néanmoins  échapper  à  cette  conséquence?  Bien  des  personnes  l'ont 
pensé;  lor>  du  récent  Congrès  de  Bruxelles,  M.  Nernst  m'avait  comuiuniqui' 
certaines  suggestions;  il  pensait  qu'on  pourrait  rendre  compte  des  faits,  en 
supposant  que  les  masses,  au  lieu  d'élre  constantes  connue  dans  la  Mécanique 
classique,  au  lieu  de  dépendre  seulemeul  de  la  vitesse,  comme  dans  la  Méca- 
nique nouvelle  fondée  sur  le  principe  de  relativité,  soient  dépendantes  à  la  fois 
des  composantes  de  la  vitesse  el  de  celles  de  l'accélération.  Ce  sont  ces  sugges- 
tions de  M.  Nernst  ipii  m'ont  déterminé  à  enl reprendre  ce  travail,  et  je  dois 
dire  lout  de  suite  que  j'ai  élc  conduil  à  iM'pcuiilrc  négativement  à  la  question 
posée  par  l'éminenl  physicien. 
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M.  Planck  se  représente  le  rajonnenient  îles  solides  comme  dû  à  un  irès 
grand  nombre  de  résonateurs  hertziens.  Chacun  de  ces  résonateurs  a  une 
période  propre  unique  el  émet  une  lumière  rigoureusement  nionocliromatique. 
Par  suite  des  échanges  d'énergie  cuire  ces  résonateurs,  il  s'établit  entre  eu\  un 
partage  de  l'énergie  suivant  une  certaine  loi,  el  il  en  résulte  une  certaine 
distribution  de  l'énergie  rajonnée  dans  le  spectre.  Ceci  suppose  que  ces 
échanges  d'énergie  sonl  possibles,  bien  que  chaque  résonateur  ne  puisse  ni 
absorber,  ni  émettre  que  de  la  lumière  d'une  couleur  donnée;  car,  si  l'échange 
ne  pou\ait  avoir  lieu,  on  ne  tendrait  pas  vers  une  dislribution  finale  et  la 
distribution  initiale  persisterait  indéfiniment.  Mais  ces  échanges  ])euvent  se 
taire  par  deux  nKTanismes  entièrement  dift'crenls  : 

1"  Par  le  jeu  du  principe  de  Doppler-Fizeaii  ;  soil  que  les  résonaleiirs  soient 
supposés  en  mouvement,  soit  (|ue  la  lumière  ravonnt'e  puisse  être  réfléchie, 
réfraclée,  dill'raclée  ou  dillusée  par  des  corps  en  mouvement.  Dans  ce  cas,  les 
résonateurs  de  longueurs  d'ondes  difi'érenles  pourraient  échanger  leurs 
énergies  par  l'intermédiaire  de  l'éther; 

2°  Par  des  phénomènes  mécaniques  el  en  particulier  par  des  chocs.  On  ne 
peut  supposer  (pi'il  y  ail  une  iniluence  directe  d'un  résonateur  sur  l'autre.  La 
théorie  des  quanta  ne  s'y  prêterait  pas,  puisque  l'un  des  lésonaleurs  ne  poiii- 
rail  gagner  d'énergie  que  par  multiples  d'un  certain  (piantum.  tandis  c[ue 
l'autre  ne  pourrait  en  jjerdre  que  par  multiples  d'un  autre  quantum,  incommen- 
surable avec  le  premier.  D'ailleurs,  abslraclion  faite  de  la  ihéorie  des  quanta, 
il  ne  manquerait  pas  de  bonnes  raisons  pour  lesquelles  un  échange  immédiat 
seiiiil  invraisemblable  et  ne  pourrait  en  tout  cas  qu'être  exceptionnel.  Mais  il 
doit  circuler  entre  les  résonateurs  des  atomes  matériels  qui,  en  choquant  les 
résonateurs,  peuvenl  leur  communiquer  ou  leur  emprunter  de  l'énergie;  les 
échanges  se  f'ernieni  alors  par  l'intermédiaire  de  la  matière. 

Bien  que  cette  conception  des  résonateurs  de  M.  Planck  soil  assez  particu- 
lière el  n'ait  d'autre  but  que  de  fixer  les  idées,  nous  n'avons  aucune  raison  de 
ne  pas  l'adopter,  puisqu'elle  semble  ne  devoir  en  aucun  cas  modifier  les 
résultats  essentiels.  D'un  autre  côté,  nous  admettrons  la  possibilité  des  deux 
modes  d'échange,  mais  nous  étudierons  plus  particulièrement  dans  cet  article 
le  second  mode,  c'est-à-dire  l'échange  mécanique  par  l'intermédiaire  de  la 
uiatièrc. 
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Imaginons  d'abord  un  système  dont  l'étal  est  défini  à  chaque  instant  par  /( 
paramètres  Xi,  x-2 x„- 

Supposons  que  les  lois  qui  nous  font  connaître  les  variations  de  ces  para- 
mètres s'expriment  par  les  équations  difFérentielles  : 

où  les  \  sont  des  fonctions  des  x.  Nous  pouvons  représenter  l'étal  du  système 
par  le  point  de  l'(;space  à  n  dimensions  dont  les  coordonnées  sont  Xi,  Xi, ...,  x„. 
\jx  probabilité  pour  que  ce  point  soit  intérieur  à  un  élément  de  volume  (h 
de  cet  espace  à  /(  dimensions  sera  W  ch.  \\  étant  une  certaine  fonction 
de  Xi,  .fo.  •  •  • ,  x„-  La  pi'obabilité  pour  que  ce  point  soit  intérieur  à  un  volume 

lie   l'espace  à    //   dimcusions    scia     /    \\   (h,    liutégraliun    étant    étcîndue    à    ce 

volume.  Par  une  pareille   [trobabililé,  j'entends  le  rapjjortTT,)  T  désignant   une 

1res  longue  duréi;  s'éteiidant  depuis  l'époque  0  jusqu'à  l'époque  9  +  T,  et  /  1<' 
temps  pendant  lequel,  entre  ces  deux  mêmes  époques,  le  point  représentatif 
s'est  trouvé  à  l'intérieur  du  volume  considéré.  Cette  probabilité  n'aura  doue 

aucun  sens,   si  ce  rapport  77^  ne  peut   pas  être  considéré  comme  indépendant 

de  0  et  de  1",  pourvu  que  /  soit  très  grand.  Si  cette  condition  est  remplie  et  si 
la  fonction  W  peut  être  définie,  elle  devra  satisfaire  à  l'équation  aux  dérivées 
partielles  : 

(■  est-à-diic  que  W  doit  être  un  «  deinier  multiplicateur  «  des  équations  (1). 
.Si  donc  ces  équations  n'admettent  jjas  de  dernier  multiplicateur  uniforme,  la 
lonctKui  W  n'existera  pas,  ou  ne  pourra  parler  île  Vélat  moyen  du  système 
pendant  un  iiilc.rvallc  très  long]  et  même  si  l'on  considère  un  ensemble  formé 
d'un  très  grand  nombre  de  pareils  systèmes,  cet  ensemble  de  systèmes  ne 
tendra  pas  v(!rs  un  étal  final;  cela  esl  contraire  au  second  principe  de  la  thermo- 
dynamique qui  exige  cjue  le  monde  tende  veis  un  étal  final  d'où  il  ne  peut  plus 
sortir  une  fois  qu'il  l'a  atteint.  Les  /'(junlians  (jui.  reprrscntenl  les  phénomènes 
natun-ls  doivent  donc  posséda  nu  moins  un  di-ruici-  uiulliplicateur 
uniforme. 

I)ans   le  cas   ilc   la    riii'>(;ani(|ue  classique,    les  équations   difl'érentielles    sont 
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celles  de  Hauiilloii  : 

dxj^  _       _  dF  >/} ,  _  .    _       '/F 

W  ~  '  '  ~  Tfyi'         iïï  ~     '~~  Wli' 

et  l'on  a  : 

c'est-à-dire  que  le  dernier  multiplicateur  W  est   égal  à   i.   On  sait   que  cette 
hypothèse  conduit  au  théorème  de  l'équipartition  de  l'énergie. 


2.  —   Cas   de   deux   résonateurs. 

Envisageons  un  systènie  tcuuié  de  deu.v  résonateurs,  l'un  a  longue,  I  autre  A 
courte  période.  Chacun  de  ces  résonateurs  pourra  être  considéré  comme  une 
masse  mobile  oscillant  autour  de  sa  position  d'équilibre  d'après  la  loi  pendu- 
laire.  Pour   le   premier,   celui  df>nt   la   période  est   longue,    nous   désignerons 

par  m^   sa   masse,  par  27rt/—  sa  période,  par  Ji   son  élongatum,  par  }'i   sa 

quantité  de  mouvement,  par?  son  énergie,  et  par  ca  la  phase  de  sou  mouvement  ; 
de  telle  façon  que  l'on  ait  : 

et  que  les  équations  du  mouvement,  quand  ce  mouvement  n'est  pas  troublé  par 
des  chocs,  s'écrivent  : 

Nous  désignerons  pour  le  second  résonateur  par  m.,,  Aj.  Xn,  y..,  yj,  •^.  les 
quantités  correspondantes  à  >iit,  //,,  Xi,  Vi,  t,  cp,  de  sorte  qu'(ui  aura  : 

w*  rft         y     ni-i 


\J  m 


c/x,  ,/y. 

dt  dl 


Nous  supposerons  cpie  les  deux  résonateurs  oscillent  sur  la  même  droite 
(mais  autour  de  positions  d'équilibre  difTérentes),  de  façon  à  pouvoir  se 
choquer.  Les  équations  du  mouvement  troublé  par  les  chocs  s'écriront  : 
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Les  toiiclioiis  /.  sdiil  iK'j;ligeal)les,  saiil  hii  iiiomriil  dt's  cimes;  ce  soûl  ddiic 
des  fondions  des  ./■  et  des  )■  qui  seront  sensiblement  nulles  quand  la  ilill'é- 
rcnce  Xi  —  ./"j  n'aura  pas  une  valeur  voisine  de  celle  (|ui  corresjiond  au  choc, 
et  exlrchnenient  jurandes  dans  le  cas  conliairt'. 

Je  ne  cherclie  pas  niw  expression  plus  [nécise  des  lonctions  Z  en  ni  appuvanl 
>ur  le>  lois  ctinnuo  du  choc.  Nt)us  sommes  obligés,  <'n  eflel,  de  supposer,  et 
cV'sl  pn'ciséuienl  la  I  (dijcl  de  ce  travail,  que  les  lois  du  (hoc  sont  modifiées 
d'une  hiçoii  (pu  déroute  toutes  les  prévisions,  lui  revanche,  nous  ne 
loucherons  pas  aux  termes  de  nos  équations,  autres  (lue  les  termes  Z;  ces 
ternuis  expriment  seulement,  en  efl'et,  que  le  mouvement  de  chaque  résonateur 
reste  sinusoïdal  en  1  absence  de  toute  perlurbaliiui,  el  c  est  là  une  hypothèse 
(lui  s'inqiose,  si  nous  voulons  (jue  cluupic  résonateur  donne  une  radiation 
monochromatitpie. 

En  ce  qui  concerne  le  résonateur  à  lonfi,ue  période,  nous  pouvons  supposer 
à  la  fois  que  /u  est  très  petit  et  que  l'amplitude  des  oscillations  est  très 
i^rande;  nous  arrivons  à  la  limite  au  cas  d'un  atome  se  mouvant  librement,  el 
diuil  le  iiKuivemenl  est  rectiligne  et  uniforme  dans  l'intervalle  des  chocs. 

Cela  posé,  nous  devrons  avoir  un  dernier  multiplicateur  A"A\  ,  k  étant  un 
laeleiir  coiisianl  doni  je  me  rései've  de  disposer;  la  probabilité  est  exprimée 
par  1  inlegiale  : 

I  /,  W  ,/-  =  h   l  \\  ,/Xi  >/y,  <h:,  r/y,, 

ce  (|iii  peiil  s'écrire  en  passani  aux  \aiial)les  £,  r),  cp,  '\i  : 
(/,)  A  'IlUpi  j  w  ,/ï  ,/r^  ,/ç  ,/.!,. 

La  loiiclKui  \\  ddil  rester  un  dernier  miiltiplicaleur  en  dehoj's  des  chocs, 
c'cst-ii-dire  ipiand  on  annule  les  termes  Z,  cela  exige  : 

III,      'l.l',  ih   1  /«;     l).l'i  '      '   OY'I  ' 

OU  avec  les  iiiiiivelles  \analdes  : 


\N   =  fonc.  f  ç,  r„  ../^  -  ii/5 
\  y     m,  ■  \    m. 
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Les    coefficients  1/  —  et  t /—  étanl    iiénéralemenl   iacoininensurahli's,    la 
y    nii         y    nii  ■ 

seule  solution  qui  soit  uniforme  en  Xi,  y\,  x^,  y-ii  et  par  conséiiuent  pério- 
dique en  (p  et  t},  c'est  une  fonction  arbitraire  de  |  et  rj. 

]*our  avoir  la  probabilité  pour  que  les  énergies  soient  comprises  respecti- 
vement entre  i;  et  ^  +  f/?,  et  entre  ri  et  r/  +  (/rj,  il  faut  intégrer  l'expression  (4) 
par  rapport  à  cp  et  à  tp  depuis  o  jusiju'à  itx;  on  trouve  ainsi  : 

/M,  m, 

ce  qui,  en  prenant  l'arliilraiie  : 

h,  II, 


k  = 


4  T.-  nix  m« 
se  réduit  à  W  d^dri. 

Si  donc  on  représente  l'état  du  système  par  le  point  du  pian  dont  les  coor- 
données sont  \  et  vj,  la  probabilité  pour  que  le  point  représentatif  soit  intérieur 
à  une  certaine  aire  sera  : 


/  WV^rfr,. 


La  fonclKin  \\  peut  dépendre  de  ï  et  de  r;,  niais  le  résonateur  à  très  longue 
période  étant  assimilable  à  un  atome,  nous  devons  admettre  qu'il  suit  les  lois 
de  la  Mécanique  ordinaire  et  que  les  dérogations  à  ces  lois  ne  pourront  pro- 
venir que  de  la  présence  de  l'autre  résonateur,  ce  qui  signifie  que  W  ne  dépend 
que  de  rj  ;  (^ette  hypothèse  sera  mieux  justifiée  dans  la  suite. 

Je  dois  rechercher  quelle  est  la  partition  de  l'énergie,  c"csl-à-dire  quelli-s 
vont  être  les  valeurs  probables  de  \  et  de  r),  valeurs  (|ue  j'appelle  X  et  Y. 
Jobserve  (|ue  ;  et  yî  sont  liés  par  l'équation  des  forces  vives  : 

OÙ  li  est  une  constante  donnée.  Je  poserai  alors  : 

Mr//(  =    /'Wf/Çr/r,, 

où  l'intégration  est  étendue  au  domaine  iléiini  par  les  inégalités  : 
?  >  o,         '1  >  "i         /i  <  Ç  H-  i  <  /(  -I-  dh . 
J'aurai  alors  par  définition  : 

M  X  dh  =   A  ^^'  </;  f/Ti  ;  M  \  dh  =    /    r,  \\'  d'-  dr, . 
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Il  <■>!  riiiir  i|n('  |c  |i()iiiriiis  cci'iri'  ('j;;il('in('nl   : 

./.  ,//  .A 

(  f.  I      M=f      \\(r,)(h,.  MX  =    /     (//  — T,)  WiTi  W/r, ,  MY  =   /      r,  Wi  r,  i  ,/<■,. 

•  Il  «-'il  '^ii 

(  )n  il  cliiiis  Ions  les  cas  : 

X  +  V  =  //. 

Si  W  =31.  il  \  iciil  iKiiiiui'  (III  sait  \  -  ^  .  Dans  loiis  les  cas,  nous  devons 
admellrc  (|U(^  le  résonaleur  à  lonf;iie  périofle  suit  les  lois  actuelles,  et  par 
conséquent  que  \  représente  la  température  absolue  (à  un  facteur  constant 
prés  (jiie  nous  pouvons  supposer  égal  à  i  par  un  choix  convenable  des  unités). 
>>i  la  1(11  de  IManck  esi  vraie,  on  devra  donc  avoir  : 

;  etani  une  conslanle.  Il  serait  aisé,  à  I  aide  des  lorniules  (5),  de  déterminer  \\ 
de  façon  à  retrouver  cette  loi,  mais  ccda  n'aurait  aucun  intérêt,  le  cas  de  la 
naliirc  étant  enlièrenuml  dillereiil. 


'.].  -    Cas  de  plusieurs  résonateurs. 

Nous  devons  imaginer,  en  elle!,  non  pas  deux  résonateurs,  mais  des  résona- 
teurs en  1res  grand  nombre;  nous  supposerons  qu'il  y  en  aityjà  longue  période, 
tous  semblables  entre  eux  et  ayant  respectivement  pour  énergie  i;i,  ^j,  ...,£,,; 
et  en  outre  n  résonateurs  à  courte  période,  tous  seml)lables  entre  eux  et  ayant 

respectivement  pour  énergie,  •/](,  rrj n,,.  Nous  pourrons  d'ailleurs  désigner 

ces  n'soiialcin>  par  W,,  R._>,  .  .  .,  R^,,  d'une  part,  par  R, ,  R'.,,  .  .  .,  R'„,  d'autre 
pari  :  iKJMS  repiN'senterons  leurs  jibases  par  91,  œn,  ...,  o,,  et  jiar  '|i,  <]/■>,  ■■■•  '-p»- 
Les  équations  différentielles  devront  alors  admettre  un  dernier  multipli- 
caleur  /,[!  (où  f.  csl  un  facteur  constant  dont  nous  nous  réservons  de  disposer)  ; 
de  telle  façon  (piCn  rejirésentanl  l'état  du  système  par  un  point  de  l'espace 
à  2«-î  ?./>  dimensions  des  ^,  des  -n,  des  cp  et  des  ']>,  la  probabilité  pour  que  le 
p(unl  rcpr(''scnial  i(  soii  intérieur  à  un  certain  volume  de  cet  espace  sera  : 


/  X-  U  dm, 
on  dtïf  est  le  produit  des  dl,  des  //ri.  des  c/o  cl  des  ^/'^ 
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Considérons  maintenant  l'ellet  des  chocs  entre  les  résonateurs  R,  et  R^,  et 
soit  W,  ce  que  serait  le  dernier  multiplicateur  si  ces  deux  résonateurs  existaient 
seuls;  nous  avons  vu  au  paragraphe  précédent  que  W  est  une  fonction  de  L  el 
de  Y)/;;  nous  avions  nK^nie  été  conduits  à  supposer  que  ^^  dépendait  de  r,/, 
seulement,  mais  j'abandonne  pour  un  instant  cette  hypothèse.  Un  choc 
iîntre  R,-  et  R'^  fera  varier  brusquement  (ou  très  rapidement)  les  variables  ^/, 
•0/.,  ;p/,  '^^A,  relatives  à  ces  deux  résonateurs  et  ne  changera  pas  les  variables  rela- 
tives aux  autres  résonateurs.  Pour  que  la  distribution  des  probabilités  n'en  soit 
pas  altérée,  il  faut  que  Al'  soit  de  la  forme  : 

A-L1  =  FW(?,-,  -n^.), 

W(5,,  /)/,)  étant  le  dernier  multiplicateur,  tel  qu'il  sérail  si  les  deux  résonateurs 
existaient  seuls  el  F  étant  une  fonction  des  variables  relatives  aux  autres  réso- 
nateurs. Si  donc  nous  envisageons  en  particulier  les  résonateurs  R|,  Rn  el  R', 
par  exemple,  nous  pourrons  écrire  : 

A-U  =  F,(=.„  ...)W(Ç„^n). 
et,  d'autre  paii  : 

/•U  =  F.,(5,.  ...)VV(Ç,,  7,,), 

F,  dépendant  seulement  des  résonateurs  autres  que  R|  et  R,  et  F-j  seulement 
des  résonateurs  autres  que  Rn  (>t  R, .  Cela  n'est  possible  que  si  l'on  a  : 

^U  =<I>ir'(Ç,)i<''(f-2).<'(ri,), 

'*'(;iji  '''''(52),  "'(^i)  ('tant  des  fonctions  d'une  seule  variable  ne  dépendant 
respectivement  que  de  ?i.  de  ;■_.  et  de  r,.  tandis  que  <^  ne  di'pend  que  des 
variables  relatives  aux  résonateurs  autres  que  Ri,  Rj  et  R, .  Ou  trouvera  ainsi 
finalement  : 

k\]  =  Xnv(  ?,)»■'(  ?;)...»•'(  Ç,,)«'( -^11  )"'(-lO---"-f  ■'■i'.)- 

C'est  le  moment  de  revenir  à  l'iijpolhèse  faite  plus  haut  el  que  nous  discu- 
terons plus  complètement  plus  loin  et  de  supposer  (r'(^,):=  1,  de  telle  façon 
que  notre  probabilité  ne  dépende  que  des  -i)  et  pas  des  i. 

Dans  tous  les  cas,  cette  probabilité  ne  dépend  pas  des  phases.  Si  donc  nous 
représentons  la  distribution  des  énergies  dans  le  système  par  un  point  rie 
l'espace  à  n  -{- p  dimensions  des  t,  et  des  r;,  la  loi  des  probabilités  s'obtiendra 
en  intégrant  l'expression  : 

H.  r.  -  i\.  so 
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jitTr  rapport  aux  o  ol  au\  J/  depuis  o  jusqu'à  2  7t;  t)n  trouve  ainsi  : 

A-(  2  !:)"+/■  /  U  ihch, 

OÙ  </(7  désigne  le  produit  des  dr,  ci  <l-  celui  des  d^.  Nous  disposerons  de  k  de 
telle  façon  que  : 

et,  en  nous  rappelant  que  les  w'  sont  supposés  égaux  à  i  el  que  U  se  réduit  au 
i)roduit  des  u',  nous  aurons  pour  l'expression  de  la  probabilité  : 

(6)  l  M  drstix=  i  <i'(r„)  «'(■•Ou)-  .  Av{T,p)  dn  (h. 

L'etpiation  <les  forces  vives  s'écrira  : 

Les  valeurs  moyennes  des  £,  seront  toutes  les  mômes  par  raison  de  symétrie 
el  il  en  est  de  même  de  celles  des  /)/,;  j'appelle  X  la  valeur  moyenne  des  ^, 
et  \  celle  des  rj/,,  et  j'ai  pour  définir  ces  quantités  les  équations  : 

(7)  Mdh=  I  Udridz;  MX  dh  =  j  '^iV  d-j  dz;  M\  d/i  =  j   r^^V  di  d-, 
les  intégrations  étant  étendues  au  domaine  défini  par  les  inégalités  : 

(8)  Ç,>o,  V1*>0,  /(  <  S? -t-  Ir,  <  A  -r-  (//(. 

4.  —  Discussion   des   formules. 

Il  \  ,1  iiiMi  (le  se  deuiauder  d'abord  si  la  relation  entre  X  et  \  est  indépen- 
dante des  ucjiubres  entiers  n  et  /*.  Il  y  a  un  cas  où  il  en  est  ellectivemeul  ainsi, 
c'est  celui  où  n'(r/)  est  une  puissance  de  r),  soit  ri"'.  Pour  nous  eu  rendre 
compte-,  nous  allons  nous  appuyer  sur  la  formule  suivante. 

Répartissons  arbitrairement  en  deux  classes  les  résonateurs,  soit  à  longue, 
soit  à  courte  période  et  désignons  par  4'  et  •/}';.  les  énergies  des  résonateurs  de 
la  première  jclasse,  par  '('■  et  n'^.  celles  des  résonateurs  de  la  deuxième  classe. 
Soil  U'  ce  que  serait  le  produit  U  si  les  résonateurs  de  la  première  classe 
existaient  seuls  el  U"  ce  qu'il  serait  si  ceux  de  la  deuxième  classe  existaient 
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seuls,  on  imra  dune  : 

U  =  U'U"; 

nous  désignerons  par  (_h' ,  dx,  (h'\  dz"  les  produits  des  dt]' ,  des  f/?',  des  dr" , 
des  d:!'  el  nous  .lurons  : 


M  r/ll 


=  /  h' Vi"  di'  ch'  di"  ,h" . 


Commençons  par  calculer  l'intégrale  du  second  membre  en  l'étendanl  au 
domaine  défini  par  les  inégalités  : 

,„,.,  (  5'>o,       •'■,';:   o,       ?">o,       V'>f'; 

(8  ois)  ; 

1   /«'<  SE'-t-  i:T,'<  /t'-h  rf/i';  //"<  2f -f-  i;-r,"<  A"-f-  rf/j", 

les    variables    se    trouvent   sépari'es    et    l'inlégrale    se    décomposera    en    deux 
facteurs  : 

/  {]'  d:s'  d-:  i  \j"d-z"d-". 

Ces  deux  fadeurs  ue  soni  aulre  chose  que  M!  dh'  et  M"  <///',  en  désignant 
par  M'  (ou  par  M")  ce  cpie  deviendrait  M  si  les  résonateurs  de  la  première 
classe  (ow  de  la  seconde)  existaient  seuls.  Pour  retrouver  l'intégrale  étendue 
au  domaine  (  iS),  il  suffit  d'intégrer  de  nouveau  par  rapport  à  //  et  //'  dans  le 
domaine  défini  par  : 

h'  >  (),         /'">  o,        h  <  Il  -^  /t"<  /«  -+-  dh, 

on  IroiiNC  ainsi  : 

M  dh  =  /  WM"  dh'  dh"  [h'-y   <,,  h">  o,  /(  <  A'-+-  h"<  h  -h  dh  ) 

ou  ce  cnii  revient  au  même  : 

(g)  U{h)—l     H\x  )}A"[  h  —  xjdx. 

du 

Comme  M  est  une  fonction  qui  dépend  cb'  //  el  de  /)  et  que  je  puis  écrire 

cfii  p(/i),  je  |)uis  écrire  la  formule  (9)  sous  la  forme  : 

Obis)  (D,n+„,/,+^{h)  =  I     9„,  ,,(jr)9„.y(/(  —  .r  )  Vj. 

Si  nous  désignons  par  X'\'  (ou  par  X"Y")  ce  que  seraient  les  valeurs 
moyennes  des  ^  et  des  /)   si  les   résonateurs  de  la  première  classe  (ou   de  la 
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(ItMixiôiiio^  existalfiil  scnl-..  on  Irouvciii  de  iiui'mc  : 


(lo)  YM  =  ^     Y' M' 


IVl"rf.r, 


OÙ  Y'  et  M'  sont  des  lonctions  de  x,  el  M"  de  h  —  x. 
Si  iKiiK  supposons  ^v[ri)  =  ri"^,  je  trouve  : 

,  9;j,=  /(,  9„,  =  /iî"'  +  i    /     ,r"'(i-    xyr/x. 


m  -+-  I 


.11'  (lis  ipic  nous  iuirou.s  en  f;ihiérnl  : 

ï,,^,  =  K/î'""+"+''-i, 

1\  l'iiiul   un  fatleui-  iinin('ri(pic.   Il  suflll  de  rciiiarcpu^r  (|ne  l'intégrale  définie  : 

/      x^ih  —  x);^dx 

est  |iri>|>orli()nnelle  à  //*"^i^*'  et  d'appliquer  la  foimulc;  (9  bis)  pour  reconnaître 
ipie  la  proposition  vraie  pour  les  petites  valeurs  de  n  el  de  p  doit  être  égale- 
ment vraie  par  n'-currence  pour  toutes  les  valeurs  de  ces  entiers. 

Si  nous  plaçons  dans  la  première  classe  tous  les  résonateurs  à  courte  période 
el  dans  la  seconde  tous  ceux  de  |)ériode  longue,  nous  aurons  donc  : 

\1'=  K7î''""+"-'.         M"=  K"A"/'-i. 

On  devra  avoir  dMilleurs 

n  p 

puisque  dans  le  cas.  par  l'xeinple,  oi'i  les  n  résonateurs  à  courte  période 
existent  seuls,  coiiinie  ils  son!  Ions  identiques,  l'énergie  moyenne  >  '  de  chacun 
d'(>ux,  devra  être  la  /;'''"''  partie  de  l'énergie  totale  h']  on  niini  donc,  pour  les 
formules  (9)  et  (10)  : 

M  =  k'  k"  /     ,r'" "-<''-!  I  //  —x)l'    '  r/x, 

(/(  —  x)i'-i  dx,  MX  =  k'  k"  /     x'""^  " 

0  "  •'o 

Mais  l'intégralion  par  |iiirli(^s  nous  flonne  : 

Jr''                                     ■  -1-       /■'' 
I      x^'+U h  —  X /^  dx  =  '^- !•    /      x^(h  —  x)?+>  r/x 


■''  (Ji-xjr 

■ rr.r 


On  en  déduit  : 


SUR    LA    THÉORIE    DES   QUANTA.  687 


«Y 


d'où 


X  Y 


1 


On  voil  que  la  répartition  de  l'énergio  ne  dépend  pas  des  nombres  n  el  />, 
mais  c'est  là  le  seul  cas  où  cette  indépendance  ait  lieu. 

Considérons  le  cas  de  «  =  i ,  /)  =  2;  de  sorte  que  nous  aurons  trois  résona- 
teurs dont  les  énergies  seront  respectivement  rj,  £1  el  £2;  et  on  aura  : 

M  =  /  l^  f/n  clh,  >^M  =  /  ?i  "■^''n  dl,,  YM  =  /  r.wdr^  rfÇ,, 

où  tv  dépend  seulement  de  n,  où  l'état  du  système  est  représenté  par  le  poini 
du  plan  dont  les  coordonnées  sont  r;  et  ?i  et  où  les  intégrations  sont  ('tendues 
au  triangle  : 

'1  >  <>,        f  1  >  <>.         T, -i-Ei</(. 

Si  alors  iv  est  considéré  comme  représentant  la  densité  de  la  matière, 
M  représentera  la  niasse  du  triangle,  X  et  Y  son  centre  de  gravité.  Ce  centre 
de  gravité  sera  sur  la  médiane  correspondant  au  côté  qui  est  sur  l'axe  des  £i, 
puisque  la  densité  est  constante  le  long  des  droites  parallèles  à  cel  axe  ;  on  a 
donc  : 

•>X-i- Y  =  /,. 

Quand  on  fera  varier  //,  ce  centre  de  gravité  XY  décrira  une  certaine 
courbe  C,  et  l'équation  de  cette  courbe  nous  donnera  la  relation  ciierchée 
entre  X  et  \  . 

Pour  passer  au  cas  de  «  =  1 ,  /y  =  1 ,  nous  n'avons  qu'à  taire  : 

M  =   /  tv  rh„  \M  =   Al  "■  fiA  =  I  ih—n  ^ti-  f/li  VM  =    /  r,wdri, 

en  étendant  les  intégrations  à  la  droite  : 

qui  sert  de  base  à  notre  triangle;  le  point  X\  représente  alors  le  centre  de 
gravité  de  cette  base.  Si  nous  voulons  que  la  loi  de  partition  do  l'énergie  soit 
la  même  pour  »  =1  1 .  p  z^  i ,  que  pour  n  =z  \ ,  p  z=2.  il  faut  que  le  lieu  de  ce 
nouveau  centre  de  gravité,  quand  on  fait  varier  //,  soit  encore  la  courbe  C. 
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Jo  tlis  que  <'('l;i   ii'ol   possililc  (iiic  si  la  (■oiirbc  0  esl  mic  di'oile  passant  par 

l'origine;  si,  en  l'il'ct,  ci^  iiV'lail  ])as  une  droite,  c'est-à-dire  si  le  rapport  ^  n'était 

pas  une  eoiislante,  nous  pourrions  [nendre  /i  assez  petit  pour  (jue,  de  O 
jnscpi'à  //,  cette  coiirhe  ne  présente  pas  de  point  (rin(lexi(jn  et  soit  |)ar  consé- 
quent convexe.  Décomposons  le  triangle  en  trapèzes  infiniment  (Hroits  en 
menant  des  parallèles  à  la  base  ^i  4- y)  = /t  ;  chacun  de  ces  trapèzes  aura  son 
centre  de  gravité  sur  C;  le  centre  de  gravité  total  du  triangle  ne  changera  pas 
si  l'on  concentre  la  niasse  de  chacun  de  ces  trapèzes  en  son  centre  de  gravité  : 
c'est  donc  le  centre  île  gravité  de  la  courbe  G  en  attribuant  à  celte  courbe  une 
densit('  partout  positive.  Or,  le  rentre  de  gravité  d'une  courbe  convexe  ne  peut 
se  trouver  sur  celle  courbe;  donc  le  centre  de  gravité  du  triangle  ne  pourrait 
se  trouver  sur  C,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
La  couibe  Cj  est  donc  une  droite  : 

Y 

d'où  : 

.ri 


1 


1 


,h 
(h  —  r,  )»■  ri'r, 


Le  rapport  des  deux  intégrales  élan!  indé|)endanl  de  li ,  nous  obtiendrons 
encore  le  même  rapport  en  dillViicntianl  le  numérateur  el  le  d('nominateur  par 
iaii|)oil  à  //  ;  mais 


MM' 


/    r''  d    /"''  ■'' 

-^    y      r,  cr  <h,  =  //  (!■(//  ),  ~    /     (  //  —  c,  )  w  clr,  =  j      ir  (/r,. 


d'où  successivement  : 

/iif(/i  I 


.h 

IV  lit. 


I 


r'' 


C.    ().    1-.    n. 


Ce  n'est  donc  qu(!  dans  des  cas  1res  exceptionnels  qiu'  la  loi  de  [lartition  de 
l'énergie  est  indépendante  des  entiers  n  el/j;  il  semble  d'abord  qu'il  en  résulte 
qu'aucun  (-quililire  thei  inique  ne  soit  possible  et  que  cela  soit  en  contradiction 
avec  le  second    pimcjpe  de   la    1  liermodvnamifpie,    mais   il  laiil    se  rappeler  (pie 
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les  nombres  ii  el  p  sont  toujours  1res  grands.  Il  convient  donc  de  se  poser  la 
question  autrement  :  la  loi  de  partition  de  V énergie  est-elle  indépendante 

du  rapport  -  quand  les  entiers  n  et  p  sont  très  grands  ? 

Si  cette  indépendance  n'avait  pas  lieu,  l'équilibre  thermodynamique  serait 
impossible;  tous  les  théorèmes  de  Boltzmann,  i\m  postulent  la  possibilité  de 
cet  équilibre  seraient  en  défaut;  la  notion  môme  d'entropie  n'aurait  plus  aucun 
sens.  Tant  donc  que  cet  indépendance  n'est  pas  établie,  il  peut  rester  des 
doutes  sur  les  raisonnements  de  M.  Planck,  qui  reposent  sur  l'existence  de 
l'entropie  el  les  théorèmes  de  Boltzmann.  Cela  suffirait  pour  justifier  le  travail 
(pic  j  ai  entrepris  ici. 

.").  —  Cas   des   grands  nombres. 

Reprenons,  dans  le  cas  général  (c'est-à-dirc  pour  ir  (piolconque),  les  équa- 
lions  (y)  à  (lo)  en  classant  dans  une  uiéme  classe,  connue  plus  haut,  les 
ri'sonaleurs  de  môme  péiiode;  nous  pourrons  écrire  : 

M'  =  s„ I  //'  ),         M"  =  K"  /("/■-!,  Y'  =  '^  ,  X"  =  ''-  ; 

el  il  viendra  : 

r'' 

(il)  M  =  K"  /      z„{x){li  —  X }!'-''  dx; 

(12)      MY  =  —    /    xif„{x){h~x)r-^  fix;  MX  =  ~    /     f„ix)(li  —  x)i' dx. 

Supposons  que  pour  n  très  grand,  cp„(.r)  puisse  se  metln;  sous  la  forme 
suivante  : 

F  et  0  sont  deux  fonctions  de  -  !  la  première  élevée  à  la  puissance  n;  N  est  un 

coefficient  numérique  ne  dépendant  que  de  n,  H  est  une  expression  cpii  lend 
vers  i  quand  /;  lend  vers  l'infini;  nous  poserons  yj  = /.«,  el  nous  supposerons 
que  n  et/)  sont  très  grands,  mais  que  leur  rapport  A'  est  fini. 

Posons  encore  : 

X  h 


^-^-=(0,  --=p,  <I>  =  F(co)(fi-,o) 


G4o 

il  viendra  : 
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I\I 


«/'K"N  r    HBi  „))<l>"((o)- 


eiu) 


MY  =  «/'K"l\/     i.illO((.))'i)"((oj  ,  '  '"     )  MX="—- /     He(  to  )<!)"(  oj)«ft.). 

Sous  li>  sijjne    /    (igun^  iiiiu  i'Diicliou  «P  élevc'c  ù  une  pLiissïiuce  1res  graniK-; 

rélémeiil  Je  celli'  iiil<'i;r;il(',  ijui  C(irn's|)on(l  nu  maxiimim  de  4»,  aura  clcmc  une 

M  V     M  X 
influence  1res  préiioiulerimlc.    I.e  ra|)|)()il   des  intégrales ——, -^-^  ,  jjuiiira  donc 

se  calculer  en  tenant  coni|)te  seuleinent  de  cet  él(''uient  ;  on  aura  donc  : 


Y  = 


fi   —   LO 

^  =  T. ' 


M   étant    1(1   riilciir   i/ut   rrinl  iiuniinuin  tl»;   m-  cette   valeur  sera  donnée  par 
l'équation  : 

K'(  w  I  /.        __ 

K  (  (■;  1  j  —  (O 


OU  Lien 

1 14  I 


K(Y) 
F'(  V  )■ 


C'est  là  la  loi  de  parlilioii  de  l'énergie,  c'est-à-dire  la  relation  ciu-rchée  entre 
\  et  ^  .  On  roil  tjucllf  est  indéjieiiditntr  du  rapport  -  ■ 
Soit  d'abord  w  ^^  r/"',  d'où  : 

5„=  K-i"""+"-', 
F=-(      )        ,  "=(-)     '  H  =  i,  N  =  K// "'"<-"-' , 

et  enfin  : 


F'(  Y  )  ^  //(  +  I 

PTyT~  ~\ 


Soil  iiiairileniml  (V  =  <^^'' ;  il  Meiidra  : 

■^„(u-  )du:  =   I  (■".'i^'td'j, 

j'inléi^ralc  ('tant  (•lenduc  au  domaine  : 
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on  en  déduit  : 

d'où,  en  faisant  //.  =  x  =  /«w  : 


F(co)  =  eT«w,  0  =    - -,  H=i,  N  = 

d'où  enfin  : 

X=       ^ 


F'(Y) 


yYh-i 


6.  —  La  loi   de  Planck. 

Dans  riijpolhèse  de  M.  Planck,  l'énergie  d'un  résonateur  ne  peut  être  égale 
qu'il  un  multiple  de  s,  £  étant  un  quantum  ;  la  probabilité  est  donc  discontinue  ; 
la  fonction  a'(yîj  est  nulle  toutes  les  fois  que  rj  n'est  pas  multiple  de  g;  si  r, 
devient  multiple  de  s,  la  fonction  iv  devient  au  contraire  infinie  et  cela  de  telle 

laçon  que  l'intégrale    /      iv  f/rj  soit  égale  au  nombre  des  multiples  de  £  compris 

'"lO 

entre  rm  et  ra  ;   voyons  quelles   sont  les  conséquences  de  cette  hypothèse  et 
voyons  en  particulier  ce  que  devient  la  fonction  (p„(x);  on  a  par  définition  : 


'f„{x)dx  =  I  «■(•ili)«'(-fi.).  ..w(ri„)da, 


l'intégration  devant  être  étendue  au  domaine  : 

ï);;^  O,  X^  ST|  ^  X  -^  dx . 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  notre  intégrale  doit  être  remplacée  par  une 

somme  finie,  puisque  la  fonction  sous  le  signe    /    est  discontinue,  elle  sera 

égale  au  nombre  des  points  situijs  à  l'intérieur  du  domaine  et  dont  les  n  coor- 
données rj,-  sont  des  multiples  de  £  (les  limites  du  domaine  sont  supposées 
contenues  dans  le  domaine). 

Considérons  l'intégrale    /  o,i{x)dx  étendue  à  un  petit   intervalle  :  de   deux 

clioses  l'une,  ou  bien  cet  intervalle  contiendra  un  multiple  ye  de  £,  ou  il  n  en 

contiendra  aucun;  dans  le  second  cas,  l'intégrale  sera  nulle;  dans  le  premier, 

elle  sera  égale  au  nombre  de  jiarlilions  de  l'entier  v  en  une  somme  de  n  entiers, 

H.  p.  —  IX.  8« 
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positifs  OU  nuls.  Ce  nombre  de  parlilions  est  donné  par  la  formule  : 

(ï  +  "  —  i)  ! 

Dans  l(>s  formules  (^i  i)  et  (12);  les  inlé;;ralos  doiveni  ôlre  remplacées  pai-  des 
sommes,  et  l'un  aura  par  exemple  : 


^.d   -^  !  (  rt  —  1  )  • 


la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  entiers  y  tels  que  ye  soit  plus  petit  que  //. 
Les  formules  qui  donnent  M\  et  MX  se  déduiraient  de  la  précédente  en  multi- 
pliant sous  le  silène    /    par  : 

Y£         h  —  -<l 

l\ous     allons     mainlenanl     remplacer     les     facloriellcs     pai'    leurs     valeurs 
approchées  : 


(y  H-  n)  !  =  (y  -f-  «)■,'+"  e-ï-"  v^2:t(y  -H  n)\ 
y  !  =  yY  e— Y  y/âlïy  ;  n  '.  =  11"  c — "  \f'>.  -  11, 

d'où  : 


'    '  '1 


y  !  (  /i  —  I  )  !  -(lui      ■;  -h  n        \'   '    f 

Nous  avons  d'ailleurs  : 


Y  \  "       /y  -\-  n        II 

Il   I      \/     ■'.  K  Y  /(     Y    -t-    Il 


U'ou  : 


I  Y  -4-  /(  —  1  )  !  /  ^    \'  I  M    \"  l  /  0)  -H  £ 


Cela  nous  montre  que  l'on  peut  ])i'êndre  : 

elle  second  meiidjic  se  léduira  comuie  il  convient  à  F"ON.  Nos  raisoimriueuls 
s'appliqueront  à  n(js  sommes  comnie  ils  s'appliquaient  à  nos  intégrales,  les 
seuls  éléments  de  la  soiiiiui'  quj  ilouiieronl  iiu  edet  sensible  sont  ceux  (nii 
corres|ionili']ii   ;iij   iii;i\iiriiiiii  ilc  V  ,  cl    nous  retomb('rons  sur  l:i  iDiniiile  (i/l). 
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Or  OU  trouve  aisément  : 

F'(.Y)        I,       /         £\ 


F(Y)        £  "V         Y 
d'où  : 

|=log(.+  i),  Y=^^, 

e    —  I 
ce  qui  est  bien  Ui  loi  de  Planck. 

7.  —  Deuxième   méthode. 

Cela  ne  nous  donne  toutefois  pas  entière  satisfaction;  nous  ne   savons  pas 

encore,  en  eflel  :  i"  si  la  loi   de  partition  sera   indépendante  du   rapport  -i 

quelle  que  soit  la  fonction  w;  2"  si  l'hypothèse  du  paragraphe  précédent  est  la 
seule  qui  conduise  à  la  loi  de  Planck.  Pour  répondre  à  ces  deux  questions,  je 
vais  employer  un  autre  mode  de  calcul,  fondé  sur  l'emploi  de  l'intégrale  de 
Fourier.  Posons  : 


(I5) 


<I>(2)  =   l      (r(-ri  le-a'-jrfTi. 

"A 


.Si  la  fonction  w(r\)  reste  finie  pour  y]  :=  » ,  ou  devient  infinie  à  la  façon  d'un 
polynôme  entier  en  ri,  et  si  «  a  sa  partie  réelle  positive,  l'intégrale  du  second 
membre  est  finie.  Si  la  formule  restait  vraie  quand  la  partie  réelle  de  a  est 
nulle,  nous  pourrions  écrire  : 


<I)(l3)=r        i(r,)^-'p-1rfri, 


4'(r))  étant  une  fonction  qui  est  égale  à  w  pour  v)  >  o  et  à  o  pour  n  ■<  o,  et 
nous  aurions  ainsi  l'intégrale  de  Fourier  sous  sa  forme  ordinaire  et  nous  en 
déduirions  : 


'•( 


I     /"■*"" 
3  J^  ^_  , 


Mais  cela  n'est  possible  que  si  la  fonction  n'(rj)  tend  vers  zéro  pourj/;  =  00, 
dans  le  cas  contraire,  la  formule  de  Fourier  n'est  pas  établie.  Elle  reste  vraie 
néanmoins,   mutatis  inulandis;  donnons,  en  eflet,  à  a   une  valeur   complexe 
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Y  + 1(3  OÙ  la  partie  réello  y  soil  positive,  nous  auions  alors  : 


<Ï)(Y  +  I  p)  =  /         i)>(ifi)  e-71  e-'?^i  rfr,. 


Cette  fois  la  quantité  <]i[ri)e  ^''  tend  vers  zéro  pour  rj  =  oo ,  la  i'orunilc  de 
Fourier  peut  donc  s'appliquer  sans  difficulté,  ce  qui  donne  : 

,v(-ri)e-T1=-i-  Ç'"'^V{t-^i\i)e'^-nd'p. 

La  partie  réelle  y  est  regardée  comme  une  constante,  et  (3  prend  toutes  les 
valeurs  de  — oo  à  +  oo ,  donc  le  point  a.  décrit  une  droite  perpendiculaire  à 
l'axe  des  quantités  réelles;  on  a  d'ailleurs  : 

do.  =  i'rffi, 

d'où  enfin  : 

I     r 

(if)  I  (r(T,")=— :-    1  (^(a)e1■Ad■J.. 

■l^7i  J 

La  formule  (i5)  nous  donne  en  l'élevant  à  la  puissance  n  : 

*"  (  a  )  =   /  ((•(  T| ,  )  11' (  T,,  ) .  .  .  »'(  T,„  )  e-a-',  (h, 

en  iulé^iranl  par  rapport  aux  n  variables  depuis  zéro  jusiju'à  l'infini;  ('tendons 
d'abord  l'intégration  au  domaine  : 

-ri,  >  o,  X  <  St,  <  .ï  -t-  dx, 

nous  trouverons  : 

■s„(x)e—^-^  dx\ 

il  reste  à  intégrer  pour  tontes  les  valeurs  de  x  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  ce 
qui  donne  : 

et  en  l;i  trailaiil  coiiiiuc  la  tiinmile  (i-^),  nous  en  déduirons  : 
(l6bis)  s„(x)  =  ■^^-   /  <I>"(ï)e"«r/s(. 

L'intégrale  (i6  bù),  comme  l'intégrale!  (i<)),  doit  être  prise  le  long  d'une 
droite  perpendiculaire  à  l'axe  des  quantités  réelles;  mais  ce  chemin  d'intégra- 
tion peut  être  déformé,  pourvu  que  la  partie  réelle  de  a    reste   toujours  posi- 
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live  et  que  sa  partie  imaginaire  varie  de  — oo  à  +  oo ,  et,  en  etlet,  la  fonction 
<I>(a)  est  holoraorphe  dans  tout  le  demi-plan  où  la  partie  réelle  de  a  est 
positive. 

Si  nous  suhstituons  à  cp„(a:)  sa  valeur  (  16  bis)  dans  les  équations  (i  i)  et  (12), 
il  viendra  : 

(\i  bis)  M  =  — r—     I    '^"(ot)e^-^'{h  —  x)i'^^dxdx, 

M  Y  =  ^   //  x^"(a)  e«^-(  h  —  x  )/'-■  (fx  dx  : 

(12  Ois)  •; 

K"     rr 

MX  =  r-    //  *"  (  3c  )  e»»(  /i  —  ar y  t/x  «/x, 


et  en  posant  encore  : 
nous  obtiendrons  : 


M 


'■'^:.t' 


dot  du> 


MY 


/i/^K"    /7'„    Mdxdo)  ..,,        /i/'K"    /7*       3  —  0)  doi  dw 

I  ^  .Z/  [1  —  "'  7.1-  ^U  '^       ?  —  w 


eu  posant  : 

L'intégration  est  prise  depuis  zéro  jusqu'à  (3  par  rapport  à  w  et  par  rapport 
à  a  tout  le  long  d'une  droite  perpendiculaire  à  l'axe  des  quantités  réelles. 

Les  seuls  éléments  des  intégrales  qu'il  j  ait  à  prendre  en  considération  sont 
ceux  qui  rendent  maximum  la  fonction  0,  qui  est  élevée  à  une  très  grande 
puissance,  pourvu  toutefois  que  le  chemin  d'intégration  passe  par  cet  élément; 
mais,  comme  nous  l'avons  remarqué  plus  haut,  nous  pouvons  déformer  ce 
chemin,  et  nous  le  ferons  de  façon  que  cette  condition  soit  remplie.  On  aura 
donc  : 

p  -  ,.,      ■ 


Y  =  w,  X  = 


k 


(li  étant  la  valeur  qui  correspond  à  ce  maximum.  Pour  exprimer  que  la 
fonction  0  passe  par  un  maximum,  nous  exprimerons  que  ses  dérivées  loga- 
rithmiques partielles  par  rapport  à  a  et  à  m  sont  nulles,  ce  qui  donne  : 

.,    ,  -I-  I.)  =  I  —  7— —  =  1). 
<I>(a)  p  — 10 

On  a  donc  : 
(■')  *(^=~''         ^=;- 
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Eu  (^iiniiiiiiil  ■>.  entre  ees  deux  e(|ii:il  ions,  ou  iiuim  la  rehilimi  cliercliée  entre 
\  et  ^  .  On  vdit  (jue,  qnel  (|iie  soit  n',  la  k>i  de  |iartilion  ne  dépend  pas  dn 
nipport  (les  deux  enlii'is  //  ei  y*,  punivii  (|iie  ics  deux  cnlieis  soient  tn>s 
i;rands. 


Pour  \v  =  T/'".  on  a 


Pour  w  =  e"^\  on  a 


''  Y  =  (m  +  i)\. 


vni+l 


'I' 


On  reniiiri|uera  (pie  dans  ee  deiiiier  cas  l'intégrale  (i5)  n'est  (inie  cl,  par 
conséquent,  la  l'onction  <I>  définie  que  quand  la  partie  réelle  de  a  est  plus 
!;rande  que  y. 

Passons  à  Tliypotlièse  de  Planck;  dans  ce  cas,  l'intégrale  (i5)  doit  ètr(^  rem- 
placée par  une  somme;  on  ne  doit  conserver  cpie  les  valeurs  de  i\  qui  sont 

multiples  de  £,  soit  r;  =  mi\  l'intégrale    /  ivdri,  généralement  nulle,  est  égale 

à  I  si  on  l'élend  à  un  petit  intervalle  comprenant  une  de  ces  valeurs  exception- 
nelles; la  formule  (i5)  devient  donc  : 

<I>  =  S  e-"'«s  =  1  +  e-»^  -f-  e--«E  -h . .  . , 
c'est-à-dire  : 

.1.  =  — 1— ; 

on  en  déduit  par  la  formule  (17)  : 

e"  -  I 
C'est  la  formule  de  Planck. 


8.  —  Nécessité  de  l'hypothèse  de  Planck. 

jNous  piiu\ons  maintenant  rc'jioudre  à  la  question  (lue  nous  nous  étions  posée 
au  début. 

I.orsipic    la    loi   (|ui   lie   Y  à   \   est   délerminik',    la    dérivée   logarithmique  -g- 

ïvM  également;    il    en    est    iloiic    de    nu-me    de    la    lonctiou    <I»   à    un    l'acteur 
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conslanl  près  el,  par  conséquent,  [parla  fm-niulc  (i6)]  de  iv.  U hypothèse  des 
quanta  est  donc  la  seule  qui  conduise  à  la  loi  de  Planck. 

Mais  une  loi  expérimentale  n'est  jamais  qu'approximative;  ne  [)ourrait-oii 
inuif;iner  des  lois  dont  les  différences  avec  celle  de  Planck  seraient  inférieures 
aux  erreurs  d'observation  et  qui  conduiraient  à  une  fonction  iv  continue  ?  Si  la 
fonction  w  est  continue,  je  dis  que  $  est  nul  pour  a  =00,  c'est-à-dire  à  basse 
température.  En  effet,  n'  qui  représente  une  probabilité  est  essentiellement 
positive,  il  en  résulte  (pie  l'intégrale  (i5)  décroît  quand  y.  croît,  puisque  lous 
ses  éléments  décroissent.  Soit  a^ao+a'  el  oo  une  valeur  quelconque,  il 
viendra  : 


/•■'■"'  r 

<I>  =    /        w  e-î-  îTi  d-r^  -^  j 


u'  e— ^'l  «-/t, . 


La  première  intégrale  est  plus  petite  que  /  ivdri,  la  seconde  est  plus 
|)etite  que  : 

e-3t'''.o  /      w  e-»«1  rf-ri  <  e-5''"''.o<I)(ao), 

d'où  : 

iprfr,  -+-e-»''.»<I>(3!o), 

et  couune  a'  tend  vers  Finlini  en  môme  temps  que  x,  on  aura  : 

*(oo  X   /       te  dr^. 

<&(  00  )  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  fonction  décroissante  <t(a  )  quand  x 
tend  vers  l'infini;  si  donc  $  n'est  pas  nul,  c'est  que  l'intégrale  du  second 
membre  de  notre  égalité  ne  tend  pas  vers  zéro  avec  Vq-  Cela  n'est  pas  possible 
si  la  fonction  w  est  continue  ou  même  finie;  il  faudrait  au  contraire  que  cette 
fonction  présentât,  pour  ri  =  o,  précisément  le  même  genre  de  discontinuité 
que  dans  l'hypothèse  de  Planck. 

Si  $(  co  )  :=  o,  cela  veut  dire  que  l'intégrale  : 


/ 


est  infinie;  la  fonction  sous  le  signe    /   peut  devenir  nulle  pour  a  =  00 ,  mais 
au  plus  comme  -;  si  elle  devenait  nulle  comme  -j  >  où  A"  >  1 ,  l'intégrale  serait 


648  SUR    LA   THÉORIE   DES   QUANTA. 

liuH'.  l'oiir  ;ill(M'  plus  loin,  rMjipcloiis  (juelqucs-iiiis  des  principes  (\v  la  théorie 
(lu  nivoniicun'iil .  Il  après  la  loi  île  \\  ien,  1  encrai e  du  lavomiciiienl  noir, 
t'niro  los  iuiiijiu'ui's  donde  /.  cl  /  +  cl/.,  esl  représentée  par  la  formule  : 

,r,,A  =  Ç'F(XT), 

OÙ  T  est  la  tenipéralure  absolue.  D'autre  pari,  si  nous  désignons  par  v  la 
fréquence  cl  par  u-,  d-j  rénergic  do  rayonnement  comprise  entre  les  fréquences 
V  et  'j  +  fh.  M.  Planck  a  démontré  (Acad.  de  lîerlin.  Silzii/ii;shijr.,  1899, 
p.  461  ;  Pliysil;.  Zcitschrift ,  1900-1901')  que  l'on  a  : 

(18)  u.,d^  =  iii  dl  =  K\-^Y  d'i , 

où  K  est  un  coefficient  numérique  et  où  ^  représente  comme  plus  haut 
l'énergie  moyenne  des  résonateurs  de  longueur  d'onde  /..  On  en  déduit  : 

«V  ",     d'.        ,.,      .  K'F(XT) 

Kv-        KS/-  rfv  A 

Or  T   n'est  autre   chose  que  X,   en   supposant  les    unités   convenablemenl 
choisies  et  X  =  -■  On  a  donc,  d'après  (17)  : 

y  dx=  —  d \i'S't>(  7. ).,        Y  d\  =  X-  d  los*, 
ou 

Dans  cette  relation,  on  suppose  que  >.  est  une  constante;  elle  nous  montre 

que  le  premier  membre  ne  change  pas  quand  on  change  X  en  f^X  et  /.  en  -; 

[i.  étant  une  constante  quelconque  :  donc  <I>  esl  loiiclion  de  ÂX  et  l'on  a  en 
regardant  maintenant  1  et  X  comme  variables  : 

¥(hX){XdX-\-\dX) 
X'-X'- 

ou  si  X  est  regardé  comme  constant  : 

ou  enfin  : 

K'  rflog* 


u,  d'i.  = 


X        >,' 
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]a;  rayoïiiiemeiit  lolal  est  alors  : 

Si  la  fonction  w  était  continue,  •!>  s'annulerait  et  log<&  deviendrait  iiilini 
pour  a  =  00 ,  c'est-à-dire  pour  /X:=o;  la  fonction  sous  le  signe  /  devient 
donc  infinie  pour  X  =  o,  et  cela  de  telle  façon  que  /  d\o^<^  ou  a  fortiori 
que    /   — r^ —  devienne  iniinie. 

Donc,  quelle  que  soi/  la  loi  du  rayonnement ,  si  Von  suppose  ([lie  le 
rayonnement  total  est  fini,  on  sera  conduit  à  une  fonction  w  présentant 
des  discontinuités  analogues  à  celles  que  donne  V hypothèse  des  quanta. 

Cela  suppose  toutefois  l'cxaclilude  de  la  formule  (iS),  et  sur  ce  point  des 
doutes  restent  permis,  puisque  M.  Planck  n'a  pu  l'établir  qu'en  s'appuyant  sur 
les  principes  de  l'Electrodjnamique  classique,  que  sa  théorie  a  précisément 
pour  objet  de  remplacer. 


9.  —  La   deuxième  théorie   de  M,   Planck. 

On  sait  que  M.  Planck  a  proposé  une  seconde  théorie  un  peu  diHércnte  do 
la  première.  Dans  sa  première  théorie,  les  résonateurs  ne  peuvent  émettre  ni 
abs(jrber  d'énergie  que  par  bonds;  dans  la  seconde,  ils  ne  peuvent  en  émettre 
que  par  bonds,  mais  ils  peuvent  en  absorber  d'une  manière  continue.  Dans 
cette  théorie  nouvelle,  M.  Planck  pose  : 


d'où 


$'(a)  _        £  e«'-)-i  _       £  £ 

$(a)  2  e«s—  I  ""  "~  2        e«e— I  ' 


et  : 


e 


^    '        I  —  e-«' 

En  se  reportant  à  la  formule  (i5),  on  voit  que  cela  veut  dire  que  w  est  nul, 
H.  P.  —  IX.  82 
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Siiul   imiir  ilo^  xalcms   i'\cc|>l loiHU'Uc.^   pour  Icxniclles   il  cs\   infini   ol  (jin-  cos 

\nloiirs  t'xci'plioiuu'lli's  sont  les  niiilliplos  impairs  de -•  Ce  n'csl  |)a.s  là  l'hypo- 

llu'St'  (1  (111  M.  IMnutk  clail   parli;  si,  en  ellcl,  l'(''n('ri;i('  cl'uii   i'('s()n.il('iir  ilevail 

loujoiirs  èiro  un  multiple  impair  dof-i  il  sérail  impossible  que  ce  résonateur 

absorbai  de  reneri;ie  d'une  manière  continue. 

11  serait  curieux  de  reclicrclier  commenl  deux  raisonnements  en  apparence 
identiques  ont  pu  conduire  dans  un  cas  à  un  résultai  exact,  dans  un  autre  à 
un  résultat  inexact.  J'observerai  seulement  que  dans  son  raisonnement 
M.  Planck  ne  t'ail  |)as  intervenir  les  échanges  d'énergie  par  clioc,  mais  seule- 
uH'ut  ])ar  émissi(Ui  et  absorption. 

10.  ■ —   Justification   des   hypothèses   restrictives. 

^lous  avons,  pour  simplifier  el  surtout  pour  fixer  les  idées,  lait  un  certain 
nombn;  d'hypothèses  assez  particulières  el  un  peu  restrictives;  on  peut  se 
demander  si  elles  jouent  un  rôle  essentiel,  auquel  cas  leur  caractère  artificiel 
pourrait  éveiller  de  la  méfiance.  Nous  avons  d'abord  supposé  que,  dans  le  cas 
simple  de  deux  résonateurs,  le  dernier  multiplicateur  W  (5,  y))  ne  dépendait 
pas  de  ^;  nous  avons  vu  ensuite  que,  sans  faire  aucune  hypothèse  restrictive, 
on  devrait  avoir  dans  tous  les  cas  : 

W(Ç,  •^)  =  H'Cri)..',(?); 

posons  alors  par  une  iorinule  analogue  à  (i5)  : 

(ti  ter)  <I>,(5.,)=   r     »•,(?)  e-s'.^rft. 

Nous  aurons  alors  (en  posant  i^  =  J'i  ^ri  =  x,  x  -+■  y  ^  2;  +  iri  =  /<)  : 
M=   /   'I)"(a)<I)','(a,)e«--re*'!''-'la'xrfao'3;i. 

Nous  poserons  alors  : 

X  =  raw,         h  —  X  =  p">t,         '"  = ''f''i, 

el  nous  aurons  à  un  nicnic  lacteiii-  constant  près  : 

M  =   /  <I)"  (  X  )  <I>? (  »!  )  e" «w  e/' '''"^i  r/i.i  da.  ih. ,  ; 
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^Jous  verrions  alors  fjiif  l'on  a  : 

\    =  W,  \   =  (.),  = y  , 

en  iloiinnnl  à  w,  z  cl  v.\  les  valeurs  qui  rendent  maxinuini  l'expression  : 

<I'(s()<I>f  (ï,)e»-f>e*«'«i. 

En  égalant  à  zéro  les  dérivées  logarilliniiqucs  de  celle  expression  par  rapport 
à  a,  «1  el  à  '>•>  (oji  élanl  supposée  remplacée  par  sa  valeur  en  fonclimi  de  o)),  il 
vient  : 

-^r, — ^ — >-  '"  =  ■^r-, — T  +  w,  =  y.  —  x,  =  o 
*(=<)  *,(a,) 

d'où  c'iiliii  les  lorniules  : 

(pu  peuvent  remplacer  les  formules  (17).  D'où  la  loi  suivante  pour  la  partition 

de  l'énergie. 

A  chacun  des  résonateurs  est  attachée  une  certaine  fonction  •I*(a),  el  son 

1                                                           *'(«) 
énergie   moyenne  a   une    température  donnée  est   représentée   par S^(  ' 

a  étant  une  fonction  de  la  température,  ipii  esl  la  mênie  pour  tous  les  résona- 
teurs; or  l'expérience  nous  apprend  quil  y  a  des  corps  dont  l'énergie  esl 
proportionnelle  (nous  dirons  égale  en  choisissant  convenablement  les  unités)  à 
la  température  absolue;  et  que  cela  arrive  en  particulier  pour  les  résonateurs  à 
très  longue  période. 

Dans  les  formules  (17  bis),  X  et  Y  sont  exprimées  en  fonction  d'une  variable 
auxiliaire  a. 

Supposons. que  nous  connaissions  par  l'expérience  la  relation  entre  X  el  Y; 
nous  pourrions  choisir  arbitrairement  l'une  des  fonctions  O  ou  4»i,  c'est-à-dire 
l'une  des  relations  (17  6w);  l'autre  s'en  déduirait.  Il  est  clair  que  ce  choix 
pourrait  toujours  être  lait  de  telle  sorte  que  les  intégrales  : 

\      Xo'ot,       /      Yrfa, 

soient  infinies,   c'est-à-dire  de  telle  façon  que  w  et  iVi  soient  des  fonctions 

continues;  mais  ce  serait  renoncer  à  l'hypothèse  (Vi=  1.  Qu'en  résulterait-il? 

Les  chocs  entre  les  atomes  (résonateurs  à  longue  période)  seraient  alors 
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régis.  :iu  |)(iiiil  ilc  viio  de  la  Alécaiiique  statistique,  par  rinlégrale  : 

/  "•.(?i)<>'i(IO---'>'i(E/,)rfT, 

qui  jouerait  le  rôle  de  l'intégrale  M  dans  l'analyse  précédente.  On  retrouverait 
pour  ces  atomes  la  loi  d'équipartition;  mais  on  devrait  renoncer  à  la  loi  de 
Maxwell  pour  la  distribution  des  vitesses  ;  les  chocs  entre  atomes  ne  pourraient 
plus  se  faire  d'après  les  lois  ordinaires  de  la  Mécanique,  et  en  particulier 
d'après  la  foi  de  la  cousci\'alion  des  qua/itifcs  de  mouvement.  Ces  consé- 
quences ne  semblent  guère  admissibles  et  il  yjarail  jirélerablc  de  supposer 
n,  =  1. 

Les  formules  [i']),  appliquées  à  deux  résonateurs  à  courte  période  moulreul 
que  la  loi  de  partition  ne  sera  pas  altérée,  si  des  chocs  se  produisent  non  pas 
entre  un  résonateur  à  longue  et  un  autre  à  courte  période,  mais  entre  deux 
résonateurs  de  périodes  différentes,  mais  courtes. 

Au  lieu  des  résonateurs  simples  de  M.  Planck,  nous  pourrons  aussi  avoir 
des  systèmes  plus  compliqués;  alors  W,  eu  supposant  deux  systèmes,  pourra 
dépendre  non  seulement  des  énergies  ^  et  r;,  mais  d'autres  variables  ^',  £",  .... 
relatives  au  premier  système,  et  d'autres  encore  /)',  rj",  . . . ,  relatives  au  second 
système.  On  devra  avoir  d'ailleurs  pour  les  raisons  exposées  plus  haut  : 

VV  =  »'(-fi,  -f]',  V,  ■  ■  •  )"'i(l,  ;'>  i",  ■  ■  •)■ 

1,  ensemble  des  systèmes  satisfait  à  l'intégrale  des  forces  vives  : 

SÇ-t-  Dr,  =  /i. 

,1c  n'en  suppose  pas  d'aulre;  j'envisage  alors  l'intégrale  : 

"{'n)  =  f  "■('1,  'O',  V'j  ■  ■  •  )  dn'  di]"  . . . 

étendue  à  toutes  les  valeurs  que  peuvent  prendre  les  variables  ri',  ■/)",  ...; 
alors  u{ri)  et  la  fonction  analogue  î<i(^)  formée  avec  Wi  joueront  le  même  rôle 
que  nous  avions  donné  à  w{-n)  et  ivi  (t),  nous  pourrons  poser  (s'il  y  a 
n  +/J  systèmes)  : 

U  =  «(•/),  )"('l!)  ••  •  "(■''i")«i(?i)«i(l2)  •••  Wi  (?/').  M  =  /   U  d^dz; 

MY  =  /  ï),  U  du  aft,         MX  =  /  Ç,  U  c/d  dx, 

et  notre  analyse  pourra  se  poursuivre  jusqu'au  bout  sans  changement. 
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Après  avoir  formé  le  dernier  multiplicateur,  il  conviendrait  do  chercher  des 
équations  différentielles  qui  admettent  ce  dernier  multiplicateur,  ou  de  voir 
quelles  sont  les  équations  à  sauts  brusques  qui  pourraient  jouer  le  rôle  de  ces 
équations  différentielles  quand  le  dernier  multiplicateur  w  n'est  pas  continu. 
C'est  là  un  problème  qui  ne  serait  sans  doute  pas  sans  difficulté.  Je  ne  m'en 
occuperai  pas  pour  le  moment. 

Rappelons  en  terminant  que  les  éclianges  d'énergie  peuvent  se  faire  de  deux 
manières  :  par  le  jeu  du  principe  de  Dôppler-Fizeau  et  par  les  cliocs.  Dans  cet 
article,  nous  n'avons  étudié  que  la  seconde  manière.  Je  reviendrai  sur  la 
première  dans  un  autre  article;  mais  je  dois  faire  observer  que,  si  Von  admet 
la  possibilité  des  chocs,  les  deux  manières  doivent  conduire  à  la  même  loi  de 
partition,  sans  quoi  le  second  principe  de  la  Thermodynamique  serait  en 
défaut.  C'est  ce  qui  m'a  permis  de  me  Ijoi'ner  à  l'étude  d'un  seul  mode 
d'échange. 
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Beviie  srienliji<jue,  V  soiie,  t.  17,  p.  22.V232  (lyia). 


Introduction. 


On  peut  bc  di'iiiantler  si  la  MOcaiiicjUL'  n'esl  pas  à  la  Nuilk'  dnii  nouveau 
bouleversement;  récemnienl  s'est  réuni  à  Bruxelles  un  Congrès  où  étalent 
assemblés  une  vingtaine  île  piiysiciens  de  diverses  nalionalités,  el,  à  ciiaque 
instant,  on  aurait  pu  les  entendre  parler  de  la  Mécanique  nouvelle  qu'ils 
opposaient  à  la  Mécanique  ancienne;  or  qu'était-ce  que  cette  Mécanique 
ancienne?  Etait-ce  celle  de  iNewlon,  celle  qui  régnait  encore  sans  conteste  à  la 
fin  du  xix''  siècle?  i\on,  c'était  la  Mécanique  de  Lorentz,  celle  du  principe  de 
relativité,  celle  qui  il  y  a  cinq  ans  à  peine,  paraissait  le  comble  de  la  hardiesse. 

Cela  veul-il  dire  que  cette  Mécanique  de  Lorentz  n'a  eu  qu'une  fortune 
éphémère,  qu'elle  n'a  (Hé  (ju'un  caprice;  de  la  mode  et  qu'on  est  sur  le  point  de 
revenir  aux  anciens  dieux  qu'on  avait  imprudemment  délaissés?  Pas  le  moins 
du  monde,  les  conquêtes  d'hier  ne  sont  pas  compromises;  en  tous  les  points 
où  elle  s'écarte  «h;  celle  de  Newton,  la  Mécanique  de  Lorentz  subsiste.  On 
continue  à  croire  qu'aucun  corps  mobile  ne  pourra  jamais  dépasser  la  vitesse 
de  la  lumière,  (pir  la  masse  d'un  corps  n'esl  pas  une  constante,  mais  qu'elle 
dépend  de  sa  vitesse  et  de  l'angle  ipie  l'ait  cette  vitesse  avec  la  force  qui  agit  sur 
lui,  qu'aucune  expérience  ne  pourra  jamais  décider  si  un  corps  est  en  repos  ou 
en  mouvement  absolu,  soit  par  rapport  à  l'espace  absolu,  soit  môme  par 
rapport  à  i'élher. 

Seulement  à  ces  hardiesses,  on  veut  l'u  ajouier  d'autres,  el  beaucoup  plus 
déconcerlanles.  Ou  ne  se  demande  |)lus  seulemenl  si  les  ('(juations  difl'é- 
rentielles  de  la   l)\uanii(iue  doiveni   èlre  nu)difiées,  mais  si   les  lois  du  mouve- 
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ment  pourront  encore  être  exprimées  par  des  équations  différentielles.  Et  ce 
serait  là  la  révolution  la  plus  profonde  que  la  Philosophie  Naturelle  ait  subi 
depuis  Newton.  Le  clair  génie  de  Newton  avait  bien  vu  (ou  cru  voir,  nous 
commençons  à  nous  le  demander)  que  l'état  d'un  système  mobile,  ou  plus 
généralement  celui  de  l'univers,  ne  pouvait  dépendre  que  de  son  état  immédia- 
tement antérieur,  que  toutes  les  variations  dans  la  nature  doivent  se  faire  d'une 
manière  continue.  Certes,  ce  n'était  pas  lui  qui  avait  inventé  cette  idée;  elle  se 
trouvait  dans  la  pensée  des  anciens  et  des  scolastiqucs,  qui  proclamaient 
l'adage  :  Natura  non  facit  sallus;  mais  elle  y  était  étouffée  par  une  foule  di^ 
mauvaises  iicrbes  qui  l'empêchaient  de  se  développer  et  que  les  grands 
philosophes  du  xvii"  siècle  ont  fini  par  élaguer. 

Eh  bien,  c'est  celte  idée  fondamentale  qui  est  aujourd'hui  en  question;  on 
se  demande  s'il  ne  faut  pas  introduire  dans  les  lois  naturelles  des  discontinuités, 
non  pas  apparentes,  mais  essentielles,  et  nous  devons  expliquer  (ralioid 
commeni  on  a  pu  être  cf)nduil  à  une  façon  de  voir  aussi  exlraordlniiiic. 


Thermodynamique   et   probabilité. 

Reportons-nous  à  hi  ihéorie  cinétique  des  gaz;  les  gaz  sont  formés  de 
molécules  qui  circulent  dans  tous  les  sens  avec  de  grandes  vitesses  ;  leurs 
trajectoires  seraient  reclilignes  si  de  temps  en  temps  elles  no  se  choquaient 
entre  elles,  ou  si  elles  ne  heurtaient  les  parois  du  vase.  Les  hasards  de  ces  chocs 
finissent  par  élal)lir  une  certaine  distribution  moyenne  des  vitesses,  soit  que 
l'on  considère  leur  direction,  soit  que  l'on  envisage  leur  grandeur;  cette 
distribution  moyenne  tend  à  se  rétablir  d'elle-même  dès  qu'elle  est  troublée; 
de  sorte  que,  malgré  la  complication  inextricable  des  mouvements,  l'observateur 
qui  ne  peut  voir  que  des  moyennes  n'aperçoit  que  des  lois  très  simples  qui 
sont  l'effet  du  jeu  des  probabilités  et  des  grands  noinin-es.  Il  observe  Véquilihre 
statistique.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  les  vitesses  seront  également  réparties 
dans  toutes  les  directions,  car  si  elles  cessaient  un  instant  de  l'être,  si  elles 
tendaient  à  prendre  une  direction  commune,  les  chocs  au  bout  de  très  peu  de 
temps  la  leur  auraient  fait  perdre. 

Le  calcul  conduit  à  une  autre  conséquence;  la  force  vive  que  va  prendre  en 
moyenne  chaque  molécule  est  proportionnelle  au  nombre  de  ses  degrés  de 
liberté;  je  m'explique;  un  corps  peut  prendre  un  certain  iioiiiliri' de  mouve- 
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nieiils  très  polits,  diflV'rcnls;  par  exemple,  un  puinl  nialérlel  peul  se  mouvoir 
suivant  les  trois  axes,  il  a  trois  dof^rés  de  liberté;  une  sphère  peut  subir  une 
tianslation  parallèle  à  chacun  des  trois  axes,  ou  encore  une  rotation  autour  de 
ces  trois  axes,  elle  a  six  degrés  île  liberté.  Or  une  molécule  n'est  pas  un  simple 
point  matériel,  elle  est  susceptible  de  déformation,  elle  aura  donc  plusieurs 
degrés  de  liberté;  par  exemple  une  molécule  d'argon  en  aura  .S,  une  molécule 
d"oxvgène  en  aura  ">.  Alors,  d'après  la  loi  que  nous  énonçons  et  que  l'on 
appelle  la  loi  d'éijuipnrlition,  si  dans  l'équilibre  statistique  une  molécule 
d'argon  |)ossède  à  une  certaine  température  la  force  vive  3,  une  molécule 
d'oxygène  dc\  ra  posséder  la  force  vive  5;  en  d'autres  termes,  les  chaleurs 
spécifiques  moléculaires  à  volume  coiislant  de  l'argcui  et  de  l'oxygène  devront 
ôtre  entre  elles  connue  3  est  à  ,). 

El  celte  loi.  convenablement  interprétée,  n'est  pas  seulement  vraie  des  gaz; 
elle  résulte  en  eflet  de  la  forme  même  que  l'on  a  toujours  attribuée  aux  équa- 
tions de  la  Djnamiqtu:^  et  qui  est  la  forme  de  Hamillon.  Si  les  lois  générales  de 
la  Dynamique  sont  applicables  aux  liquides  et  aux  solides,  ces  corps  doivent 
obéira  la  loi  d'équipartiliou,  inulntis  iiiiitan<Us. 

Le  principe  de  Carnot,  ou  second  principe  de  la  Thermodynamique,  nous 
apprend  que  le  monde  tend  vers  un  étal  final  dont  il  ne  pourra  plus  s'écarter; 
il  nous  apprend  donc  que  l'équilibre  statistique  est  possible;  s'il  ne  l'était  pas, 
on  pourrait  toujours  trouver  quelque  artifice  permettant  de  réaliser  ce  qu'on  a 
appelé  11'  iiiDuvement  jjerpétuel  de  seconde  espèce,  permet lanl  par  exemple  de 
chauffer  une  machine  à  vapeur  avec  de  la  glace,  en  profitant  de  ce  que  cette 
glace,  quelque  froide  qu'elle  soit,  n'est  pourtant  pas  au  zéro  absolu  et  contient, 
[)ar  conséquent,  une  certaine  quantité  de  chaleur.  .Si  les  lois  de  l'équilibre 
statistique  n'étaient  pas  les  mêmes  quand  on  met  en  présence  les  corps  A  et  B, 
ou  bien  les  corps  lî  et  (^.,  ou  bi(;n  enfin  les  corps  C  et  A,  il  serait  aisé,  en 
rapprochant  tantôt  deux  de  ces  corps,  tantôt  deux  autres,  de  changer  sans 
cesse  les  conditions  de  cet  équilibre;  ces  corps  ne  connaîtraient  ainsi  jamais  le 
repos  définitif,  et  il  n'y  aurait  pas  d'('(piilibre  statistique  vih'ilable;  le  princi|)e 
de  Carnot  serait  faux. 

Par  quelle  singulière  coïncidence  les  conditions  de  cet  équilibre  sont-elles 
ilonc  toujours  les  mômes,  quels  que  soient  les  corps  mis  en  présence;  les 
considéralirins  (lui  précèdent  nous  Ir  loril  ((imprcndre,  c'est  parce  que  les  lois 
générales  de  la  hyuamique,  exprimées  |>iii-  ifs  iMpiations  difl'érentitdles  de 
IlaiiMlliiii .  s  ;i |]])li(|ui'rit  il  tous  les  corps. 
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Ces  conceptions  avaient  jusqu'ici  toujours  été  confirmées  par  l'expérience, 
et  les  vérifications  sont  aujourd'hui  assez  nombreuses  pour  qu'on  ne  puisse  les 
attribuer  au  hasard.  11  faudra  donc,  si  de  nouvelles  expériences  meltenl  des 
exceptions  en  évidence,  non  pas  abandonner  la  théorie,  mais  la  modifier, 
l'élargir  de  façon  à  lui  permettre  d'embrasser  les  faits  nouveaux. 

Ce  n'est  pas  que  certaines  objections  ne  se  soient,  dès  le  premier  jour, 
présentées  à  tous  les  esprits.  Les  molécules,  les  atomes  eux-mêmes,  ne  sont  pas 
des  points  matériels;  s'ils  ont  des  dimensions,  est-il  permis  de  les  assimiler  à 
des  corps  absoluinciil  rigides;  ou  bien  quelque  simple  que  soit  la  molécule 
d'argon,  ce  ne  pourra  être  un  point  mathématique,  ce  sera  une  sphère; 
pourquoi  cette  sphère  ne  pourra-t-elle  pas  tourner,  et  si  elle  tourne,  cela 
fera  G  degrés  de  liberté  au  lieu  de  3  (').  A  moins  que  l'on  ne  suppose  que  les 
chocs,  capajjles  de  modifier  la  translation  de  la  molécule,  sont  absolument 
sans  inlluence  sur  sa  rotation;  qu'ils  ne  jieuvent  faire  subir  à  cette  molécule 
la  moindre  déformation,  etc.  D'ailleurs,  chaque  raie  du  spectre  correspond 
à  1  degré  de  lilieilé.  Inutile  de  dire  que  le  spectre  de  l'oxygène  comprend  plus 
de  cinq  raies.  Pourquoi  certains  degrés  de  liberté  ne  semblent-ils  jouer  aucun 
rôle;  pourquoi  sonl-ils  pour  ainsi  dire  ankylosés  tant  que  n'interviennent  pas 
de  mystérieuses  circonstances  ? 

La  loi   du  rayonnement. 

Les  physiciens  ne  se  préoccupèrent  pas  d'abord  de  ces  difficultés,  mais  deux 
faits  nouveaux  vinrent  changer  la  face  des  choses;  le  premier,  c'est  ce  qu'on 
appelle  la  loi  du  rayonnement  noir.  Un  corps  complètement  noir  est 
celui  dont  le  coefficient  d'absorption  est  égal  à  i  ;  un  pareil  corps  porté  à 
l'incandescence  émet  de  la  lumière  de  toutes  les  longueurs  d'onde,  et  l'intensité 
de  cette  lumière  varie  suivant  une  certaine  loi  en  fonction  de  la  température  et 
de  la  longueur  d'onde.  L'observation  directe  n'est  pas  possible,  parce  qu'il  n'y 
a  pas  de  corps  parfaitement  noir,  mais  il  y  a  un  moyen  de  tourner  la  difficulté  : 
on  peut  enfermer  le  corps  incandescent  dans  une  enceinte  entièrement  fermée; 
la    lumière  qu'il   émet    ne    peut   s'échapper  et  subit   une  série  de    réflexions 

(')  Il  ne  servirait  à  rien  de  dire  que  le  rapport  des  chaleurs  spécifiques  ne  serait  pas  cliangé 
si  l'on  attribuait  6  degrés  de  liberté  à  l'argon  et  10  h  l'oxygène.  C'est  bien  'i  degrés  de  liberté 
et  non  pas  6  qu'exige  la  tliéorie  cinétique  des  gaz  fondée  sur  le  théorème  du  viriel. 

H.  P.  —  IX.  83 
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jusqu'à  ce  qu'elle  suit  eullèremeni  alisurhée  ;  quand  lélat  d'équilibre  est 
attoiiil,  la  leuipéralure  de  l'enceinU'  (\sl  devenue  unilornie  cl  l'enceinte  est 
remplie  d'un  rayonnement  qui  suit  la  loi  du  rayonnement  noir. 

Il  est  clair  que  c'est  un  cas  d'équilibre  statistique,  les  échanges  d'énergie 
s'étanl  poursuivis  jusqu'à  ce  que  chaque  partie  du  système  gagne  en  moyenne, 
dans  uu  court  espace  de  temps,  exactement  ce  qu'elle  perd.  Mais  c'est  ici  que 
la  dil'ficullé  eouHuence.  Les  molécules  matérielles  contenues  dans  l'enceinte 
sont  en  nombre  Uni,  ([uoique  très  grand,  et  elles  n'ont  qu'un  nombre  fini  de 
degrés  de  liberté;  au  contraire,  l'étlier  en  a  une  infinité,  car  il  peut  vibrer 
d'une  infinité  de  manières  correspondant  aux  diverses  longueurs  d'onde  avec 
lesquelles  l'enceinte  est  en  résonance.  Si  la  loi  d'équiparlition  s'appliquait, 
l'élher  deNiail  donc  prendre  toute  l'énergie  et  no  rien  laisser  à  la  matière. 

On  pourrait  restreindre  la  liberté  de  létlirr  en  lui  imposant  des  liaisons, 
ipii  le  rendraient  par  exemple  incapable  de  transmettre  les  ondes  trop  courtes; 
on  échapperait  ainsi  à  la  contradiction  signalée,  mais  on  arriverait  encore  à 
une  loi,  qui  pour  n'être  plus  absurde,  serait  encore  contredite  par  l'expérience; 
c'est  la  loi  de  Rayleigli,  d'après  laquelle  l'énergie  rayonnée,  pour  une  longueur 
donnée,  serait  proportionnidle  à  la  .température  absolue  et  pour  une  tempéra- 
ture dumiée,  eu  laison  inverse  de  la  quatrième  puissance  de  la  longueur 
d  onde. 

La  loi  véritable  démontrée  par  l'expérience,  est  la  loi  de  Planck;  le  rayon- 
nement est  beaucoup  moindre  pour  les  j)etites  longueurs  d'onde,  ou  pour  les 
basses  températures,  que  ne  l'exige  la  loi  de  Rayleigh,  conforme  à  la  loi  d'équi- 
parlition. 

Le  second  laii  r('Mille  <le  la  mesure  des  chaleurs  spécifiques  des  corps  solides 
aux  très  basses  températures,  dans  l'air  ou  dans  l'hydrogène  liquides.  Ces 
chaleurs  spécifiques,  loin  d'ôtrc  sensiblement  constantes,  diminuent  rapidement 
comme  pour  s'annuler  au  zéro  absolu.  Tout  se  passe  comme  si  ces  molécules 
jjerdaieul  des  diigrés  de  lilxu'té  en  se  reiroidissani,  comme  si  ipielques-unes 
de  leurs  arliciilalions  finissaient  par  geler. 


Les   quanta  d'énergie. 

L'explication  de  ces  plir^noiiièiies  doit  être  cliercliée  sans  lairt;  table  rase  des 
principes  de  la    I  lieiiiiodvnaiiiiqiie;  il  l'aiil   axant    tmit  admettre  la  ])ossil)ililé  de 
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l'équilibre  slalistique  sans  quoi  il  ne  resterait  rien  du  principe  de  Carnot;  on 
ne  peut  admettre,  dans  la  Thermodynamique,  aucune  brèche  sans  que  tout 
s'écroule.  M.  Jeans  a  cherché  à  tout  concilier  en  supposant  que  ce  que  nous 
observons  n'est  pas  l'équilibre  statistique  définilif.  mais  une  sorte  d'équilibre 
provisoire.  Il  esl  difficile  d'adopter  cette  manière  de  voir;  sa  théorie,  ne 
prévoyant  rien,  n'est  pas  contredite  par  l'expérience,  mais  elle  laisse  sans 
explication  toutes  les  lois  connues  qu'elle  se  borne  à  ne  pas  contredire  et  qui 
n'apparaissent  ])lus  que  comme  l'eflV'l  de  je  ne  sais  quel  Iieureux  hasard. 

M.  Planciv  a  cherclié  une  autre  explication  de  la  loi  qu'il  avait  d(!'couverte  ; 
d'après  lui,  il  s'agit  d'un  viTilable  équilibre,  el,  s'il  n'est  pas  conforme  à  la  loi 
d'équiparlition,  c'est  que  les  équations  de  Hamillon  ne  sont  pas  exactes.  Pour 
arriver  à  la  loi  expérimentale,  il  faut  introduire  dans  ces  équations  une  modifi- 
cation bien   surprenante. 

CommenI  devons-nous  nous  rejirésenter  un  coips  rav(mnanl  ?  JNons  savons 
qii  un  résonateur  de  Hertz  envole  dans  1  ('t lier  des  ondes  hertziennes  qui  ne 
sont  autre  chose  que  des  ondes  lumineuses  ;  un  corps  incandescent  sera  donc 
regardé  comme  contenant  un  très  grand  nombre  de  petits  résonateurs.  Quand 
le  corps  s'(''chaufl'e,  ces  résonateurs  acquièrent  de  l'énergie,  se  mettent  à  vibrer 
et,  par  conséquent,  à  rayonner. 

L'hypothèse  do  M.  Planck  consiste  à  supposer  que  chacun  de  ces  résonateurs 
ne  |)eul  acquérir  ou  jierdre  de  l'énergie  que  par  sauts  brusfjues,  de  telle  façon 
que  la  provision  d'énergie  qu'il  possède  doit  toujours  être  un  multiple  d'une 
même  quantité  constante  appelée  quantum,  (ju'elle  doit  se  composer  d'un 
nombre  entier  de  quanta.  Celte  unité  indivisible,  ce  quantum  n'est  pas  le 
même  pour  tous  les  résonateurs,  il  est  en  raison  inverse  de  la  longueur  d'onde, 
de  sorte  que  les  résonateurs  à  courte  jiériode  ne  peuvent  avaler  de  l'énergie 
que  par  gros  morceaux  tandis  que  les  résonateurs  à  longue  période  peuvent 
l'absorber  ou  la  dégager  ])ar  petites  bouchées.  Qu'en  résulle-t-il?  Il  faut  de 
grands  efforts  pour  ébranler  un  résonateur  à  courte  période,  puisqu'il  faut  au 
moins  une  quantité  d'énergie  égale  à  son  quantum  qui  est  grand  ;  il  y  a  donc 
de  grandes  chances  pour  que  ces  résonateurs  restent  en  repos,  surtout  si  la 
température  est  basse,  et  c'est  pour  cette  raison  qu'il  y  aura  relativement  peu 
de  lumière  à  courte  longueur  d'onde  dans  le  rayonnement  noir. 

Cette  hypothèse  rend  bien  compte  des  faits  pourvu  que  l'on  admette  que  la 
relation  entre  l'énergie  du  résonateur  et  son  rayonnement  soit  la  môme  que 
dans   les   théories  anciennes.  Et  c'est  là   une   première  difficulté;    pourquoi 
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couscrver  ci'la  ;i|)iès  avuir  loiil  délriiil?  Mais  II  laiil  l)i(in  cimsiM'vor  (luclqiie 
chose,  sans  (|uoi  on  no  saurait  sur  (|ii(ii  hàlir. 

La  iliiuiniilion  des  chaleurs  spécifiques  s'explique  de  mômo;  quand  la 
lenipOralure  sahaissiv  nn  très  sjrand  nombre  de  vibraleurs  lombcnt  au-dessous 
lie  leur  ([uanliini.  cl.  au  lieu  de  vibrer  peu,  ne  vibrent  plus  du  tout,  de  sorte 
ipie  l'éui'rijii'  totale  diniiinu'  plus  ^ile  que  dans  les  anciennes  théories.  Cela 
u  est  qu  un  aperçu  (pialilalit  uiais  il  ne  iaut  pas  donner  un  noiubre  exagéré 
di'  coups  de  pouce  pour  obtenir  uuc  concordance  quanlilalive  sulfisante. 

Discussion   de  l'hypothèse   précédente. 

Létjuilibre  statistique  ne  peut  s'établir  que  s'il  v  a  écliange  d'énergie  entre 
les  résonateurs,  sans  quoi  chaque  résonateur  conserverait  indéfiniment  son 
énergie  initiale  qui  est  arbitraire,  et  la  distribution  finale  n'obéirait  à  aucune 
loi.  Cet  échange  ne  pourrait  se  faire  par  rayonnement  si  les  résonateurs  étaient 
fixes  et  enfermés  dans  une  enceinte  fixe.  En  effet,  chaque  l'ésonateur  ne 
pourrait  émettre  ou  absorber  que  de  la  lumière  d'une  longueur  d'onde  déter- 
minée, il  ne  |)ourrait  donc  envoyer  d'énergie  qu'aux  résonateurs  de  même 
période. 

Il  n'en  est  plus  de  mi'^me  si  l'on  suppose  que  l'enceinte  est  déformable  ou 
contient  des  corps  mobiles.  Et  en  effet  la  lumière  en  se  réfléchissant  sur  un 
miroir  mobile  change  de  longueur  d'onde  en  vertu  du  célèbre  principe  de 
Doppler-Fizeau.  Et  c'est  là  un  premier  mode  d'échange  par  rayonnement. 

Il  y  en  a  un  second;  les  résonateurs  j)euvent  réagir  mécaniquement  l'un  sur 
1  autre,  soit  directement,  soit  |)lutôt  par  l'intermédiaire  d'atomes  mobiles  et 
d'électrons  qui  circulent  de  l'un  à  l'autre  et  viennent  les  choquer.  C'est 
l'échange  par  chocs.  C'est  celui  que  j'ai  ('tudié  récemment,  retrouvtint  et 
confirmant  les  résultats  de  M.  Planck. 

Ainsi  que  je  l'ai  expliqué  plus  haut,  il  est  nécessaire  ipio  tous  les  modes 
d'échange  de  l'énergie  conduisent  aux  rnémes  conditions  d'équilibre  statis- 
ti(pie,  sans  quoi  le  |)rincipe  de  Carnot  serait  en  défaut.  Cela  est  nécessaire 
pour  rendre  conqjte  de  l'expéricmce,  mais  encore  faut-il  qu'on  puisse  donner 
de  cette  surprenante  concordance  une  explication  satisfaisante,  qu'on  ne  soit 
pas  forcé  de  l'attribuer  à  une  sorte  (h^  hasard  providentiel.  Dans  l'ancienne 
Mécanique,  cette  explication  était  toute  trouvée,  c'était  l'universalité  des 
équations  de  Hamilton;  allons-nous  r(;trouver  ici  quchpie  chose  d'analogue? 


l'hypothèse  des  quanta.  66i 

Je  n'ai  pas  encore  terminé  l'étude  de  l'échange  par  rayonnement,  et  je  ne 
sais  pas  encore  si  Ton  connaît  toutes  les  conditions  d'équilibre  auxquelles 
conduit  ce  mode  d'échange;  je  ne  serais  pas  étonné  qu'on  en  découvrit  de 
nouvelles  qui  pourraient  nous  causer  quelques  embarras. 

Pour  le  moment,  il  y  en  a  une  que  nous  ont  révélée  les  travaux  de  M.  Wien, 
c'est  ce  qu'on  appelle  la  loi  de  Wien  d'après  laquelle  le  produit  de  l'énergie  du 
rayonnement  par  la  cinquième  puissance  de  la  longueur  d'onde  ne  dépend  plus 
que  de  la  température  multipliée  par  la  longueur  donde. 

On  voit  lout  de  suite  que,  pour  (jue  celle  loi  de  Wien  soit  compatible  avec 
l'équilibre  statistique  dû  à  l'échange  par  chocs,  il  faut  que,  dans  cet  éciiange 
par  chocs,  l'énergie  nu  puisse  varier  que  par  quanta  inversement  propor- 
tionnels à  la  longueur  (Vonde.  C'est  là  une  propriété  mécanique  des 
résonateurs,  qui  est  évidemuu'nt  loul  à  fait  indépendante  du  principe  de 
Dôppler-Fizeau  et  l'on  ne  comprend  pas  bien  par  suite  de  quelle  mystérieuse 
harmonie  préétablie,  ces  résonateurs  ont  été  doués  de  la  seule  propriété 
mécanique  qui  pouvait  convenir.  Si  ré(|uilibre  statistique  est  invariable,  ce 
n'est  plus  pour  une  raison  unique  et  universelle,  c'est  par  le  concours  de 
circonstances  multiples  et  indépendantes. 

Dans  le  mode  d'exposition  de  M.  Planck,  celte  dualité  des  modes  d'échange 
n'apparaît  pas,  mais  elle  n'esl  que  dissimulée  et  je  croyais  nécessaire  d'atlirer 
l'attention  sur  ce  point. 

Celte  difficulté  n'est  pas  la  seule;  un  résonateur  ne  peut  en  céder  à  un  autre 
que  par  multiples  entiers  de  son  quantum;  celui-ci  ne  peut  en  recevoir  que 
par  multiples  entiers  de  son  quantum  à  lui;  comme  ces  deux  quanta  seront 
généralement  incommensurables,  cela  suflil  pour  exclure  la  possibilité  d'un 
échange  direct,  mais  l'échange  peut  se  faire  par  l'intermédiaire  des  atomes,  à 
supposer  que  l'énergie  de  ces  atomes  puisse  varier  d'.une  manière  continue. 

Ce  n'esl  pas  là  le  plus  grave;  les  résonateurs  doivent  perdre  ou  gagner 
chaque  quantum  brusquement  ou  plutôt  il  faut  qu'ils  gagnent  leur  quantum 
lout  entier  ou  qu'ils  ne  gagnent  rien.  Mais  il  leur  faut  cependant  un  certain 
temps  pour  le  gagner  ou  pour  le  perdre;  cest  ce  qu'exige  le  phénomène  des 
interférences.  Deux  quanta  émis  par  un  même  résonateur  à  des  instants  diffé- 
rents ne  sauraient  interférer  entre  eux.  Les  deux  émissions  devraient,  en  effet, 
être  regardées  comme  deux  pliénomènes  indépendants  et  il  n'y  aurait  aucune 
raison  pour  que  l'intervalle  de  temps  qui  les  sépare  fût  constant.  Cela  est 
même  impossible;  cet  intervalle  doit  èlre  plus  grand  si  la  lumière  est  faible 
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que  si  elle  est  inlonse;  à  moins  que  Von  ne  suppose  que  rinleivnlle  est 
consLint,  que  chaque  émission  |)('ul  cousisler  en  plusieurs  quanta  et  que 
rinlensilé  dépend  du  nombre  des  qu:inta  émis  à  la  l'ois.  Mais  cela  non  plus  ne 
peut  aller;  rinlervalle  doit  être  petit  par  rapport  à  un(^  période  pour  cadrer 
avec  les  observations  d  inlerlércnce:  la  xalciirdu  quanluui  résulte  de  la  formule 
même  de  Phuuk:  nous  aurions  donc  un  iiiiniiiinm  de  linlensilé  possible  de  la 
lumière,  et  on  a  obserxé  des  émissions  de  lumière  intérieures  à  ce  minimum. 

C'est  donc  bien  chaque  quantum  qui  interfère  avec  lui-même;  il  est  donc 
nécessaire  que,  mis  une  fois  sous  la  forme  de  vibrations  lumineuses  de  Téther, 
il  se  divise  en  plusieurs  parties,  que  certaines  parties  soient  en  relard  sur 
les  autres  de  plusieurs  longueurs  d'onde  et,  par  conséquent,  qu'elles  n'aient 
pas  été  émises  en  môme  temps. 

Il  semble  (pi'il  y  ait  là  une  contradiction;  peut-être  n'esl-clle  pas  insoluble. 
Imaginons  un  système  formé  d'un  certain  nombre  d'excitateurs  de  Hertz,  tous 
identiques;  chacun  d'eux  est  chargé  par  une  source  d'électricité  et  dès  que  sa 
charge  a  atteint  une  certaine  valeur,  l'étincelle  éclate,  l'émission  commence  et 
rien  désormais  ne  p(Mit  jdus  l'arrêter,  jusqu'à  ce  que  l'excitateur  soit  entiè- 
rement déchargé;  il  laut  dune  (pi'il  perde  son  quanluni  loul  entier,  ou  (pi'd  ne 
perde  rien  (le  quantum,  c'est  ici  la  (piantili-  d'énergie  qui  correspond  au 
potentiel  explosif).  Mais  ce  quantum  n'est  pas  perdu  brusquement,  chaque 
émission  dure  un  certain  temps  et  les  ondes  émises  sont  susceptibles  d'interfé- 
rences régulières. 

M.  Planck  a  supposé  que  la  relation  entre  l'énergie  d'un  résonateur  et  son 
rayonnement  ('lail  la  même  (pie  dans  l'Electrodynamique  de  Maxwell;  on 
pourrait  renoncer  à  celte  hypothèse,  et  supposer  que  les  chocs  mécaniques  se 
font  d'après  les  lois  anciennes.  La  répartition  de  l'énergie  entre  les  résonateurs 
se  ferait  alors  d'après  la  loi  de  l'équipartition,  mais  les  résonateurs  à  courte 
période  rayonneraient  moins  à  énergie  égale.  On  pourrait  alors  rendre  compte 
de  la  loi  du  rayonnement,  mais  on  n'expliquerait  pas  les  anomalies  des  chaleurs 
spécifiques  aux  basses  températures,  à  moins  que  l'on  ii'adnirlle  que  l'échange 
par  chocs  n'est  plus  possible  pour  les  solides  très  froids,  et  que  leurs  molécules 
n'échangent  plus  de  chaleur  que  par  rayonnement  à  petite  distance. 

On  pourrait  aller  plus  loin,  supposer  qu'il  n'y  a  jamais  de  choc,  que  toutes 
les  forces  dites  mécaniques  sont  d'origine  électromagnétique  ;  qu'elles  sont 
dues  à  des  actions  à  distance,  explicables  elles-mêmes  par  le  rayonnement.  Il 
faudrait  alors  ne  laisser  sulisister'  (jiie  le  mode  d'écliangc  par  rayonnement  et 
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par  le   jeu  du   [)iinci[)L'  ilc  Dôppler-Fizcau  ;   peul-ùlrc  alors  serail-on  conduil 
ainsi  à  des  lijpolhèses  irùs  difTérénles  de  celle  des  cjuania. 


Les   qiianta   d'action. 

La  niimclle  conceplioii  esl  séduisante  par  un  certain  côté;  depuis  rpiclque 
temps  la  tendance  esl  à  l'atomismc,  la  matière  nous  apparaît  comme  formée 
d'atomes  indivisibles,  l'éleclricilé  n'est  plus  continue,  elle  n'est  plus  divisible 
à  l'infini,  elle  se  résout  en  électrons  tous  de  même  charge,  tous  pareils  entre 
eux;  nous  avons  aussi  depuis  (pielque  temps  le  magnélon,  ou  atome  de  magné- 
tisme. A  ce  compte,  les  quanta  nous  apparaissent  comme  des  atomes  (Tcnerfrie. 
Malheureusement  la  comparaison  ne  se  poursuit  pas  jusqu'au  Ijout.  \}\\  atome 
d'hydrogène,  par  exemple,  est  véritablement  invariable,  il  conserve  toujours  l,i 
même  masse,  quel  que  soit  le  composé  dans  lequel  il  entre  comme  élément; 
les  électrons  conservent  de  môme  leur  individualité  à  travers  les  vicissitudes 
les  plus  diverses;  en  est-il  de  mémo  des  soi-disant  atomes  d'énergie?  INous 
avons  par  exemple  trois  (|uaula  d'énergie  sur  un  résonateur  dont  la  longiu'ur 
d'onde  est  3;  celle  énergie  passe  sur  un  second  résonateur  (h)nt  In  longueur 
d'onde  esl  5;  elle  représente  alors  non  plus  3,  mais  n  quanta,  puisque  le 
quantum  du  nouveau  résonateur  est  plus  petit  et  que,  dans  la  transformation, 
le  nombre  des  atomes  cl  la  grandeur  de  chacun  d'eux  a  changé. 

Voilà  pourquoi  la  théorie  n'est  pas  encore  satisfaisante  pour  l'esprit;  il  faut 
d'ailleurs  expliquer  y>o«/7///oz'  le  quantum  il'un  résonateur  est  en  raison  inverse 
de  la  longueur  d'onde,  cl  c'est  ce  qui  a  décidé  M.  Planck  à  modifier  le  mode 
d'exposition  de  ses  idées;  mais  ici,  je  suis  un  peu  embarrassé,  je  ne  voudrais 
ni  trahir  M.  Planck  en  dépassant  sa  pensée,  en  allant  plus  loin  cpi'il  n'a  voulu 
aller,  ni  ne  |ias  montrer  où  il  me  semble  qu'il  nous  conduit.  .Je  vais  donc 
d'abord  traduii-e  son  texte  aussi  exaclcment  que  possible,  tout  eu  le  résumant 
un  peu.  Je  rappelle  d'abord  (pie  l'étude  de  l'équilibre  thermodynamique  a  été 
ramenée  à  une  question  de  statistique  cl  de  probabilité.  «  La  probabilité  d'une 
variable  continue  s'obtient  en  envisageant  des  domaines  élémentaires  indé- 
pendants, d'égale  probal)ilité.  .  . .  Dans  la  Dynamique  classique,  on  se  sert, 
pour  trouver  ces  domaines  élémentaires,  de  ce  théorème  que  deux  étals 
physiques  dont  l'un  est  leffet  nécessaire  de  l'autre  sont  également  pro- 
bables.  Dans   un  système   physique,   si  l'on  représente  par  q   une  des   cobr- 
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données  généralisées,  pur  p  le  monienl  correspondani,  d'après  le  théorème  de 

Liouvillc.    le    domaine    \\àpdq    considéré    à    un    instant    quelconque  est   un 

invariant  par  rapport  au  temps,  si  q  el/>  varient  conformément  aux  équations 
de  Hamillon.  D'autre  part,  p  et  q  peuvent,  à  un  instant  donné,  prendre  toutes 
les  valeurs  possibles,  indépendamment  l'un  de  l'autre.  D'où  il  suit  que  le 
domaine  élémentaire  de  probabilité  est  infiniment  petit  de  la  grandeur  c?/>  rf<7.... 
La  nouvelle  hypothèse  doit  avoir  pour  but  de  restreindre  la  variabilité  de /i  et 
de  q,  de  telle  façon  que  ces  variables  ne  varient  plus  que  par  sauts,  ou  qu'elles 
soient  regardées  comme  liées  en  partie  l'une  à  l'autre.  On  arrive  ainsi  à  réduire 
le  nombre  des  domaines  élémentaires  de  probabilité  de  sorte  que  l'étendue  de 
chacun  d'eux  se  trouve  augmentée.  L'hypothèse  des  quanta  d'action  consiste  à 
supposer  que  ces  domaines,  tous  égaux  entre  eux,  ne  sont  plus  infiniment 
petits,  mais  finis  et  que  Ion  a  pour  chacun  d'eux 


,f 


dp  dq  =  A, 


h  étant  une  constante.  » 

Je  crois  nécessaire  de  compléter  cette  citation  par  quelques  explications;  je 
ne  puis  expliquer  ici  ce  que  c'est  que  l'action,  les  coordonnées  généralisées  et 
les  moments,  ni  les  diverses  intégrales  que  M.  Planck  fait  entrer  en  ligne;  je 
me  bornerai  à  dire  que  l'élément  d'énergie  est  égal  au  produit  de  la  fréquence 
par  l'élément  d'action;  et,  si  le  quantum  d'énergie  est  proportionnel  à  la 
fréquence,  comme  nous  l'avons  dit,  c'est  parce  que  le  quantum  d'action  est 
une  constante  uuiverselle,  un  véritable  atome. 

Mais  il  faut  que  je  cherche  à  éclaircir  ce  que  c'est  que  les  domaines  élémen- 
taires de  probabilité.  Ces  domaines  sont  indivisibles,  c'est-à-dire  que  dès  que 
nous  savons  tpie  nous  sommes  dans  un  de  ces  domaines,  tout  est  par  là  déter- 
miné; sans  quoi,  si  les  événements  qui  doivent  suivre  n'étaient  pas  par  ce  fait 
entièrement  connus,  s'ils  devaient  dillerer  selon  que  nous  nous  trouverions 
dans  telle  ou  telle  partie  de  ce  domaine,  c'est  que  ce  domaine  ne  serait  pas 
indivisible  au  point  de  vue  de  la  probabilité  puisque  la  probabilité  de  certains 
événements  futurs  ne  serait  pas  la  même  dans  ses  diverses  parties. 

Cela  revient  à  dire  que  lous  les  élals  du  sysième  qui  correspondent  à  un 
même  domaine  ne  peuvent  élre  discernés  entre  eux,  qu'ils  constituent  un  seul 
et  même  étal,  et  nous  sommes  ainsi  conduit  à  l'énoncé  suivant,  plus  précis 
que  celui  de  M.  Planck  el  qui  n'est  pas,  je  crois,  contraire  à  sa  jicnsée  : 
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Un  système  physique  n^est  susceptible  que  cVun  nombre  fini  d'états 
distincts;  il  saute  dhiri  de  ces  états  à  l'autre  sans  passer  /nir  une  série 
continue  d'états  intermédiaires. 

Supposons  pour  simplifier  que  rûl;il  du  sjslènae  dépende  de  trois  paramètres 
seulement,  de  sorte  que  nous  puissions  le  représenter  géométriquement  par  un 
point  de  l'espace.  L'ensemble  des  points  représentatifs  des  divers  états  possibles 
ne  sera  pas  alors  l'espace  tout  entier,  ou  une  région  de  cet  espace  ainsi  qu'on  le 
suppose  d'ordinaire;  ce  seront  un  grand  nombre  de  points  isolés  parsemant 
l'espace.  Ces  points  il  est  vrai  sont  très  serrés,  ce  qui  nous  donne  l'illusion  de 
la  continuité. 

Tous  ces  états  doivenl  être  regardés  comme  également  probables.  En  effet, 
si  nous  admettons  le  déterminisme,  à  chacun  de  ces  états  doit  nécessairement 
succéder  un  autre  étal,  exactement  aussi  probable,  puisqu'il  est  certain  que  le 
premier  entraîne  le  second.  On  verrait  ainsi  de  proche  en  proche  que  si  nous 
partons  d'un  étal  initial,  tous  les  états  auxquels  nous  parviendrons  un  jour  ou 
l'autre  sont  tous  également  probables;  les  autres  ne  doivent  pas  ôlre  regardés 
comme  des  états  possibles. 

Mais  nos  points  représentatifs  isolés  ne  doivent  pas  être  distribués  dans 
l'espace  d'une  façon  quelconque;  ils  doivent  l'être  de  telle  sorte  qu'en  les 
observant  avec  nos  sens  grossiers,  nous  ayons  pu  croii-e  aux  lois  communes  de 
la  Dynamique  et,  par  exemple,  à  celles  de  Hamilton.  Une  comparaison,  qui 
serre  la  réalité  de  beaucoup  plus  près  ipi'il  no  parait,  m'aidera  peut-être  à  me 
faire  comprendre.  Nous  observons  un  liquide,  et  nos  sens  nous  invitent  d'abord 
à  croire  que  c'est  de  la  matière  continue;  une  expérience  plus  précise  nous 
montre  que  ce  liquide  est  incompressijjle,  de  telle  sorte  que  le  volume  d'une 
portion  quelconque  de  matière  demeure  constant.  Des  raisons  quelconques 
nous  portent  ensuite  à  penser  que  ce  liquide  est  formé  de  molécules  très  petites 
et  très  nombreuses,  mais  discrètes;  nous  ne  pourrons  plus  cependant  imaginer 
une  distribution  de  ces  molécules  en  n'imposant  aucune  entrave  à  notre 
fantaisie;  il  faudra,  à  cause  de  l'incompressibilité,  supposer  que  deux  petits 
volumes  égaux  contiennent  le  même  nombre  de  molécules.  Pour  la  distribution 
des  états  possibles,  M.  Planck  se  trouve  soumis  à  une  restriction  analogue,  et 
c'est  ce  qu'il  exprime  par  les  équations  que  j'ai  citées  plus  haut,  et  que  je  ne 
puis  expliquer  ici  davantage. 

On  pourrait,  il  est  vrai,  imaginer  des  hypothèses  mixtes;  supposons  encore 
H.  P.  —  IX.  84 
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qiK'  If  SYslùnit'  physique  ne  dépeinlc  ([iie  île  trois  jiarainèln's  ri  (|iie  smi  élat 
puisse  être  représenté  ptir  un  poiiil  de  l'espace.  L'ensemble  des  points  repré- 
senlalifs  des  étais  possibles  pourra  n'être  ni  une  région  de  l'espace,  ni  un 
essaim  de  points  isolés;  il  pourra  se  composer  d'un  grand  nombre  de  petites 
surfaces  ou  de  petUes  courbes  séparées  les  unes  des  autres;  soit  par  exemple 
que  l'un  des  points  uiatéiicls  du  systènu'  puisse  décrire  seulement  certaines 
trajectoires,  mais  les  décrire  d'une  manière  continue  sauf  quand  il  saute  d'une 
trajectoire  à  l'autre  sous  l'intluence  des  points  voisins  :  cela  pourra  ôlre  le  cas 
des  résonateurs  dont  nous  avons  pai-lé  plus  haut;  ou  bien  encore,  l'état  de  la 
matière  pondérable  pourrait  varier  d'une  manière  discontinue,  avec  un  nombre 
lini  d"('lats  possibles  seulement,  tandis  que  l'étal  de  l'éllier  varierait  d'une 
manière  continue.  Rien  (le  tout  cela  ne  serait  incompatible  avec  la  pensée  de 
M.  Planck. 

Mais  on  ])ré(érera  sans  doiile  la  première  solution,  la  solution  tranche  à 
toutes  ces  hypothèses  bâtardes;  seulement  il  laui  se  rendre  compte  des  consé- 
quences que  cela  entraîne;  ce  que  nous  avons  dit  devrait  s'appliquer  à  un 
système  isolé  quelconcjue  et  même  à  l'univers.  L'univers  sauterait  donc 
brusquement  d'iinélal  à  l'autre;  mais  dans  l'intervalle  il  demeurerail  immobile, 
les  divers  instants  pemlanl  lesquels  il  resterait  dans  le  môme  état  ne  pourraient 
plus  être  discernc's  liin  de  l'autre;  nous  arriverions  ainsi  à  la  variation  discon- 
tinue du  temps,  il  V (ilomt;  de  temps. 


La   nouvelle   théorie  de  Planck. 

Revenons  à  des  problèmes  moins  généraux  et  plus  précis,  par  exemple  à  la 
théorie  du  raviuinemeul.  M.  i'Ianck  a  iniagiiu'  un<'  modification  à  sa  première 
llié'orie  et  |c  vomiiais  en  diic  qiichpics  mots.  D'après  ses  nouvelles  idées, 
l'émission  de  la  lumière  se  lerait  bnisipienienl  par  (pianta,  mais  l'absorption 
serait  continue,  il  a  voulu  ainsi  éidiappcr  à  la  dilUciilté  suivante  qui  lui  a,  je 
ne  sais  pourquoi,  paru  plus  eniiiarrassanle  en  ce  qui  concerne  l'absorption.  La 
lumière  arrive  sur  chaque  résonateur  d'une  façon  continue,  si  elle  ne  peut  être 
absorbée  qiir  (piantiiin  par  (piauliim,  il  laiil  (pie  réneigie  s'accumule  dans  une 
sort©  d'anlicliaiiiliri'  du  n'sdiialeiir,  juscpi'à  ce  qu'il  y  en  ail  assez  pour  entrer. 
Dans   la   seconde  ihéurie,   celle   difficulli'>   dis|)aiall,    mais    il    laiil    toujours  une 
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salle  d"aUeiUe  pour  réner^'ic  qui  sort,  puisque  l'élhcr  ne  peul  la  UansmeUre 
que  par  fractions  infinimeni  petites. 

Dans  la  nouvelle  tliéijrie,  les  résonateurs  conserveront  un  résidu  d'énergie 
même  au  zéro  absolu.  Si  nous  adoptons  la  nouvelle  manière  de  voir  de 
M.  Planck,  il  faut  alors  modifier  la  relation  entre  l'énergie  du  corps  rayonnant 
et  l'intensité  de  son  rayonnement.  Ce  rayonnement  n'est  plus  proportionnel  à 
l'énergie,  mais  seulement  à  l'excès  de  celte  énergie  sur  le  résidu  qui  subsiste 
au  zéro  absolu. 

Avouerai-je  que  je  n'ai  pas  été  enlièrcment  satisfait  de  cette  nouvelle  liypo- 
thèse?  M.  Planck  ne  j)arle  que  de  l'émission  et  de  l'absorption,  et  en  parle 
comme  si  le  résonateur  était  fixe;  il  n'est  question  ni  de  l'échange  d'énergie 
par  chocs,  ni  du  principe  de  Doppler-Fizeau;  dans  ces  conditions,  il  ne  peut 
donc  y  avoir  de  tendance  vers  un  état  final,  c'est  ce  que  j'ai  dit  plus  haut;  la 
démonstration  par  laquelle  on  cherche  à  nous  faire  connaître  cet  état  final 
n'est  donc  qu'un  trompe-l'œil.  L'auteur  ne  dil  pas  si  les  éelianges  par  chocs 
sont  continus  comme  l'alisorption,  ou  discontinus  comme  l'émission,  et  quand 
on  veut  appliquer  la  théorie  générale  des  échanges  par  chocs,  on  ne  retrouve 
plus  les  résultats  de  M.  Planck.  11  convient' donc  de  s'en  tenir  à  ses  premières 
idées. 

Les  idées   de  M.   Sommerfeld. 

M.  Sommerfeld  a  jjroposé  une  théorie  qu'il  veut  rai  lâcher  à  celle  (h' 
M.  Planck,  bien  que  le  seul  lien  qu'il  y  ail  enlre  elles,  c'est  ipu'  la  lelli-e  // 
figure  dans  les  dcsux  formules,  et  qu'on  a  donné  le  même  nom  de  (pianliiiii 
d'action  aux  deux  objets  très  difl'ércnts  que  celte  lettre  représente. 

Le  choc  des  électrons  ne  suivrait  |)as  du  tout  les  mêmes  lois  que  celui  des 
corps  complexes  que  nous  connaissons  et  qui  sont  accessibles  à  l'expérience. 
Quand  un  électron  rencontrerait  un  ol)slacle,  il  s'arrêterait  d'autant  plus  vite 
que  sa  vitesse  serait  plus  grande  (si  cette  loi  était  applicable  aux  trains  de 
chemin  de  fer,  le  problème  du  freinage  se  présenterait  sous  un  jour  nouveau). 
Et  cela  s'applique  à  la  production  des  rayons  X.  Les  rayons  cathodiques  sont 
des  électrons  en  mouvement  ;  ces  électrons  s'arrêtent  en  rencontrant  l'anti- 
calhode;  cet  arrêt  brusque  ébranle  l'élher  dont  les  vibrations  produisent  les 
rayons  X.  La  tliéorie  de  M.  Sommerfeld  explique  pourquoi  les  rayons  X  sont 
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ilinilaiil  plus  iH'nc'trniil  cl  jilii'^  u  durs  »  f|U('  la  \ilosse  des  rayons  cathodiques 
riait  plus  i;rande.  Plus  colle  vitesse  est  grande,  en  ellet,  plus  l'arrêt  est  brusque, 
plus,  par  conséquent,  la  perturbation  de  l'élher  est  intense  et  de  courte  durée. 


Conclusions. 

Un  voit  quel  est  l'étal  de  la  question;  les  anciennes  tiu;ories,  qui  semblaient 
rendre  compte  jusqu'ici  de  tous  les  phénomènes  connus,  se  sont  heurtées  à  un 
obstacle  inattendu.  Il  a  semblé  qu'une  modification  s'imposait.  Une  hypothèse 
s'est  d'abord  présentée  à  l'esprit  de  M.  Planck,  mais  tellement  étrange  qu'on 
(■tait  tenté  de  chercher  tous  les  moyens  de  s'en  affranchir;  ces  moyens,  on  les  a 
vainement  cherchés  jusqu'ici.  El  cela  n'empêche  pas  que  la  nouvelle  théorie 
soulève  une  foule  de  difficultés,  dont  beaucoup  sont  réelles  et  ne  sont  pas  de 
simples  illusions  dues  à  la  paresse  de  notre  esprit,  qui  répugne  à  changer  ses 
habitudes. 

Il  est  inqKissible,  pour  le  moment,  de  prévoir  quelle  sera  l'issue  finale; 
trouvera-t-on  une  explication  entièrement  différente?  Ou  bien,  au  contraire, 
les  partisans  de  la  nouvelle  théorie  parviendront-ils  à  écarter  les  obstacles  qui 
nous  empêchent  de  l'adopter  sans  réserve?  La  discontinuité  va-t-elle  régner 
sur  l'univers  physique  et  son  triomphe  est-il  définitif?  Ou  bien  reconnaîtra-t-on 
que  cette  discontinuité  n'est  qu'apparente  et  dissimule  une  série  de  processus 
continus.  Le  j)remier  qui  a  \  u  un  choc  a  cru  observer  un  phénomène  discontinu, 
et  nous  savons  aujourd'hui  qu'il  n'a  vu  que  l'effet  de  changements  de  vitesses 
très  rapides,  mais  continus.  Chercher  dès  aujourd'hui  à  donner  un  avis  sur  ces 
questions,  ce  serait  perdre  son  encre. 


LES   RAPPORTS   DE   LA   MATIÈRE 


ET 


DE    L'ÉTHER 


Conférenrc  faite  à  ta  Soi  iété  française  de  Physique,  le  ii  avril  1912. 
Journal  de  Physique  théorique  et  appliquée,  b'  série,  t.  2,  p.  347-360  (191W). 


Il 


Luisquc  M.  Abraham  est  venu  me  demander  do  clore  la  série  des  Conté- 
rences  organisées  par  la  Société  française  de  Physique,  j'ai  d'abord  été  sur 
le  point  de  refuser;  il  me  semblait  que  cliaquc;  sujet  avait  été  entièrement  traité 
et  que  je  ne  pourrais  rien  ajouter  à  ce  qui  avait  été  si  bien  dit.  Je  ne  pouvais 
que  chercher  à  résumer  l'impression  qui  semble  se  dégager  de  cet  ensemble 
le  travaux,  et  cette  impression  est  tellement  nette  que  chacun  de  vous  a  dû 
l'éprouver  tout  aussi  bien  que  mui  et  que  je  ne  saurais  lui  donner  aucune 
clarté  nouvelle  en  m'efTorçant  de  l'exprimer  par  des  phrases.  Mais  M.  Abraham 
a  insisté  avec  tant  de  bonne  grâce  que  j'ai  fini  par  me  résigner  à  des  inconvé- 
nients inévitables  dont  le  plus  grand  est  de  redire  ce  que  chacun  de  vous  a 
depuis  longtemps  pensé  et  dont  le  moindre  est  de  traverser  une  foule  de  sujets 
divers  sans  avoir  le  temps  de  m'y  arrêter. 

Une  première  réflexion  a  dû  frapper  tous  les  auditeurs  ;  les  anciennes  hypo- 
thèses mécanisles  et  atomistes  ont  pris  dans  ces  derniers  temps  assez  de  consis- 
tance pour  cesser  presque  de  nous  apparaître  comme  des  hypothèses  ;  les 
atomes  ne  sont  plus  une  fiction  commode;  il  nous  semble  pour  ainsi  dire  que 
nous  les  voyons,  depuis  que  nous  savons  les  compter.  Une  hypothèse  prend  du 
corps  et  gagne  en  vraisemblance  quand  elle  explique  de  nouveaux  faits  ;  mais 
cela  peut  arriver  de  bien  des  façons;  le  plus  souvent  elle  doit  s'élargir  pour 
rendre  compte  des  faits  nouveaux;  mais  tantôt  elle  perd  en  pi-écision  en  s'élar- 
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gissanl,  lanlôl  il  est  nécessaire  de  grellcr  sur  elle  nue  liypolhèse  accessoire  qui 
s'y  adapte  d'une  façon  plausiMo,  qui  ne  jure  pas  trop  avec  le  porle-grefTe,  mais 
qui  n'en  est  pas  moins  qiu'Ujin'  chose  d'étranger,  d'imaginé  tout  exprès  en  vue 
du  but  à  atteindre,  qui  est  en  un  mol  une  sorte  de  coup  de  pouce;  dans  ce  cas 
on  n(^  peut  pa-^  dire  que  l'expérience  a  ({iiilirmc  l'Iivpolhèse  pnuiilive,  mais 
Iniil  :iii  plus  (piClIr  ne  l'a  pas  coul rcdili'.  (  )ii  liicn  ciicdrc,  d  y  a  cuire  les  tails 
nouveaux  et  les  laits  anciens,  pour  lesquels  l'Iiypollièse  avait  été  primitivement 
conçue  une  connexion  intime  et  de  telle  nature  que  toute  hypothèse  qui  rend 
compte  des  uns  doit  par  cela  même  rendre  compte  des  autres,  de  telle  sorte 
que  les  faits  vérifiés  ne  sont  Uduveaux  (pi'cn  apparence. 

Il  n'en  est  plus  de  même  quand  l'expérience  nous  révèle  une  coïncidence 
(|ue  Ion  aurait  |)u  ])révoirel  qui  ne  saurait  être  due  au  hasard  et  surtout  quand 
11  s'agit  d'une  coïncidence  numérique.  Or  ce  sont  des  coïncidences  de  ce  genre 
qui  sont  venues  dans  ces  derniers  temps  confiruier  les  idées  alomisles. 

La  théorie  cinétique  des  gaz  a  reçu  pour  ainsi  dire  des  étais  inattendus.  De 
nouvt'lles  venues  se  sont  exaclcimuil  cahpn'cs  sur  elles;  ce  S(jnt  d'une  pari  la 
théorie  des  solutions,  et  (riuiiic  part  la  thiMiiic  clecIrdUKpic  des  métaux,  l^es 
molécules  des  corps  dissous,  de  même  que  les  électrons  libres  auxquels  les 
métaux  doivent  leur  conductibilité  électrique,  se  comportent  comme  les  molé- 
cules gazeuses  dans  les  enceintes  où  elles  sont  enfermées.  Le  parallélisme  est 
parfait  et  on  peut  le  poursuivre  jusqu'à  des  coïncidences  numériques.  Par  là  ce 
qui  était  douteux  devient  probable;  chacune  de  ces  trois  théories,  si  elle  était 
isolée,  ne  nous  apparaîtrait  fpie  comme  une  hypothèse  ingénieuse,  à  laquelle  on 
ponrr.'iit  substituer  d'autres  explications  à  peu  près  aussi  vraisemblables;  mais, 
comme  dans  chacun  des  trois  cas,  il  faudrait  une  explication  différente,  les 
coïncidences  constatées  ne  pourraient  plus  être  attribuées  qu'au  hasard,  ce  qui 
est  inadmissible,  tandis  que  les  trois  théories  cinétiques  rendent  ces  coïnci- 
d(!nces  nécessaires.  I'"l  jiuis  la  théorie  des  solutions  nous  lait  passer  tout 
naturellement  à  celle  du  mouvement  luowuien  où  il  est  impossible  de  regarder 
l'agitation  thermique  comuie  une  fiction  de  l'esjjiii,  puisqu'on  la  voit  directe- 
ment sons  le  microscope. 

Les  brillantes  détcrminalions  du  nombre  des  atouies  faites  par  M.  Perrin  ont 
complété  ce  triomphe  de  l'atomisme.  Ce  qui  entraîne  notre  conviction,  ce  sont 
les  multiples  coiicordauces  entre  des  résidtats  obtenus  par  des  procédés  entiè- 
rement différents.  11  n'y  a  pas  très  longtenqjs,  on  se  serait  estimé  heureux 
pourvu  (pie  les  nombres  trouvés  eussent  le  même  nombre  de  chiffres;  on  n'au- 
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mit  môme  pas  exigé  que  le  premier  chiffre  significatif  lut  le  môme;  ce  premier 
chiUVe  est  aujoiinl'luii  acquis  ;  el  ce  qui  esl  remarquable  c'est  qu'on  s'est 
adressé  aux  propriétés  les  plus  diverses  de  l'atome.  Dans  les  procédés  dérivant 
du  mouvement  brownien,  ou  dans  ceux  où  l'on  invoque  la  loi  du  rayonnement, 
ce  ne  sont  pas  les  atomes  que  l'on  a  compli's  directement,  ce  sont  les  degrés  de 
lilierté;  dans  celui  où  l'on  se  sert  du  lilrii  du  ciel,  ce  ne  sont  plus  les  propriétés 
mécaniques  des  atomes  qui  entii'iil  in  jeu,  ils  sont  regardés  conimr  des  causes 
de  discontinuité  optique;  enfin,  quand  on  se  sert  du  radium,  ce  que  l'on  compte, 
ce  sont  les  émissions  de  projectiles.  C'est  à  tel  point  que,  s'il  j  avait  eu  des  dis- 
cordances, on  n'aurait  pas  été  em!)arrass('  pour  les  expliquer,  mais  Iicureuse- 
menl  il  n'y  en  a  pas  eu. 

L'atome  du  chimiste  est  mainlcniiiil  une  réalité;  mais  cela  ne  veut  pas  dire 
que  nous  sommes  près  de  toucher  les  éléments  ultimes  des  choses.  Quand 
Démocrite  a  inventé  les  atomes,  il  les  considérait  comme  des  éléments  absolu- 
ment indivisibles  et  au  delà  desquels  il  ny  a  plus  rien  à  cherclier.  C'est  cela 
que  cela  veut  dire  en  grec;  el  c'est  d'ailleurs  pour  cela  qu'il  les  avait  inventés; 
derrière  l'atome,  il  ne  voulait  plus  de  mystère.  L'atome  du  chimiste  ne  lui 
aurait  donc  pas  donne'  salist'aclion,  car  cet  atome  n'est  nullemeni  indi\i>ihle, 
il  n'est  pas  un  v('rilabh'  ilénienl.  il  n'est  pas  exempt  de  mystère  ;  cet  atome  est 
un  niiinde.  Démocrite  aurait  estimé  qu'après  nous  être  donné  tant  de  mal  jtour 
le  trouver,  nous  ne  sommes  pas  plus  avancés  qu'au  début  ;  ces  philnsophes  ne 
sont  jamais  contents. 

Car,  et  c'est  là  la  seconde  réflexion  qui  s'impose  à  nous  :  chaque  nouvelle 
découverte  de  la  Physique  nous  révèle  une  nouvelle  complication  de  l'alomc 
Et  d'abord  les  corps  que  l'on  croyait  simples,  et  qui,  à  bien  des  égards,  se 
comportent  tout  à  fait  comme  des  corps  simples,  sont  susceptibles  de  se 
décomposer  en  corps  plus  simples  encore.  L'atome  se  désagrège  en  atomes  plus 
petits.  Ce  qu'on  appelle  la  radioactivité  n'est  qu'une  perpétuelle  désagrégation 
de  l'atome.  C'est  ce  qu'on  a  appelé  quelquefois  la  transmutation  des  éléments, 
ce  qui  n'est  pas  tout  à  fait  exact,  puisqu'un  élément  ne  se  transforme  pas  en 
réalité  en  un  autre,  mais  se  décompose  eu  plusieurs  autres.  Les  produits  de 
celte  décomposition  sont  encore  des  atomes  chimiques,  analogues  à  bien  des 
égards  aux  atomes  complexes  qui  leur  ont  donné  naissance  en  se  désagrégeant, 
de  sorte  que  le  phénomène  pourrait  s'exprimer  comme  les  réactions  les  plus 
banales,  par  une  équation  «hiiuique,  susceptible  d'être  acceptée  sans  trop  de 
souffrances  par  le  chimiste  le  plus  conservateur. 
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Ce  n  est  p;ts  Imil.  dans  lalomo  nous  Irtmvons  bien  d'autres  choses  :  nous  v 
trouvons  dabord  des  électrons  ;  rli;u|ue  atome  nous  apparaît  alors  comme  une 
sorte  de  système  solaire,  où  de  petits  électrons  négatifs  jouant  le  rôle  de  pla- 
nètes gravitant  autour  d'un  gros  électron  positif  qui  joue  le  rôle  de  soleil  cen- 
tral. C  est  l'allraelion  muluelle  de  ces  électricités  de  nom  contraire  qui  main- 
tient la  (iilii'sion  du  système  et  i|ui  en  fait  un  tout;  c'est  elle  qui  règle  les 
périodes  des  planètes,  et  ce  sont  ces  périodes  qui  déterminent  la  longueur 
d'onde  de  la  lumière  émise  par  l'atome;  c'est  à  la  self-induction  des  courants 
de  convection  produits  par  les  mouvements  de  ces  électrons  que  l'atome  qui  en 
est  formé  doit, son  inertie  apparente  et  ce  que  nous  appelons  sa  masse.  Outre 
ces  électrons  captifs,  il  v  a  des  électrons  libres,  ceux  qui  obéissent  aux  mômes 
lois  cinétiques  que  les  molécules  gazeuses,  ceux  qui  rendent  les  métaux  con- 
ducteurs. Ceux-là  sont  comparables  aux  comètes  qui  circulent  d'un  système 
stellaire  à  l'autre  et  qui  établissent  entre  ces  systèmes  éloignés  comme  un  libre 
échange  d'énergie. 

Mais  nous  ne  sommes  pas  au  bout  :  après  les  électrons  ou  atomes  d'électri- 
cité, voici  venir  les  magnétons  ou  atomes  de  magnétisme  et  qui  nous  arrivent 
aujourd'lnii  par  deux  voies  différentes,  par  l'étude  des  corps  magnétiques  et 
par  l'étude  du  spectre  des  corps  simples.  Je  n'ai  pas  à  vous  rappeler  ici  la  belle 
conférence  de  M.  Weiss  et  les  étonnants  rapports  de  commensurabilité  que  ces 
expériences  ont  mis  en  évidence  d'une  façon  si  inattendue.  Là  aussi  il  y  a  des 
rapports  numériques  que  Ion  ne  saurait  allrijjucr  au  liasard  et  dont  i\  faut 
chercher  l'explication. 

En  même  tein[)s  il  faut  expliquer  les  lois  si  curieuses  de  la  réjiartilion  des 
raies  dans  le  spectre.  D'après  les  travaux  de  Balmer,  de  Runge,  de  Kaiser,  de 
Rydberg,  ces  raies  se  répartissent  en  séries  et  dans  chaque  série  obéissent  à 
des  lois  simples.  La  première  pensée  est  de  rapprocher  ces  lois  de  celles  des 
harmoniques.  Do  môme  qu'une  corde  vibrante  a  une  infinité  de  degrés  de 
liberté,  ce  qui  lui  permet  de  (l<uiner  une  infinité  de  sons  dont  les  fréquences 
sont  les  multiples  d(;  la  fréquence  fondamentale;  de  niùinc  qu'un  corps  sonore 
<Ie  f<ji-me  complexe  donne  aussi  des  harmoniques,  dont  les  lois  sont  analogues, 
quoique  beaucoup  moins  simples,  de  môme  qu'un  résonateur  de  Hertz  est  sus- 
ceptible d'une  infinité  de  périodes  différentes,  l'atome  ne  pourrait-il  donner, 
pour  des  raisons  identi([Mes,  uni'  inliuilii  de  lumières  dillérentes.  Vous  savez 
que  celle  idée  si  simple  a  fait  faillite,  parce  que,  d'après  les  lois  speclrosco- 
piques,  c'est  la  fréquence  et  non  son  carré  dont  l'expression  est  simple  ;  parce 
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que  la  fréqueuce  ne  devient  pas  infinie  pour  les  harmoniques  de  rang  infininienl 
élevé.  L'idée  doit  être  modifiée  ou  elle  doit  être  abandonnée.  Jusqu'ici  elle  a 
résisté  à  toutes  les  tentatives,  elle  a  refusé  de  s'adapter;  c'est  ce  qui  a  conduil 
M  Ritz  à  l'abandonner.  11  se  représente  alors  l'atome  vil)rant  comme  l'orme 
d'un  électron  tournant  et  de  plusieurs  magnétons  placés  bout  à  bout.  Ce  n'est 
plus  l'altraclion  électrostatique  mutuelle  des  électrons  qui  règle  les  longueurs 
d'onde,  c'est  le  champ  magnétique  créé  par  ces  magnétons. 

On  a  quehpie  peine  à  accepter  celte  conception,  qui  a  je  ne  sais  quoi  d'arti- 
ficiel ;  mais  d  tant  Ijicu  tpi'on  s'y  résigne,  au  moins  provisoirement,  puisque 
jusqu'ici  on  n'a  rien  trouvé  d'autre  et  que  cependant  on  a  bien  cherché.  Pour- 
quoi des  atomes  d'hydrogène  ])euveut-ils  donner  plusieurs  raies?  Ce  n'est  pas 
parce  que  chacun  d'eux  pourrait  donner  toutes  les  raies  du  spectre  de  l'hydro- 
gène, et  qu'il  donne  efl'eclivemenl  l'une  ou  l'autre  suivant  les  circonstances 
initiales  du  mouvement  ;  c'est  parce  qu'il  y  a  plusieurs  espèces  d'atomes 
d'hytirogène,  ddVéïanl  enirc  eux  par  le  nombre  des  magnétons  qui  y  sont  ali- 
gnés, et  que  chacune  de  ces  espèces  d'atomes  donne  une  raie  diil'érente;  on  se 
demande  si  ces  atonies  diflerents  peuvent  se  transformer  les  uns  dans  les  autres 
et  comment.  Comment  un  atome  peut-il  perdre  des  magnétons  (et  c'est  ce  qui 
semble  arriver  quand  on  passe  d'une  variété  allotropique  du  fer  à  une  autre)? 
Est-ce  (jut'  le  iiiagmiton  peut  sortir  de  l'atome  ou  bien  une  partie  d'entre  eux 
peut-elle  ([uilter  l'alignement  pour  se  disposer  irrégulièrement? 

Celte  disposition  des  magnétons  bout  à  boni  est  aussi  un  Irait  singulier  de 
l'hypothèse  de  Ritz  ;  les  idées  de  M.  Weiss  doivent  toutefois  nous  le  faire 
paraître  moins  étrange.  Il  faut  bien  que  les  magnétons  se  disposent  sinon  bout 
à  bout,  au  moins  parallèlement,  puisqu'ils  s'ajoutent  arilhmétiquemenl  ou  au 
moins  algél)ri(piement,  cl  non  pas  géométriquement. 

Qu'est-ce  maintenant  qu'un  magnéton  ?  Est-ce  quelque  chose  de  simple  ? 
Non,  si  l'on  ne  veut  pas  renoncer  à  l'hypothèse  des  courants  particulaires 
d'Ampère  ;  un  magnéton  est  alors  un  tourbillon  d'électrons  et  voilà  notre 
atome  qui  se  complique  de  plus  en  plus. 

Toutefois  ce  qui,  mieux  que  toute  autre  chose,  nous  fait  mesurer  la  com- 
plexité de  l'atome,  c'est  la  réllexion  que  faisait  M.  Debierne  à  la  fin  de  sa 
conférence.  Il  s'agit  d'expliquer  la  loi  de  la  transformation  radioactive  ;  cette 
loi  est  très  simple,  elle  est  exponentielle  ;  mais,  si  l'on  réfléchit  à  sa  forme,  on 
voit  que  c'est  une  loi  slatistique;  on  y  reconnaît  la  marque  du  hasard.  Or  le 
hasard  n'est  pas  dû  ici  à  la  rencontre  fortuite  d'autres  atonies  et  d'autres  agents 
H.  P.  —  IX.  85 
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extérieurs.  C'est  à  l'IiiUTicur  mônu'  do  rnloiiie  que  se  Irouvoul  les  causes  de  sa 
transformation,  je  veux  dire  la  cause  occasionnelle  aussi  bien  que  la  cause 
profonde.  Sans  cela  nous  verrions  les  circonstances  externes,  la  température 
par  exemple,  exercer  une  influence  sur  le  coefficient  du  temps  dans  l'exposant  ; 
or  ce  coefficient  est  remarquablement  constant,  et  Curie  propose  de  s'en  servii' 
pour  la  mesure  du  temps  al)solu. 

Le  hasard  qui  pri'side  à  ces  transformations  est  doue  un  hasard  interne; 
c'est-à-dire  que  1  atome  tlu  corps  radioactif  est  uu  monde  cl  un  monde  soumis 
au  liasard  ;  mais  qu'on  y  prenne  garde,  qui  dit  hasard,  dit  f;rands  nomljres;  uu 
monde  formé  de  peu  d'éléments  obéira  à  des  lois  plus  ou  moins  compliquées, 
mais  qui  ne  seront  pas  des  lois  statistiques.  Il  faut  donc  que  l'atome  soit  uu 
monde  complexe;  il  est  vrai  que  c'est  un  monde  fermé  (ou  tout  au  moins 
presque  fermé),  il  est  à  l'abri  des  |")erturbations  extérieures  que  nous  pouvons 
provoquer;  puisqu'il  v  a  une  statistique  et,  par  conséquent,  une  thermodyna- 
mique interne  de  l'atome,  nous  pouvons  parler  de  la  lempéraliire  interne  de 
cet  atome;  eh  bien!  elle  n'a  aucune  tendance  à  se  mettre  en  équilibre  avec  la 
température  extérieure,  comme  si  l'atome  était  enfermé  dans  une  enveloppe 
parlailement  adialhermane.  JM  c'est  précisément  parce  ipiil  esl  fermé,  parce 
que  ses  fonctions  sont  nettement  tracées,  j^ardées  par  des  douaniers  sévères, 
que  l'atome  est  un  individu. 

-Vu  premier  abord,  cette  complexit('  de  l'atome  n"a  rien  de  choquant  pour 
l'esprit;  il  semble  qu'elle  ne  doive  nous  causer  aucun  embarras.  Mais  un  peu 
de  réflexion  ne  tarde  pas  à  nous  iiujnlrer  les  difficultés  qui  nous  échappaient 
d'abord.  Ce  qu'on  a  compté,  en  comptant  les  atomes,  ce  sont  les  degrés  de 
liberté;  nous  avons  implicitement  supposé  que  chaque  atome  n'en  a  ipie  trois; 
c'est  ce  qui  nous  rend  compte  des  chaleurs  spécifiques  observées;  mais  chaque 
complication  nouvelle  devrait  introduire  un  degré  de  liberté  nouveau,  et  alors 
nous  sommes  loin  de  compte.  Cette  difficulté  n'a  pas  échappé  aux  créateurs  de 
la  théorie  de  l'équipartltiou  de  l'énergie  ;  ils  s'étonnaient  déjà  du  nombre  des 
raies  du  spectre;  mais,  ne  Iniuvaiil  iiuciin  moyen  d'eu  sortir,  ils  ont  eu  la 
hardiesse  de  passer  outre. 

Ce  qui  semble  l'explication  naturelle,  c'est  justement  (jut^  l'atonu^  est  un 
monde  complexe,  mais  un  monde  fermé;  les  |)erturbations  extérieures  n'ont 
aucune  répercussion  sur  ce  qui  se  passe  en  dedans,  et  ce  (pu  se  passe  en 
dedans  n'agit  [)as  sur  le  dehors;  cela  ne  saurait  être  tout  à  l'ait  vrai,  sans  cela 
nous  ignoreiiniis   toujours  ce  qui  se  passe  eu  dedans,  cl    I  iiloiiie   ikmis  :ippaiai- 
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Irail  ri)iiime  un  siin|)le  |)oinl  niiilériel;  ce  qui  esl  vrai,  c'est  qu'on  ne  peut  voir 
le  dedans  que  par  une  loute  petite  t'enôtre,  qu'il  n'y  a  pas  pratiquement 
d'écliange  d'énergies  entre  l'extérieur  et  l'intérieur  ei  par  conséquent  pas  de 
tendance  à  l'équipartiiion  de  l'énergie  entre  les  deux  mondes.  La  lempéraiure 
interne,  comme  je  disais  tout  à  l'heure,  ne  tend  pas  à  se  mettre  en  équilii)re 
avec  la  température  extérieure,  et  c'est  pour  cela  que  la  chaleur  spécifique  esl 
la  môme  que  si  loute  cette  complexité  interne  n'existait  pas.  Supposons  un 
corps  complexe  forme  d'une  sphère  creuse  dont  la  paroi  interne  serait  ahsohi- 
iiienl  ini[)erméable  à  la  chaleur,  et  au  dedans  une  foule  de  corps  divers,  la 
chaleur  spécifique  observée  de  ce  corps  complexe  sera  celle  de  la  sphère,  comuu' 
si  tous  les  corps  qui  sont  enfermés  dedans  n'existaient  pas. 

La  porte  qui  leruu'  le  monde  intérieur  de  l'atome  s'eiilr'oin  rc  pourtanl  dr 
temps  en  temps;  c'est  ce  qui  arrive  quand,  par  l'émission  d'une  particule 
(riiclium,  l'atome  se  dégrade  et  descend  d'im  liing  dans  la  liiérarchie  rndin- 
acti\<'.  (^ue  se  passe-t-il  alors?  En  quoi  celte  décomposition  difï'ère-t-elle  des 
décompositions  chimiques  ordinaires?  Kn  quoi  l'atome  d'uranium,  formé 
d'hélium  et  d'autre  chose,  a-l-il  plus  de  titres  au  nom  d'atome  que  la  demi- 
molécule  de  cyanogène,  par  exemple,  qui  se  comporte  à  tant  d'égards  comme 
celle  d'un  corps  simple,  et  qui  esl  formée  de  carbone  et  d'azote?  C'est  sans 
iloule  que  la  chaleur  atomique  de  ruraniuni  obéirait  (je  ne  sais  si  elle  a  été 
mesurée)  à  la  loi  de  Dulong  et  Petit  et  qu'idle  serait  bien  celle  d'un  atome 
simple;  elle  devrait  doubler  alors  au  moment  de  l'émission  de  la  parlicuh; 
d'hélium  et  quand  l'atome  primordial  se  décompose  en  deux  atomes  secon- 
daires. Par  celle  décomposition,  l'atome  acquerrait  de  nouveaux  degrés  de 
liberté  susceplil)li'^  d'agir  sur  le  monde  extérieur,  et  ces  nou\eaux  degrés  de 
liberté  se  traduiraient  par  un  accroissement  de  chaleur  spécifique.  Quelle  serait 
la  conséquence  de  cette  différence  entre  la  chaleur  spécifique  totale  des  com- 
posants et  celle  des  composés?  C'est  que  la  chaleur  dégagée  par  cette  décom- 
position devrait  varier  rapidement  avec  la  température  ;  de  sorte  que  la  forma- 
lion  des  molécules  radioactives,  très  fortement  endolhermique  à  la  température 
ordinaire,  deviendrait  exothermique  à  température  élevée.  On  s'expliquerait 
mieux  ainsi  comment  les  composés  radioactifs  ont  pu  se  former,  ce  qui  ne 
laissait  pas  d'être  un  peu  mystérieux. 

Quoi  qu'il  en  soit,  celte  conception  de  ces  petits  mondes  fermés,  ou  seule- 
ment enlr'ouverts,  ne  suffit  pas  pour  résoudre  le  problème.  Il  faudrait  que 
requi|)aililion  de  l'énergie  régnât  sans  conleslalion  en  dehors  de  ces  mondes 
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fermés,  sauf  au  nunnciil  où  rniic  des  pork'S  s'enlrotivrlrail ,  cl  ce  u'csl  jims  ce 
qui  arrive. 

La  chaleur  spécifique  des  corps  solides  diminue  l'apidemenl  quand  la  tem- 
pérature s'abaisse,  comme  si  quelques-uns  de  leurs  degrés  de  liberté  s'ankvlo- 
saienl  successivement,  se  gelaient  pour  ainsi  dire,  ou,  si  vous  aimez  mieux, 
perdaient  tout  contact  avec  l'extérieur  et  se  retiraient  à  leur  tour  derrière  je  ne 
sais  quelle  enceinte  dans  je  ne  sais  (piel  monde  fermé. 

D'autre  part,  la  loi  du  ravoiinemcul  noir  n'est  pas  celle  qu'exigerait  la  llu'orie 
de  léquipartilion. 

I^a  loi  qui  s'adaplerait  à  celle  théorie  serait  celle  de  Rayleigh,  cl  celle  loi, 
qui  d'ailleurs  impliquerait  conlradiclion,  puisqu'elle  conduirait  à  un  rayonnc- 
meul  total  infini,  est  absolument  coniredite  par  l'expérience.  Il  y  a  dans  l'émis- 
sion des  corps  noirs  beaucoup  moins  de  lumière  à  coiirle  longueur  d'onde  que 
ne  l'exigerait  l'iijpothèse  de  l'équiparlilion. 

C'est  pour  cela  que  M.  Planck  a  imaginé  sa  théorie  des  Quanta,  d'après 
laquelle  les  échanges  d'énergie  entre  la  matière  et  l'élher,  ou  bien  entre  la 
matière  ordinaire  et  les  petits  résonaleurs  dont  les  vibrations  engendrent  la 
lumière  des  corps  incandescents,  ne  jjourraient  se  laire  (pie  par  sauts  brusques; 
un  de  CCS  résonaliuus  ne  pourrail  acipiérir  d'énergie  ou  en  perdre  d'une 
manière  continue  ;  il  ne  |>ourrail  acqui'rir  une  Iraclion  de  quantum,  il  acquer- 
rait un  quantum  tout  entier  ou  rien  du  loul. 

Pourquoi  alors  la  cludeur  spécifique  d'iin  solide  diLuinLie-t-elle  à  basse  tem- 
pérature, pourquoi  certains  de  ses  degrés  de  liberté  semblent-ils  ne  pas  jouer? 
C'est  parce  que  la  provision  d'énergie  qui  leur  est  oll'erle  à  i)asse  température 
n  (;st  pas  sulfisaule  pour-  leur  louruLr  un  (piautuiii  à  cliacnn;  certains  d Cnlre 
eux  n  auraient  droit  ipi'à  une  fraction  de  quantum  ;  mais,  comme  ils  ^('lll('nt 
toutou  rien,  ils  n'ont  rien  et  restent  ankjlosés. 

De  même  dans  le  rayonnement,  certains  résonateurs,  qui  n(!  peuvent  avoir 
leur  quantum  entier,  n'ont  rien  et  restent  immobiles  ;  de  sorte  qu'il  y  a  beau- 
cou]>  moins  de  iiimièi'e  rayoniK-c.  à  basse  t(!inpérature  (pi  il  n'y  en  aurait  sans 
celte  circonstance;  et  comiuc  le  rpiaiUmii  exigé  l^sl  d  aulaut  plus  grand  (pie  la 
longueur  d'onde  est  plus  petite,  ce  sont  surtout  l(^s  résonateurs  à  coiirt(;  lon- 
gueur d'onde  qui  demeurent  muets,  de  sort(;  (pie  la  [irofiortion  de  lumière  à 
courte  longueur  d'onde  est  beaucoii))  plus  petite  que  ne  l'exigerait  la  loi  de 
Rayleigh. 

Déclarer  (pi'une  semblable  théorie  s(julève  bien  des  difficultés,  ce  serait  une 
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grande  naïvelc';  quand  on  émet  une  idée  aussi  hardie,  on  s'allend  hieii  à  ren- 
conlrer  des  iliKicullés,  on  sail  qu'on  bouleverse  loules  les  opinions  reçues  et  on 
ne  s'étonne  plus  d'aucun  oijstacle,  on  s'étonnerait  au  contraire  de  n'en  pas 
trouver  devant  soi.  Aussi  ces  difficullés  ne  semlilenl-elles  pas  des  objections 
valables. 

J'aurai  cependant  le  courage  de  vous  en  signaler  quelques-unes  et  je  ne 
choisirai  pas  les  plus  grosses,  les  plus  évidentes,  celles  qui  se  présentent  à  tous 
les  esprits,  et  en  elVel  cela  est  bien  inutile,  puis(pie  tout  le  monde  y  pense  du 
premier  coup;  je  veux  vous  dire  simplement  par  quelle  série  d'états  d'âmes  j'ai 
successivement  passé. 

Je  me  suis  demandé  d'abord  quelle  était  la  \aleur  des  démonstrations  pro- 
posées; j'ai  vu  qu'on  é\aluait  la  probabilité  des  diverses  répartitions  de  l'éner- 
gie, en  les  énumérant  simplement,  puisque,  grâce  à  l'hypothèse  faite,  elles 
étaient  en  nombre  fini,  mais  je  ne  voyais  pas  bien  pourquoi  on  les  regardait 
comme  également  probables.  Ensuite  on  introduisait  les  relations  connues 
entre  la  température,  l'entropie  et  la  probabilité;  cela  supposait  la  possibilité 
de  l'équilibre  thermodynamique,  puisque  ces  rclalions  sont  démontrées  en 
supposant  cet  équilibre  possible.  Je  sais  bien  que  l'expérience  nous  apprend 
que  cet  équilii)re  est  réalisable,  puisqu'il  est  réalisé;  mais  cela  ne  me  suffisait 
pas,  il  fallait  montrer  que  cet  équilibre  est  compatible  avec  l'hypothèse  faite  et 
mémo  qu'il  en  est  une  conséquence  nécessaire.  Je  n'avais  pas  précisément  des 
doutes,  mais  j'éprouvais  le  besoin  de  voir  un' peu  plus  clair,  et  pour  cela  il 
fallait  pénétrer  un  peu  dans  le  détail  du  mécanisme. 

Pour  ipiil  [)uisse  y  avoir  une  répartition  d'énergie  entre  les  résonateurs  de 
longueur  d'onde  différente  dont  les  oscillations  sont  la  cause  du  rayonnement, 
il  faut  qu'ils  puissent  échanger  leur  énergie  ;  sans  cela  la  distribution  initiale 
subsisterait  indéfiniment  et,  comme  cette  distribution  initiale  est  arbitraire, 
il  ne  saurait  être  question  d'une  loi  du  rayonnement.  Or  un  résonateur  ne 
peut  céder  à  l'éther,  et  il  n'en  peut  recevoir  que  de  la  lumière  d'une  longueur 
d'onde  parfaitement  déterminée.  Si  donc  les  résonateurs  ne  pouvaient  réagir 
les  uns  sur  les  autres  mécaniquement,  c'est-à-dire  sans  l'intermédiaire  de 
l'éther;  si,  d'autre  part,  ils  étaient  fixes  et  enfermés  dans  une  enceinte  fixe, 
chacun  d'eux  ne  pourrait  émettre  ou  absorber  que  de  la  lumière  d'une 
couleur  déterminée,  il  ne  pourrait  donc  échanger  d'énergie  qu'avec  les 
résonateurs  avec  lesquels  il  serait  en  parfaite  résonance,  et  la  distribution  ini- 
tiale   demeurerait   inaltérable.    Mais    nous    pouvons    concevoir    deux   modes 
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d'éclinuge  qui  iu>  priMi-nl  |>a.s  ;<  d'Ile  olijc'cliou.  Dune  jinrl,  îles  alomes,  des 
i>lcclrons  libres  pcuvonl  circuler  d'un  résonalcur  à  Taulre,  clioijucr  un  résona- 
teur, lui  communiquer  cl  en  recevoir  de  l'énernie.  D'auli'e  [larl,  la  lumière,  en 
se  réfléchissant  Mir  îles  miroirs  mobiles,  (liante  de  louj;uetir  d'onde  en  vertu 
du  priiici|)e  de  Diippler-l' iz("au. 

Sommes-nous  libres  île  elioisir  entre  ces  deux  mécanismes?  Non,  il  est  certain 
(lue  1  un  et  l'autre  doi\enl  entrer  en  |eu,  et  il  l'st  nécessaire  que  l'un  et  l'autre 
iiou>  conduisent  à  un  même  résultat,  à  une  même  loi  du  ravonneinent. 
Qu'ai'ri\erail-il  en  cU'el  si  les  résultats  élaienl  contradictoires,  si  le  mécanisme 
des  chocs  ai^issant  seul  tendail  à  réaliser  une  certaine  loi  de  rayonnement,  celle 
de  Plauck  par  exemple,  taudis  cjue  le  mécanisme  Dijppler-Fizeau  tendi-ait  à  en 
réaliser  une  autre?  Eh  bien  I  il  arriverait  que,  ces  deux  mécanismes  devant 
jouer  l'un  et  l'aulre,  mais  devenant  alternati\ement  prépondérants  sous 
l'intluence  de  circonstances  fortuites,  le  monde  oscillerait  constamment  d'uni' 
loi  à  l'autre,  il  ne  tendrait  pas  vers  un  état  final  stable,  vers  cette  mort  iher- 
mique  où  il  ne  connaîtra  plus  le  changement;  le  second  principe  de  la  Tliei- 
modynamique  ne  sérail  pas  vrai. 

Je  résolus  donc  d'examiner  successivement  les  deux  processus,  et  je  com- 
mençais par  l'action  mécanique,  par  le  choc.  Vous  savez  pourquoi  les  théories 
anciennes  nous  conduisent  forcément  à  la  loi  de  l'équiparlition  ;  c'est  parce 
qu'elles  supposent  que  toutes  les  équations  de  la  Mécanique  sont  de  la  forme 
de  Hamillon  et  que,  par  conséquent,  elles  admettent  l'unité  comme  un  dernier 
multiplicateur  au  sens  d(;  .facobi.  On  doit  alors  supposer  que  les  lois  du  choc 
entre  un  électron  libre  et  un  résonateur  ne  sont  pas  de  la  même  forme  et  que 
les  é(juations  qui  les  régissent  admettent  un  dernier  multiplicateur  autre  que 
l'unité.  Il  faut  bien  qu'elles  aient  un  dernier  multiplicateur,  sans  cjuoi  le  second 
principe  de  la  Thermodynamique  ne  serait  pas  vrai,  nous  retrouverions  la 
difficulté  de  tout  à  l'heiiie,  mais  il  ne  faut  j)as  (pie  ce  multiplicateur  soit 
l'unité. 

C'est  précisément  ce  dernier  multiplicateur  qui  mesure  la  probabilité  d'un 
étal  donné  du  système  (ou  plutôt  ce  qu'on  pourrait  appeler  la  densité  de  la 
probabilité).  Dans  l'hypothèse  des  quanta,  ce  multiplicateur  ne  peut  être  une 
fonction  conlinue.  puisque  la  probabilité  fl'un  élal  doit  être  nulle,  toutes  les 
fois  que  l'cTiergie  correspoiulanle  u'esl  pas  un  multiple  du  (piauluin.  ('/est  là 
une  diflii  iillé  l'yidenle.  mais  c'est  une  de  celles  auxquelles  nous  sommes  rési- 
gnés d'avance;  je  ne  m'y  suis  pas  arrêté;  j'ai  alors  poussé  le  calcul  jusipi'au 
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l)()ul  el  j'ai  retrouvé  la  loi  de  IManck,  juslifianl  pleinement  les  vues  du  physi- 
cien allemand. 

.le  suis  alors  passé  au  mécanisme  de  Dôppler-Fizeau  ;  supposons  une  enceinte 
i'ormée  d'un  corps  de  pompe  et  d'un  piston,  dont  les  parois  sont  parfaitemcnl 
réfléchissantes.  Dans  celte  enceinte  est  enfermée  une  certaine  quantité  d'éner- 
gie lumineuse  avec  une  répartition  quelconque  des  longueurs  d'onde,  minsjjds 
de  source  de  lumière;  l'énergie  lumineuse  y  eslenlermée  une  lois  pour  toutes. 

Tant  que  le  piston  ne  bougera  pas,  cette  répartition  ne  pourra  varier,  car  la 
lumière  conservera  sa  longueur  d'onde  en  se  réfléchissant;  mais,  quand  on 
déplacera  le  piston,  la  répartition  variera.  Si  la  vitesse  du  piston  est  très  petite, 
le  phénomène  est  réversible  et  l'entropie  doit  demeurer  constante  ;  on  retrouve 
ainsi  l'analyse  de  Wien  et  la  loi  de  Wien,  mais  on  n'est  pas  plus  avancé,  puis- 
que cette  loi  est  commune  aux  anciennes  et  aux  nouvelles  théories.  Si  la 
vitesse  du  piston  n'est  pas  très  petite,  le  phénomène  devient  irréversible;  de 
sorte  que  l'analyse  thermodynamique  ne  nous  conduit  plus  à  des  égalités,  mais 
à  de  simples  inégalités  d'où  on  ne  pourrait  tirer  de  conclusions. 

Il  semble  pourtant  que  l'on  pourrait  raisonner  comme  il  suit  :  supposons 
que  la  distribution  initiale  de  l'énergie  soit  celle  du  rayonnement  noir;  c'est 
évidemment  celle  qui  correspond  an  maximum  de  l'entropie;  si  l'on  donne 
f[uelques  coups  de  piston,  la  distribution  (inale  devra  donc  rester  la  même, 
sans  quoi  l'entropie  aurait  diminué;  et  même  quelle  que  soit  la  distribution 
initiale,  après  un  nombre  très  grand  de  coups  de  piston,  lu  distribution  finale 
devra  être  celle  qui  rend  l'entropie  maximum,  celle  du  rayonnement  noir. 
(jC  raisonnement  serait  sans  valeur. 

La  distribution  a  une  tendance  à  se  rapprocher  de  celle  du  rayonnement  noir; 
elle  ne  peut  pas  plus  s'en  écarter  que  la  chaleur  ne  peut  passer  d'un  corps 
froid  sur  un  corps  chaud,  c'est-à-dire  qu'elle  ne  peut  le  faire  sans  coiitre-parlie. 
Or  ici  il  y  a  une  contre-partie  :  en  donnant  des  coups  de  piston,  on  dépense  du 
lra\ail,  qui  se  retrouve  par  une  augmentation  de  l'énergie  lumineuse  enfermée 
dans  le  corps  de  pompe,  c'est-à-dire  qui  est  transformé  en  chaleur. 

La  même  difficulté  ne  se  retrouverait  plus  si  les  corps  en  mouvement  sur 
lesquels  se  fait  la  réflexion  de  la  lumière  étaient  infiniment  petits  et  infiniment 
nombreux,  parce  qu'alors  leur  force  vive  ne  serait  pas  du  travail  mécanique, 
mais  de  la  chaleur;  on  ne  pourrait  donc  compenser  la  diminution  d'entropie 
qui  correspond  à  un  changement  dans  la  répartition  des  longueurs  d'onde  par 
la  transformation  de  ce  travail  en  chaleur,  et  alors  on  sera  en  droit  de  concluri' 
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que,  si  la  distribulidu  initiale  osl  celle  liii  raydimeineiil  noir,  celle  dislribiilioii 
devra  persister  iudétiniinenl. 

Siii)i>osons  donc  une  eiiccinlc  à  parois  fixes  el  rcllécliissanles  ;  nous  y  enfer- 
merons non  seulement  de  l'énergie  lumineuse,  mais  aussi  un  gaz;  ce  sont  les 
molécules  de  ce  gaz  (jui  joueront  le  rôle  de  miroirs  mobiles.  Si  la  distribution 
des  longueurs  d'onde  est  celle  du  rayonnement  noir  correspondant  à  la  tempé- 
rature du  gaz,  cet  état  devra  être  stable;  c'est-à-dire  : 

1°  Que  l'action  de  la  lumière  sur  les  molécules  ne  devra  pas  en  l'aire  varier 
la  température  ; 

2"  Que  l'action  des  molécules  sur  la  lumière  ne  devra  [)as  troubler  la 
disiribuliou. 

M.  Einstein  a  étudié  l'action  de  la  lumière  sur  les  molécules;  ces  molécules 
subissent,  en  efl'et,  quelque  chose  cjui  ressemble  à  la  pression  de  radiation; 
M.  Einstein  ne  s'est  pas  toutefois  placé  tout  à  tait  à  un  point  de  vue  aussi 
simple;  il  a  assimilé  ses  molécules  à  de  petits  résonateurs  mobiles,  susceptibles 
de  posséder  à  la  fois  de  la  force  vive  de  translation  et  de  l'énergie  due  à  des 
oscillations  électriques.  Le  résultat  aurait  dans  tous  les  cas  été  le  même,  il 
aurait  retrouvé  la  loi  de  Rajleigh. 

Quant  à  moi,  je  ferai  l'inverse,  c'est-à-dire  que  j'étudierai  l'action  des  molé- 
cules sur  la  lumière.  Les  molécules  sont  trop  petites  pour  donner  une  réflexion 
régulière;  elles  produisent  seulement  une  diffusion.  Ce  qu'est  cette  did'usion, 
quand  on  ne  tient  pas  compte  des  mouvements  dos  molécules,  nous  le  savons, 
et  par  la  théorie  et  par  l'expérience;  c'est  elle,  en  ell'et,  qui  produit  le  bleu  du 
cieL 

Cette  dill'usion  n'altère  pas  la  longueur  d'onde,  mais  elle  est  d'autant  plus 
intense  que  la  longueur  d'onde  est  plus  petite. 

Il  faut  maintenant  passer  de  l'action  d'une  molécule  au  repos  à  l'action  d'une 
molécule  en  mouvement,  afin  de  tenir  compte,  de  l'agitation  thermique  ;  cela 
est  facile,  nous  n'avons  qu'à  appliquer  le  principe  de  relativité  de  Lorenlz;  il 
en  résulte  que  divers  faisceaux  de  môme  longueur  d'onde  réelle,  arrivant  sur  la 
molécule  dans  différentes  directions,  n'auront  pas  même  longueur  d'onde 
apparente  jiour  un  obserN  alcur  (pii  croir:iil  la  mol(';culc  en  repos.  La  longueur 
d'onde  apparente  n'est  pas  altérée  par  la  dilTracti(ui,  mais  il  n'en  est  pas  de 
môme  de  la  longueur  d'onde  réelle. 
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Oïl  arrive  ainsi  à  uiil'  loi  iiiléressanle  ;  l'éuergie  lumineuso  réfléchie  ou 
diffusée  n'est  pas  égale  à  l'énergie  hiniinense  incideule;  ce  n'est  pas  l'énergie, 
c'est  le  produit  de  l'énergie  par  la  longueur  d'onde  qui  demeure  inaltéré.  J'ai 
d'abord  été  très  content.  Il  résultait  en  effet  de  là  qu'un  quantum  incident 
donnait  un  quantum  difl'usé,  puisque  le  quantum  est  en  raison  inverse  de  la 
longueur  d'onde.  Malheureusement  cela  n'a  rien  donné. 

J'ai  été  conduit  par  cette  analyse  k  la  loi  de  Rayleigh  ;  cela,  je  le  savais  bien 
d'avance  ;  mais  j'espérais  qu'en  voyant  comment  je  serais  conduit  à  la  loi  de 
Rayleigh,  j'apercevrais. plus  clairement  quelles  modifications  il  faut  faire  subir 
aux  hypothèses  pour  retrouver  la  loi  de  Planck.  C'est  cet  espoir  qui  a  été  déçu. 

Ma  première  pensée  fut  de  chercher  quelque  chose  qui  ressemblât  à  la 
théorie  des  quanta;  il  serait  en  effet  surprenant  que  deux  explications  entière- 
ment différentes  rendissent  conqite  d'une  niênu'  dérogation  à  la  loi  déqui- 
partition,  selon  le  mécanisme  par  lequel  cette  dérogation  se  produirait.  Or 
comment  la  structure  discontinue  de  l'énergie  pourrait-elle  intervenir?  On 
pourrait  supposer  que  celte  discontinuité  appartient  à  l'énergie  lumineuse  elle- 
même,  lorsqu'elle  circule  dans  l'éther  libre,  que  par  conséquent  la  lumière  ne 
tombe  pas  sur  les  molécules  en  masse  compacte,  mais  par  petits  bataillons 
séparés;  il  est  aisé  de  voir  que  cela  ne  changerait  rien  au  résultat. 

Ou  liien  on  pourrait  supposer  que  la  discontinuité  se  produit  au  moment  de 
la  dilfusion  elle-même,  que  la  molécule  diffusante  ne  transforme  pas  la  lumière 
d'une  façon  continue,  mais  par  quanta  successifs  ;  cela  ne  va  pas  encore  parce 
que,  si  la  lumière  à  transformer  devait  faire  antichambre,  comme  si  l'on  avait 
affaire  à  un  omnibus  qui  attendrait  d'cMrc  plein  pour  partir,  il  en  résulterait 
forcément  un  retard.  Or  la  théorie  de  lord  Rayleigh  nous  apprend  que  la  difl'u- 
sion  "par  les  molécules,  lorsqu'elle  se  fait  sans  déviation  dans  la  direction  du 
rayon  incident,  produit  tout  simplement  la  réfraction  ordinaire  ;  c'est-à-dire 
que  la  lumière  diffusée  interfère  régulièrement  avec  la  lumière  incidente,  ce 
qui  ne  serait  pas  possible  s'il  y  avait  une  perte  de  phase. 

Si  nous  cherchons  sans  parti  pris  quelle  est  celle  de  nos  prémisses  qu'il  nous 
convient  d'abandonner,  nous  ne  serons  pas  moins  embarrassés  :  on  ne  voit  pas 
comment  on  pourrait  renoncer  au  principe  de  relativité;  est-ce  alors  la  loi  de 
diffusion  par  les  molécules  au  repos  qu'il  faudrait  modifier?  cela  est  aussi  bien 
difficile;  nous  ne  pouvons  guère  pousser  la  fantaisie  jusqu'à  croire  que  le  ciel 
n'est  pas  bleu. 

Je   resterai    sur   cet   embarras,   et  je    terminerai  par  la  réflexion  suivante 
H.  P.  -  IX.  86 
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\  nu'^iiri'  (lue  1.1  Soicnic  progresse,  il  dcNiciil  de  plus  eu  plus  diflicilc  de  (aire 
place  à  un  lait  nouveau  qui  ne  se  case  pas  ualurelleuu'ul.  Les  théories  anciennes 
reposent  sur  un  ijrand  nombre  de  coïncidences  numériques  qui  ne  peuvent 
l'Ire  altrilniées  au  hasard  ;  nous  ne  pou\(ins  donc  disjoindre  ce  (pi'elles  ont 
ri'uni  :  nous  ne  pouvons  plus  luiser  les  cadres,  nous  de\(His  cl  i  ère  hei'  à  les  plier  ; 
el  ils  ne  s'\  prêtent  pas  toujours.  La  théorie  de  I  é(piiparlitiou  expliquait  lanl 
do  laits  qu'elle  <loil  contenir  une  part  de  vérité;  d'autre  pari,  tdlc  n'osl  pas 
vraie  tout  entière,  piiisc|irelle  ne  les  e\|dlque  pas  tous.  On  ne  peut  ni  l'aban- 
donner, ni  la  conserver  sans  rnoditicalion,  et  les  moditications  qui  seiubleiil 
s'imposer  sont  si  étranges  qu'on  hésite  à  s'y  résigner.  Dans  l'état  actuel  de  la 
Science,  nous  ne  pouvons  ([ue  conslaler  ces  dilliciiltés  sans  les  résoudre. 


NOTES  ET   COMMENTAIRES. 


WIV,.   -  THÉORIES  PH\SiyLIES. 


Dans  le  tome  38  des  Acta  mathemalica,  II.  A.  Lorkntz  a  cominenié  les  deux 
importants  Mémoires  de  Henri  Poincaré  consacrés  à  la  Dynamique  de  réleclron 
(Ce  tome,  p.  /io't)  et  à  la  Théorie  des  quanla  (Ce  tome,  p.  626).  Nous  avons  pensé 
que  cet  hommage  de  H.  A.  Lorenlz  devait  ligurer  ici  et  nous  le  reproduisons  en 
tête  de  ces  Notes. 


Deux    mémoires   de   Henri    Poincaré   sur   la   Physique    mathématique, 

par  H.  A.  Loreniz  (  lla.nlcni  ). 


Les  pages  suivantes  ne  peuvent  auciinemenl  dunnei-  une  idée  lanl  soit  peu 
complète  de  ce  que  la  Physique  théorique  doil  à  Poincaré.  J'aurais  été  heureux  de 
rendre  hommage  à  sa  mémoire  en  présentant  au  lecteur  un  tel  tableau  d'ensemble, 
mais  j'ai  reculé  devant  cette  tâche  qu'on  ne  pourrait  dignement  remplir  sans  de 
longues  et  sérieuses  études  pour  lesquelles  le  temps  m'a  manqué.  Je  me  suis  donc 
borné  à  deux  Mémoires,  celui  sur  la  dynamique  de  l'électron,  écrit  en  igoS  et  publié 
l'année  suivante  dans  les  Rendiconti  del  Circolo  Maternalico  di  Palermo,  et  l'étude 
sur  la  Théorie  des  quanta  qui  parut  dans  le  Journal  de  Physique  au  commencement 
de  1912. 

Pour  bien  faire  apprécier  le  premier  de  ces  travaux,  je  devrai  entrer  en  quelques 
détails  sur  les  idées  dont  le  développement  a  abouti  au  Principe  de  relativité. 
Amené  ainsi  à  pailer  un  peu  de  la  part  que  j'ai  pu  prendre  moi-même  à  ce 
développement,  je  dois  dire  avant  tout  que  j'ai  trouvé  un  encouragement  précieux 
dans  l'intérêt  bienveillant  que  Poincaré  a  constamment  pris  à  mes  études.  Du  reste, 
on  verra  bientôt  à  quel  degré  il  m'a  dépassé. 

On  sait  que  Fresnel  avait  fondé  une  explication  de  l'aberration  astronomique  sur 
l'hypothèse  d'un  éther  immobile  que  les  corps  célestes  traverseraient  sans  l'entraîner. 
On  connaît  aussi  son  célèbre  théorème,  complément  nécessaire  de  cette  hypothèse 
fondamentale,  sur  l'entraînement  partiel  des  ondes  lumineuses  par  de  la  matière  en 
mouvement.  Un  corps  transparent  animé  d'une  translation  ne  communiquera  aux 
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rayons    qnunc    tiaclion    de   sa    propre   vilesse,    fraction    ipii    est   détennini'o  par  le 
«    coeflicient    de    l'resnel    »    i  —   -->    dans    lf([ia'l    n   est  l'indice   de  réfraction    du 

milieu. 

Lors»(ue,  grâce  aux  lra\;ui\  tle  ClerU  Maxwell,  nos  vues  sur  la  nature  de  la 
lumière  avaient  été  profondément  changées,  il  était  naturel  d'essayer  une  déduction 
de  ce  coefficient  basée  sur  les  principes  de  la  théorie  électromagnétique.  Voilà  le 
but  que  je  me  suis  proposé  et  qui  a  pu  être  atteial  sans  trop  de  difficulté  dans  la 
théorie  des  électrons. 

La  plupart  des  phénomènes  qui  se  rattachent  à  l'aberration,  et  notamment 
l'absence  d'une  iniluence  du  mouvement  de  la  Terre  dans  toutes  les  expériences  où 
le  système  entier  d'appareils  est  en  repos  par  rapport  à  notre  planète,  purent 
maintenant  être  expliqués  d'une  manière  satisfaisante.  Seulement  il  fallait  faire  la 
restriction  que  les  efTets  considérés  devaient  être  du  premier  ordre  de  grandeur  par 
rapport  à  la  vitesse  de  la  Terre  divisée  par  celle  de  la  lumière,  les  teiiiies  du  second 
ordre  ayant  été  négligés  dans  les  calculs. 

Or,  en  1881,  M.  Michelson  réussit  à  faire  interférer  deux  rayons  lumineux  partis 
d'un  même  point  et  y  revenant  après  avoir  suivi  des  chemins  rectilignes  de  longueur 
égale  et  perpendiculaires  entre  eux.  Il  trouva  que  les  phénomènes  observés  sont  de 
nouveau  insensibles  au  mouvement  de  la  Terre;  les  franges  d'interférence 
conservaient  les  mêmes  positions  quelles  que  fussent  les  directions  des  bras  de 
l'appareil. 

Cette  fois-ci  il  s'agissait  bien  d'un  effet  du  second  ordre  et  il  était  facile  de  voir 
que  l'hypothèse  de  l'éther  immobile  à  elle  seule  ne  suffit  pas  à  l'explication  du 
résultat  négatif.  J'ai  été  obligé  à  faire  une  nouvelle  supposition  qui  revient  à 
admettre  que  la  translation  d'un  corps  à  travers  l'éther  produit  une  légère 
contraction  du  corps  dans  le  sens  du  mouvement.  Celle  hypothèse  était  bien  la  seule 
possible;  elle  avait  été  imaginée  par  Fitzgerald  et  elle  trouva  l'approbation 
de  Poincaré,  qui  cependant  ne  dissimula  pas  le  peu  de  satisfaction  que  lui  donnèrent 
les  théories  dans  lesquelles  on  multiplie  les  hypothèses  spéciales  inventées  pour 
des  phénomènes  particuliers.  Cette  critique  a  été  pour  moi  une  raison  de  plus  pour 
chercher  une  théorie  générale,  dans  laquelle  les  principes  mêmes  conduiraient  à 
l'explication  de  l'expérience  de  M.  Michelson  et  de  toutes  celles  qu'on  avait  tentées 
après  lui  pour  découvrir  des  elTets  du  second  ordre.  Dans  la  théorie  que  je  me 
propcjsais,  l'absence  de  phénomènes  dus  au  mouvement  d'ensemble  d'un  système 
devrait  être  démontrée  pour  une  valeur  quelconque  de  la  'vilesse,  inférieure  à 
celle  v  de  la  lumière. 

La  méthode  à  suivre  était  toute  indiquée.  Il  fallait  évidemment  montrer  que  les 
phénomènes  qui  ont  lieu  dans  un  système  matéiiel  peuvent  être  repiésentés  par  des 
équations  de  la  même  forme,  que  le  système  soit  en  repos  ou  qu'il  soit  animé  d'un 
mouvement  de  translation  uniforme,  cette  égalité  de  forme  étant  obtenue  à  l'aide 
d'une  substitution  convenable  de  nouvelles  variables.  Il  s'agissait  de  trouver  des 
formules  de  transformation  appropriées  tant  pour  les  variables  indépendantes,  les 
coordonnées  a;,  y,  z  et  le  temps  /,  que  pour  les  difl'érentes  grandeurs  physiques, 
vitesses,  foices,  etc.,  et  de  montrer  l'invariance  des  é(juations  poui'  ces 
transformations. 
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Les  formules  que  j'aie  établies  alors  pour  les  coordonnées  et  le  temps  peuvent 
être  mises  sous  la  forme  (') 

(I)  x'=kl{x+El),        y  =  ly,        z'=lz,        t'=/clit-t-sx), 

où  £,  k,  l  sont  des  constantes  qui  cependant  se  réduisent  à  une  seule.  On  voit 
immédiatement  que  pour  l'origine  des  nouvelles  coordonnées  (.2;'  =  o)  on  a 

X  =  —  it; 

ce  point  se  déplace  donc  dans  le  système  x,  y,  z,  l  avec  la  vitesse  —  £  dans  la 
direction  de  l'axe  des  x.  Le  coefficient  k  est  défini  par 

A-  =  (i-£'-)"^ 

et  /est  une  fonction  de  £  ([ui  a  la  valeur  i  pour  £  ^  o.  Je  l'ai  d'abord  laissée  indéter- 
minée, mais  j'ai  trouvé  dans  le  cours  de  mes  calculs  que  pour  obtenir  l'invariance 
que  j'avais  en  vue,  on  doit  poser  l^:^\. 

Ce  furent  ces  considérations  publiées  par  moi  en  1904  qui  donnèrent  lieu 
à  Poincaré  d'écrire  son  Mémoire  sur  la  Dynamique  de  l'électron,  dans  lequel  il  a 
allaclié  mon  nom  à  la  transformation  dont  je  viens  de  parler.  Je  dois  remarquer  à 
ce  propos  que  la  même  transformation  se  trouve  déjà  dans  un  article  de  M.  Voigt 
publié  en  1887  et  que  je  n'ai  pas  tiré  de  cet  artilice  tout  le  parti  possilile.  En  ell'et, 
pour  certaines  des  grandeurs  physiques  qui  entrent  dans  les  formules,  je  n'ai  pas 
indiqué  la  transformation  qui  convient  le  mieux.  Cela  a  été  fait  par  Poincaré  et 
ensuite  par  MM.  Einstein  et  iMinkoswki. 

Pour  trouver  les  «  transformations  de  relativité  «  comme  je  les  appellerai  main- 
tenant, il  suffit  dans  quelques  cas  de  déciire  les  phénomènes  dans  le  système  x' ,  y' , 
:■',  /'  exactement  de  la  même  manière  qu'on  le  fait  dans  le  système  x,  y,  z,  t. 
Considérons,  par  exemple,  le  mouvement  d'un  point.  Si,  dans  le  temps  dt  les  coor- 
données X,  j',  z  subissent  les  changements  dx,  dy,  dz,  on  a  pour  les  composantes 
de  la  vitesse 

dœ  dy  y       dz 

^=  dV       ■''  =  lit  '       '  =  ,w 

Or,  en  vertu  des  relations  ('),  les  variations  dx,  dy,  dz,  dt  entraînent  les  chan- 
gements 

(  2  )        dx'  =  kl(  dx  +  edt),         dy'  =  l  dy,         dz'  =  l  dz,         dt'  =  kl  {dt  -i-  e  dx  ) 

des  nouvelles  variables.  Il  est  naturel  de  définir  les  composantes  de  la  vitesse  dans 
le  nouveau  système  par  les  formules 

,,.  ,.,       dx'  ,       dy'  y,       dz' 

(')  ?  =  7^'  '^  =  dF^  ^  =  ^' 


(')  Je  me  conforme  ici  aux  notations  de   Poincai'é  et  je  choisis  les  unités  de  longueur  et  de 
temps  de  telle  façon  que  la  vitesse  de  la  lumière  soit  égale  à  i. 
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ce  qui  nous  donne 

Pour  avoir  un  iuilre  exemple,  on  peut  imaginer  un  grand  nombre  de  points 
mobiles  dont  les  vitesses  sont  des  fonctions  continues  des  coordonnées  et  du  lenips. 
Soit  dz  un  élément  de  volume  situé  au  point  .r,  y,  3  et  fixons  l'attention  sur  les 
points  du  système  qui  se  trouvent  dans  cet  élément  à  un  instant  déterminé  /. 
Soit  il  la  valeur  spéciale  de  /'  qui  correspond  à  x,  y,  z,  I  en  \  ertu  des  équations  (  i  ), 
el  envisageons  pour  les  dilTérents  points  les  valeurs  de  x\  y' ,  :■'  correspondant  :i 
celte  valeur  déterminée  /'=:/'„,•  en  d'autres  termes,  considérons  les  positions  des 
points  dans  le  nouveau  système,  prises  toutes  pour  une  même  valeur  du  «  temps  »  /'. 
On  peut  se  demander  quelle  est  l'étendue  de  l'élément  dz'  de  l'espace  .r' ,  y',  :', 
dans  lequel  se  trouvenl  à  cet  instant  /'„  les  points  choisis  qui  se  trouvent  en  r/-  au 
moment  /.  Un  simple  calcul,  (|ue  je  puis  omettre  ici,  conduit  à  la  relation 

Supposons  enfin  que  les  points  dont  il  s'agit  portent  des  charges  électriques  égales 
et  admettons  que  dans  les  deux  systèmes  a;,  y,  z,  l  el  x' ,  y' ,  z',  t'  on  allribuc  les 
mêmes  valeurs  numériques  à  ces  charges.  Si  les  points  sont  suffisamment  rapprochés 
les  uns  el  les  autres,  on  obtient  une  distribution  continue  d'électrieilé  et  il  est  clair 
que  la  charge  contenue  dans  réléraent  (/z  à  l'instant  l  est  égale  à  celle  qui  se 
trouve  en  dz'  à  l'instant  /'.  Par  conséquent,  si  p  et  0'  sont  les  densités  de  ces 
charges, 

(6)  pd-  =  ç,'d-', 
et,  en  vertu  de  (5) 

(7)  p'=^(i  +  £Ç)?. 

De  celle  formule,  combinée  avec  (4),  on  déduit  encore 

Ce  sont  les  formules  de  transformation  pour  le  courant  de  conveclion. 

Pour  d'autres  grandeurs  physiques  telles  que  les  forces  électrique  el  magnétique, 
il  faut  suivre  une  méthode  moins  directe;  on  cherchera,  peut-être  un  peu  par 
làlonnemenl,  les  formules  de  transformation  ])ropies  à  assurer  l'invariance  des 
équations  électromagnétiques. 

Les  formules  (4)  et  (7)  ne  se  trouvent  pas  dans  mon  Mémoire  de  1904.  C'est  que 
je  n'avais  [)as  songé  à  la  voie  directe  qui  y  conduit,  et  cela  lient  a  ce  ([ue  j'avais 
ridée  qu'il  y  a  une  dillerence  essentielle  entre  les  systèmes  a:,  y,  z,  t  el  x',  y',  z',  /.' . 
iJans  l'un  on  se  sert  —  telle  était  ma  pensée  —  d'axes  des  coordonnées  qui  ont  une 
position  fixe  dans  l'éther  et  de  ce  que  l'on  peut  appeler  le  «  vrai  »  temps;  dans 
l'autre  système,  au  contraire,  on  auiait  all'aire  à  de  simj)les  grandeurs  auxiliaires 
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dont  l'inlroduction  n'est  qu'an  artifice  mathématique.  En  particulier,  la  variable  /' 
ne  pourrait  pas  être  appelée  le  «  temps  »  dans  le  même  sens  que  la  variable  l. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  je  n'ai  pas  pensé  à  décrire  les  phénomènes  dans  le 
système  x' ,  y' ,  ;•',  t' ,  exactement  de  la  même  manière  que  dans  le  système  x,  y,  z,  I 
et  je  n'ai  pas  défini  par  les  équations  (3)  et  (7)  les  grandeurs  ;',  r/,  Ç',  &'  ([ui 
correspondront  à  \,  ri,  Ç,  0.  C'est  plutôt  par  tâtonnement  ([ue  je  suis  arrivé  à  mes 
formules  de  transformation  qui,  avec  notre  notation  actuelle,  prennent  la  forme 

?'=A-HI  +  s),         •n'=A-T„        ;'=/>;,        p'=^p 

et  que  j'ai  voulu  choisir  de  manière  à  obtenir  dans  le  nouveau  système  les  équations 
les  plus  simples.  J'ai  pu  voir  plus  tard  dans  le  Mémoire  de  Poincaré  qu'en 
procédant  plus  systématiquement  j'aurais  pu  atteindre  une  plus  grande  simplifi- 
cation encore.  Ne  l'avant  pas  remarqué,  je  n'ai  pas  réussi  à  obtenir  l'invariance 
exacte  des  é([uations;  mes  formules  restaient  encombrées  de  ceitains  termes  qui 
auraient  dû  disparaître.  Ces  termes  étaient  trop  petits  pour  avoir  une  influence 
sensible  sur  les  phénomènes  et  je  pouvais  donc  expliquer  l'indépendance  du 
mouvement  de  la  Terre  que  les  observations  avaient  révélée,  mais  je  n'ai  pas 
établi  le  principe  de  relativité  comme  rigoureusement  et  universellement  vrai. 

Poincaré,  au  contraire,  a  obtenu  une  invariance  parfaite  des  équations  de 
l'électrodynamique,  et  il  a  foimulé  le  «  postulat  de  relativité  »,  termes  qu'il  a  été 
le  premier  à  employer.  En  ed'et,  se  plaçant  au  point  de  vue  que  j'avais  manqué, 
il  a  trouvé  les  formules  (4)  et  (7).  Ajoutons  qu'en  corrigeant  ainsi  les  imperfections 
de  mon  travail  il  ne  me  les  a  jamais  reprochées. 

Je  ne  puis  m'étendre  ici  sur  tous  les  beaux  résultats  obtenus  par  Poincaré. 
Insistons  cependant  sur  quelques  points.  D'abord,  il  ne  s'est  pas  contenté  de  faire 
voir  que  les  transformations  de  relativité  laissent  intacte  la  forme  des  équations 
électromagnétiques.  11  explique  le  succès  des  substitutions  en  remarquant  que  ces 
équations  peuvent  être  mises  sous  la  forme  du  principe  de  moindre  action  et  que 
l'équation  fondamentale  qui  exprime  ce  principe,  ainsi  que  les  opérations  par 
lesquelles  on  en  déduit  les  équations  du  champ,  sont  les  mêmes  dans  les 
systèmes  x,    i  ,    z.,    t  et  x' ,  j',   z' ,    t' . 

En  second  lieu,  conformément  au  titre  de  son  Mémoire,  Poincaré  considère 
particulièreiiienl  la  manière  dont  se  produit  la  déformation  d'un  électron  mobile, 
comparable  à  celle  des  bras  de  l'appareil  de  M.  Michelson,  qui  est  exigée  par  le 
postulat  de  relativité.  On  avait  proposé  à  ce  sujet  deux  hypothèses  différentes. 
D'après  toutes  les  deux  un  électron,  supposé  sphérique  à  l'état  de  repos,  se 
changerait  par  une  translation  en  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati,  l'axe  de 
symétrie  coïncidant  avec  la  direction  du  mouvement  et  le  rapport  de  cet  axe  au 
diamètre  de  l'équateur  étant  donné  par  ^' i  —  i'-,  si  v  est  la  vitesse.  Mais  les 
liypothèses  difi'éraient  entre  elles  en  ce  qui  concerne  la  longueur  des  axes  et, 
par  conséquent,  le  volume  de  l'électron.  Tandis  que  j'avais  été  conduit  à  admettre 
que  le  rayon  de  l'équateur  reste  égal  à  celui  de  la  sphère  primitive,  M.  Bucherer 
et  M.  Langevin  voulaient  plutiM  assigner  une  grandeur  constante  au  volume. 
La    piemière    hypothèse   correspond    à    /  =  i,    le    deuxième    à    A7=i.    Ajoutons 
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immédialeiiient  que  la  pieiniiMe  valeur  est  la  seule  qui  soit  compatible  avec  le 
postulat  de  ielati\ité. 

Si  l'on  veut  se  rendre  compte  de  la  persistance  et  de  l'équilibre  d'un  électron 
en  se  servant  des  notions  ordinaires  de  la  Mécanique,  il  ne  suffit  évidemment  pas 
de  considérer  les  actions  électiodvnamiques.  La  particule  —  que  nous  considérons 
ici  comme  une  sphère  portant  une  charge  superficielle  —  exploserait  immédia- 
tement à  cause  des  répulsions  mutuelles  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  des  tensions 
de  .Maxwell  exercées  à  la  surface.  11  faut  donc  introduire  autre  chose  encore,  et 
Poincaré  distingue  ici  des  «  liaisons  »  et  «  des  forces  supplémentaires  ».  Il  suppose 
d'abord  qu'il  v  ait  seulement  la  liaison  représentée  par  l'équation 

/•  =  bO'", 

r  étant  le  demi-axe  de  l'électron,  rO  son  rayon  équalorial,  b  et  m  des  grandeurs 
qui  restent  constantes  quand  r  et  0  (ou  l'une  de  ces  grandeurs)  vaiient  avec  la 
vitesse  de  translation  c.  Cela  posé,  on  connaîtra  pour  une  valeur  quelconque  de  c 

les  dimensions  de  l'électron  —  parce  qu'on  sait  que  0  =  (i  —  c-)  '  —  et  l'on  peut 
calculer  par  les  formules  ordinaires  du  champ  électromagnéti([ue  l'énergie,  la 
quantité  de  mouvement  et  la  fonction  de  Lagrange.  Entre  ces  grandeurs, 
considérées  comme  des  fonctions  de  c,  il  doit  y  avoir  les  relations  bien  connues. 

Poincaré  déraonlie  qu'elles  ne  se  vérifient  que  pour  m  =: —  „  ,  ce  qui  nous  ramène 

à  la  constance  du  volume,  c'est-à-dire  à  l'hypothèse  de  M.  Hucherer  et  de 
M.  Langevin.  Mais  nous  savons  déjà  que  ce  nesl  pas  cette  hypothèse,  mais 
seulement  celle  d'un  rayon  équalorial  constant,  qui  est  en  accord  avec  le  postulat 
de  relativité.  Il  faut  donc  nécessairement  avoir  recours  à  des  forces  supplémentaires. 

En  supposant  qu'elles  dépendent  d'un  potentiel  de  la  forme  Ar'^Of,  où  A, 
a  et  (3  sont  des  constantes,  Poincaré  trouve  que  la  constance  du  rayon  équalorial 
exige  a  =  3,  ^  =  2,  c'est-à-dire  que  le  potentiel  en  question  doit  être  proportionnel 
au  volume.  Il  en  résulte  que  les  forces  supplémentaires  cherchées  sont  équivalentes 
à  une  pression  ou  une  tension  normale  exercée  sur  la  surface  et  dont  la  grandeur 
par  unité  de  surface  reste  constante  <|uelle  que  soit  la  vitesse  de  translation. 
On  voit  immédiatement  qu'une  tension  dirigée  vers  l'intérieur  convient  seule;  on 
en  déterminera  la  grandeur  par  la  condition  que  pour  un  électron  qui  se  trouve 
en  repos  et  qui  a,  par  conséquent,  la  forme  d'une  sphère,  elle  doit  faire  équilibre 
aux  répulsions  électrostatiques.  Si  ensuite  la  particule  est  mise  en  mouvement, 
la  tension  de  Poincaré,  jointe  aux  actions  électrodynamiques,  produira  inévita- 
blement l'aplatissement  qui  est  exigé  par  le  principe  de  relativité. 

Après  avoir  trouvé  sa  force  supplémentaire,  Poincaré  fait  voir  que  les  trans- 
formations de  relativité  ne  changent  pas  la  forme  des  termes  qui  la  représentent; 
il  démontre  ainsi  que  les  mouvements  quelconques  d'un  système  d'électrons 
peuvent  avoir  lieu  tout  à  fait  de  la  même  manière  dans  le  système  x,  y,  z,  t  et 
dans  le  système  x' ,  y',  z',  t'. 

J'ai  déjà  parlé  de  la  nécessité  de  poser  /  =:  i  (constance  du  rayon  équatorial  de 
l'électron).  Je  ne  répéterai  pas  ici  la  démonstration  donnée  par  Poincaré  et  je 
dirai  seulement  qu'il  a  signalé  l'origine  mathématique  de  cette  condition.  On  peut 
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envisager  loules  les  transforniations  qui  sont  représentées  par  les  formules  (1), 
avec  des  valeurs  diliérenles  de  la  vitesse  —  s,  et  les  valeurs  oorrespoiidanles  de  k 
et  de  /,  ce  dernier  coeflicienl  devant  être  considéré  comme  une  fonction  de  s;  on 
peut  y  ajouter  d'autres  transformations  semblables  qu'on  déduit  de  (i)  en  changeant 
les  directions  des  axes,  et  enlîn  des  rotations  quelconques.  Le  postulat  de  relati- 
vité exige  que  toutes  ces  transformations  forment  un  groupe  et  cela  n'est  possible 
que  si  /  a  la  valeur  constante  1. 

Le  «  groupe  de  relativité  »  qu'on  obtient  ainsi  se  compose  des  substitutions 
linéaires  qui  n'altèrent  pas  la  forme  quadratique 

••z^--l-7-+ 3-— '-• 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'application  du  postulat  de  relativité  aux  phéno- 
mènes de  la  gravitation.  Il  s'agit  ici  de  trouver  la  règle  qui  en  détermine  la  propa- 
gation et  les  formules  qui  expriment  les  composantes  de  la  force  en  fonction  des 
coordonnées  et  de  la  vitesse  lanl  du  corps  attiré  que  du  corps  attirant.  En  consi- 
dérant ces  questions,  Poincaré  commence  par  chercher  les  invariants  du  groupe 
de  relativité;  en  ellet,  il  est  clair  qu'il  doit  être  possible  de  représenter  les  phéno- 
mènes pai-  des  équations  qui  ne  contiennent  que  ces  invariants.  Cependant,  le 
problème  est  indéterminé.  Il  est  naturel  d'admettre  que  la  vitesse  de  propagation 
est  égale  à  celle  de  la  lumière  et  que  les  écarts  de  la  loi  de  Newton  doivent  être 
du  deuxième  pidre  de  grandeur  par  rapport  aux  vitesses.  Mais,  même  avec  ces 
restrictions,  on  a  le  choix  entre  plusieurs  hypothèses  parmi  lesquelles  il  y  en  a 
deux  que  Poincaré  indique  spécialement. 

Dans  celte  dernière  partie  de  l'article  on  trouve  quelques  notions  nouvelles  que 
je  dois  surtout  signaler.  Poincaré  remarque,  par  exemple,  que  si  Ton  considère  x, 
j,  z  et  /y —  I  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  un  espace  à  quatre  dimen- 
sions, les  transforniations  de  relativité  se  réduisent  à  des  rotations  dans  cet  espace. 
Il  a  aussi  eu  l'idée  d'ajouter  aux  trois  composantes  X,  V,  Z  d'une  force  la  grandeur 

qui  n'est  autre  chose  (|ue  le  travail  de  la  force  par  unité  de  temps  et  qu'on  peut 
considérer  en  (pielque  sorte  comme  une  quatrième  composante.  Quand  il  est 
question  de  la  force  ((u'un  corps  éprouve  par  unité  de  volume,  les  grandeurs  \,  \, 
Z,  Ty —  1  sont  ali'ectées  par  une  transformation  de  relativité  de  la  même  manière 
que  les  grandeurs  x,  j,  3,  i  \J —  1 . 

Je  rappelle  ces  idées  de  Poincaré  parce  qu'elles  se  rapprochent  des  méthodes 
dont  Minkowski  et  d'autres  savants  se  sont  servis  plus  tard  pour  faciliter  les  opé- 
rations mathématiques  qui  se  présentent  dans  la  théorie  de  relativité. 

Passons  maintenant  au  Mémoire  sur  la  Théorie  des  quanta.  Vers  la  fin  de  191 1, 
Poincaré  avait  assisté  à  la  réunion  du  Conseil  de  Physique  convoqué  à  Bruxelles 
par  M.  Solvay,  dans  laquelle  on  s  était  surtout  occupé  des  phénomènes  du  rayon- 
nement calorifique  et  de  l'hypothèse  des  éléments  ou  quanta  d'énergie  imaginée 
par  M.  Planck  pour  les  cxpli([uer.  Dans  les  discussions,  Poincaré  avait  montré 
H.  P.  -  IX.  S7 
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loulo  la  vivacité  el  la  pénétration  de  son  esprit  et  l'on  avait  admiré  la  facilité  avec 
laquelle  il  sut  entrer  dans  les  questions  de  Physique  les  plus  ardues,  même  dans 
celles  qui  devaient  être  nouvelles  pour  lui.  De  retour  ii  Paris,  il  ne  cessa  de 
s'occuper  du  problème  dont  il  sentait  vivement  l'importance.  Si  l'hypothèse  de 
M.  Planck  était  vraie,  «  les  phénomènes  physiques  cesseraient  d'obéir  à  des  lois 
exprimables  par  des  équations  dillerentielles,  et  ce  serait  là,  sans  doute,  la  plus 
grande  révolution  et  la  plus  profonde  que  la  philosophie  naturelle  ail  subie  depuis 
Ne«ion  ». 

Mais  ces  conceptions  nouvelles  sont-elles  viaiment  inévitables  el  n'y  a-t-il  pas 
nioven  d'arriver  à  la  loi  du  ravonnement  sans  inlroihiire  ces  disconlinuités  qui  sont 
en  opposition  diiecle  avec  les  notions  de  la  Mécanique  classique?  Voilà  la  question 
que  Poincaié  se  pose  dans  son  Mémoire  el  à  laquelle  il  donne  une  réponse  que  je 
me  permettrai  de  résumer  brièvement. 

Considérons  un  système  composé  de  /«  résonateurs  de  Planck  et  de  p  molécules, 
n  et  p  étant  de  très  grands  nombres;  supposons  que  tous  les  résonateurs  soient 
égaux  entre  eux  et  qu'il  en  soit  de  même  des  molécules.  Désignons  par  Hi,  ■  ■  ■  i  ip 

les  énergies  des  molécules  el  par  rji y)„,  celles  des  résonateurs;  chacune  de  ces 

variables  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  positives. 

Poincaié  démontre  d'abord  que  la  probabilité  pour  que  les  quantités  d'énergie 
soient  comprises  entre  les  limites  ^i  et  Hi  +  f/u,  ■  ■  ■  •  if,  6l  ?,,  +  d':.^,  y],  el  yî,  -+-  dri,, 
.  .  .,  -ri,,  el  ïj„-l-  dri„  peut  èlie  représentée  par 

ii'(-fl,)-  •  •  if(.-']n)dri,  .  .  .  dr\nd\\  .  ■  .  di,,, 

où  w  est  une  fonction  sur  laquelle  on  peut  faire  dillerentes  hypothèses. 

Dès  qu'on  connaît  celte  fonction,  on  pouria  dire  de  quelle  manière  une  quan. 
lilé  d'énergie  h  se  répartira  sur  les  molécules  el  les  résonateurs.  A.  cet  ell'et,  on 
peut  se  représenter  dans  l'espace  à  p  +  n  dimensions  £1,...,  ;,,,  r,i,....r/„  la 
couche  infiniment  mince  S,  dans  laquelle  l'énergie  totale 


est  Comprise  entre  /(  el  une  valeur  infiniment  voisine  A  H    d/i.  On  calculera  les  trois 
intégrales 

I   =    /  ir(-r|i  )  .  .  .  iv(-ri„  )  f/r,,  .  .  .  dr^,,  i/^j  ...  (/?,,, 

r=   /  xw^-r^,).  .  .  tv(T|„)f/Ti,  .  .  .  rff);,  r/5,  .  .  .  d^p, 

1"  =  /  (  A  —  x)  w{-r\i)  .  .  .  iv(rt„)dr,i  .  .  .  dr^„  c/c,  .  .  .  d\p 
(j;  =  T,,  — .  ..-l--o„J, 

étendues  à  la  couche  .S,  el  on  auia       pour-  l'énergie  que   prennent  les  résonateurs 

I"  , 

et  j-  pour  celle  de  l'ensemble  des  molécules.   Pai'  conséquent,  si   Y    est  l'énergie 

moyenne  d'un  résonateur,  el  \  celle  d'une  molécule, 
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Pour  i-alouler  rinlégrale  I,  on  peut  d'abord  donner  des  valeurs  lixes  au\  varia- 
bles ■r)i....,ri„  et,  par  conséquent,  à  leur  somme  x,  et  étendre  l'intégration  par 
rapport  aux  ^  à  toutes  les  valeurs  positives  de  ces  variables,  pour  lesquelles  la 
somme  i.i  +  ■  ■  .  -i-'lp  est  comprise  entre  /;  —  x  el  h  —  x  +  dh.  Cela  nous  donne 


fd^,  ...d^p^  rrrrryi ^'' - -'')''"'  ''''■ 


Ensuite,  on  peut  calculer  l'intégrale 

c(r,i)...  n-(-']„)dTn  ...  dr,„ 


I' 


étendue  aux  valeurs  positives  des  //  telles  que  y), -f-  ...-+- ri„  se  tiouve  entre  x 
et  ic+  dx.  Posons 

(8)  /  «'(t„)  .  .  .  ii'(-ri„)  ri'-r),  .  ..dr\n  =  s(i-)  dx; 

o  sera  une  fonction  qui  dépend  de  la  fonction  sv  et  nous  aurons 

//  z*^' 

[=  — — — r   ;     (h  —  xy-'o{x)dx. 

I' et  1"  se  calculent  de  la  même  manière;  on  n'a  qu'.i  introduire  sous  le  signe 
d'intégration  le  facteur  x  ou  le  facteur  II  —  x.  En  (In  de  compte,  on  peut  écrire 

r'' 

(9)  «Y  =  G  y       X{k  —  x)!'-'-  :^{x)dx, 

*-  0 

(To)  p\  =  C.l    {h  —  x)/'o(x)dx, 

OÙ  le  facteur  C  est  le  même  dans  les  deux  cas.  Nous  n'avons  pas  i\  nous  en  occuper 
parce  qu'il  suflit  de  déterminer  le  rapport  de  X  à  Y. 

On  obtient  mainlenant  la  formule  de  M.  Planck  — qui  peut  être  regardée  comme 
l'expression  de  hi  réalité  —  si  l'on  fait  sur  la  fonction  iv  l'iiypothèse  suivante,  qui 
est  conforme  à  la  théorie  des  quanta. 

Soit  £  la  grandeur  du  quantum  d'énergie  qui  est  propre  aux  résonateurs  consi- 
dérés et  désignons  par  0  une  grandeur  infiniment  petite  (').  La  fonction  w  sera 
nulle,  excepté  dans  les  intervalles 

fcE  <Ci\<  /^i  +  S        { A-  =  o,  I,  2,  3,  . . .  ) 
et  pour  chacun  de  ces  intervalles  l'intégrale 


»>dq 
aura  la  valeur  i . 


(')  Il   s'agit    ici    de    la   première  théorie  de  M.  Planck,  dans  laquelle  on  admet  que  l'énergie 
d'un  résonateur  ne  peut  avoir  qu'une  des  valeurs  0,  £,  2  e,  3  s 
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Y 
Ces  données  sufdsenl  poiii'  la   (lélermiiialion  de  la   lonction   o  el  du   rapport  ^ 

'  A. 

pour  lequel  on  trouve,  comme  je  Tai  déjà  dit,  la  valeur  ilonnée  par  la  théorie  de 
M.  Planck.  Je  ne  m'arrêterai  pas  à  ces  calculs  el  je  passe  immédiatement  à  la 
question  principale,  celle  de  savoir  si  les  discontinuités  que  je  viens  d'indiquer 
doivent  nécessairement  être  admises. 

Je  vais  reproduire  le  raisonnement  de  Poincaré,  mais  je  dirai  d'abord  que  dans 
les  formules  ([ue  nous  rencontrerons,  a  désigne  une  variable  complexe  dont  la  par(ie 
réelle  «,-  est  toujours  positive.  Dans  la  représentation  graphique,  on  se  bornera  à 
la  moitié  du  plan  a  caractérisée  par  a,.>  o  el  dans  les  intégrations  par  rapport  à  a. 
on  suivra  une  ligne  droite  L  perpendiculaire  à  l'axe  des  a  réels,  el  prolongée 
indéliniment  des  deux  côtés.  Les  valeurs  des  intégrales  seront  indépendantes  de  la 
longueur  de  la  distance  «,■  de  cette  ligne  à  l'origine  des  y.. 

Poincaré  introduit  une  fonclioii  auxiliaire  ([u'il  définit  par  l'équation 

<I>(a)=/      iv(ri)e-^1^/fi 

el  il  démontre  que  la  fonction  iv  el  la  fonction  es  qui  en  dérive  peuvent  èlre 
exprimées  à  l'aide  de  *I>. 

On  a  d'aboid,  par  l'inversion  de  (  1 1  ) 

(12)  ^v{'h)  =  —^z    I      '!'(«)''='■''<:''■• 

Pour  obtenir  une  formule  analogue  pour  cp(^),  nous  remarquerons  que  dans 
l'équalion  (11)  on  peut  remplacer  r;  par  une  quelconque  des  variables  r,i,  .  .  .  rj,,. 
l'in  mullipliant  les  n  équations  qu'on  obtient  ainsi,  on  trouve 

uu  bien,  en  veitu  de  la  formule  (8), 

l*  («)!"=  f  ■^(.v)e-^^'-,l.r, 
et  par  inversion 

2 1  K  ^1 1  I 

Les  l'ormules  (9)  et  (10)  deviennent  maintenant 

n\  =  -^   f     f   x(li  —  j.-)P-'['I'(a)l"  e^'-'l.rdct,       . 

/*X  =  ^    f      f    {h  --x)l'\^Uy.j\"  e^'-(/.r  ,/y. 
■-'-'"-Al     -'(l-i 

et  Poincaré  les  ti-ansfornie  encore  par  les  substitutions 
X  =  /lo),         Il  =  Il  [j,         i>  =  iiL, 
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ce  qui  lui  donne 


2  1-       J„        ^/j^fi  —  M 


/o>'/y.. 


OÙ  il  a  posé 


e  =  <l>(y.)e^i'>{''j  —  (o)* 


Notons  (|ue  m  nVsl  auUe  cliose  que  l'énergie  moyenne  d'un  seul  résonateur  ])our  le 
cas  où  l'on  aurait 

T,|-t-.  ,  .^  T,„=  X, 

(|ue  3  est  la  valeur  que  prendiait  oi  si  toute  1  énergie  disponible  /;  se  liouvait  dans 
les  résonateurs  et  que  A"  est  le  rapport  entre  le  nombre  des  molécules  et  celui  des 
résonateurs. 

Lorsque,  dans  les  applications  du  calcul  des  probabilités  au.\  théories  molé- 
culaires, on  cherche  l'état  d'un  système,  qui  présente  le  maximum  de  probabilité, 
on  trouve  toujours  que,  grâce  au  nomijre  immense  des  molécules,  ce  maximum  est 
tellement  prononcé  qu'on  peut  négliger  la  probabilité  de  tous  les  étals  qui 
s'écartent  sensiblement  de  l'état  le  plus  probable.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  il 
y  a  quelque  chose  d'analogue. 

Admettons  avec  Poincaié  que,  pour  des  valeurs  données  de  h  et  de  ,3,  la  fonc- 
tion 0  a  un  ma.ximum  pour  a  :;- «„,  w  =  w„  et  faisons  passer  par  le  point  «o,  le 
lieu  du  maximum,  la  ligne  L,  dont  la  distance  y.,,  à  l'origine  pouvait  être  choisie  à 
volonté.  Comme  l'exposant  /(  est  un  nombre  très  élevé,  le  maximum  de  0"  est 
extrêmement  prononcé  et  les  seuls  éléments  des  intégrales  que  nous  ayons  à 
prendre  en  considération,  sont  ceux  qui  se  trouvent  dans  le  voisinage  immédiat 
de  «0  et  de  Wo.  Cela  nous  donne  immédiatement  pour  le  rapport  cherché 


et  en  vertu  de  l'équation 

(13) 

(14)  -.-        /. 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  y.o  et  de  Mo,  on  peut  se  servir  des  équations 

-^="'        -^="> 
d'où  l'on  tire 

,    r  *'(^o) 

et 

(iG)  '  20—  z — ^ —  =  '^'• 


«Y 

10,1 

/'^ 

[i  —  (.)„ 

n 

\ 

■^pX 
Y  = 

X=^ 

=  (j)o, 

(1)0 

n 
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On  vtiit  par  ces  formules  que  a„  et  co„  dépendent  de  la  grandeur  j3,  c'esl-ii-dire  de 
la  quanliit'  totale  d'énergie  h  qui  a  été  communiquée  au  système;  c'est  un  résultat 
auquel  on  devait  s'attendre.  L'équation  (16)  nous  apprend,  en  outre,  que  «o  sera 
toujours  réel.  Cette  grandeur  détermine  immédiatement  l'énergie  moyenne  d'une 
molécule,  car  il  résulte  de  (  1/4)  et  de  (16)  que 

X=    '. 

a,) 

Or,  nous  savons  que  l'énergie  moyenne  d'une  molécule  est  proportionnelle  à  la 
température  absolue  T.  On  peut  donc  écrire 

c 

OÙ  c  est  une  constante  connue,  et  l'équation 


(17;  Y  =  - 


*(,ao)  ' 


qu'on  lire  de  (i3)  et  de  (ij),  nous  donne  l'énergie  moyenne  d'un  résonateur  en 
fonction  de  la  température.  On  voit  que  ce  résultat  est  indépendant  du  rapport 
entre  les  nombres  n  et  p. 

Supposons  maintenant  que  nous  connaissions  pour  toutes  les  températures 
l'énergie  moyenne  d'un  résonateur.  Par  (17)  nous  connaîtrons  alors  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  a  la  dérivée 

/f\os;<P(c/.) 
Th.       ' 

nous  en  déduirons  4>(a)  11  un  facteur  constant  près.  Bien  entendu,  ces  conclusions 
seront  d'abord  limitées  à  des  valeurs  réelles  de  a,  mais  la  fonction  0(0!)  est  sup- 
posée être  telle  qu'elle  est  déterminée  dans  toute  l'étendue  du  demi-plan  a  dont 
nous  avons  parlé,  quand  elle  est  donnée  en  tous  les  points  du  demi-axe  réel  et 
positif. 

Enfin,  la  formule  (12)  nous  fournira  la  fonction  de  probabilité  iv  pour  une 
valeur  positive  (juelconque  de  -ri.  Il  est  vrai  que  le  facteur  indéterminé  de  la 
fonction  ^(v.)  se  retrouvera  en  iv,  mais  un  tel  facteur  n'a  aucune  importance. 

On  peut  donc  dire  que  la  probabilité  iv  est  enlièremeol  déterminée  dès  qu'on 
connaît  la  distribution  de  l'énergie  pour  toutes  les  températures.  Il  n'y  a  qu^ine 
fonction  ii'  pour  une  distribution  qui  est  donnée  en  fonction  de  la  température. 
Par  conséquent,  les  hypothèses  que  nous  avons  faites  sur  u'  et  qui  conduisent  à  la 
loi  de  Planck  sont  les  seules  qu'on  puisse  admettre. 

Voilà  le  raisonnement  par  lequel  Poincaré  a  établi  la  nécessité  de  l'hypothèse 
des  quanta. 

On  voit  (|ue  la  conclusion  dépend  de  l'hypothèse  que  la  formule  de  Planck  est 
une  image  exacte  de  la  réalité.  Cela  pourrait  être  tiré  en  doute,  la  formule  ne 
pourrait  être  qu'approchée.  C'est  pour  cette  raison  que  Poincaré  reprend  le 
problème  en  abandonnant  la  loi  de  Planck  et  en  se  servant  seulement  de  la  rela- 
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lion  que  ce  physicien  a  trouvée  entre  l'énergie  d'un  résonateur  et  celle  du  rayon- 
nement noir.  Ce  nouvel  examen  conduit  à  la  conclusion  que  l'énergie  totale  du 
rayonnement  sera  infinie  ;i  moins  que  l'intégrale 


/' 


II'  dr^ . 


ne  tende  jnis  vers  zéro  avec  /;„.   La  fonction  n'  doit  donc  présenter  au  moins  une 
discontinuité  (  pour  r,  ^::z  o),  analogue  à  celles  que  donne  la  théorie  des  quanta  ('). 


Sur  la  polarisation  par  dijfraction  (p.  298  et  33i).  —  Les  expéiiences  de 
Gouy  et  leur  interprétation  sont  exposées  et  discutées  dans  les  principaux  traités 
d'Optique.  H.  Poincaré  a  rappelé  le  principe  de  ces  expériences  et  les  diflicultés  de 
leur  interprétation  dans  la    Théorie  mathémalique  rie  la    lumière  (t.   2,   1892, 

p.   2l3-226). 

La  première  solution  asymptotique  correcte  du  pioblème  de  la  dillraclion  par  un 
écran  en  forme  de  biseau  a  été  obtenue  par  II.  l'oinraré  dans  son  .Mémoire  (p.  290). 
La  solution  mathématique  correcte  générale  a  été  développée  par  : 

A.  So.MMEitFEM)  [ilJalh.  Ann.,  t.  kl,  1896,  p.  317  ;  Gôtling.  j\aclir.,  1894,  p.  338 
et  189.5,  p.  260;  Proc.  London  Math.  Soc.  (  i  ),  t.  28,  1897,  p.  SgS  ;  Zeitschr. 
Math.  Phvs.,  t.  i6,  1901,  p.  11]. 

U.  S.  Carslaw  [Pruc.  London  Math.  Soc,  (  i  ),  t.  30,  1899,  p.  121  ;  Proc.  Edinb. 
Math.  Soc,  i.  19,  1901,  p.  71]. 

H.  LvMB  [Proc.  London.  Math.  Soc,  (1),  t.  29,  1898,  p.  628  et  (2),  l.  'v,  1906, 
p.  190]. 

.J.  M.  Mac  Donald  {Electric  wai'es,  1902)  a  généralisé  la  théorie  de  II.  Poincaré 
et  donné  la  première  théorie  exacte  et  complète  de  la  dilTraction  par  le  biseau. 

Les  théories  de  U.  Poincaré  et  de  A.  Sommerfeld  se  trouvent  exposées  notamment 
dans  les  Ouvrages  de  : 

G.  WoLFSOriN  {Handbuch  der  Physik,  t.  20,  p.  266-277). 

P.  S.  Epstein,  Spezielle  Beugungs  problème  {Enzykl.  Math.  Wiss.,  t.  .o3, 
1915,  p.  488-5oi  ). 

H.  Bateman,  Partial dij/erential équations  of  Matheniatical  Physics  (chap.  XI  : 
Diffraction  problems,  p.  476-490). 

Ces  dernières  années,  ces  problèmes  ont  été  réétudiés  par  de  nombreux  auteurs 
en  utilisant  la  théorie  des  équations  intégrales.  Nous  citerons  notamment  les 
Mémoires  de  : 


(')  Ce  résultat  avait  été  trouvé  par  M.  P.  Dhrenfest,  voir  Ann.  Physik,  t.  30,  1911,  p.  91. 
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1".  T.  CorsoN  {Oi<  irterly  .1 .  Mdtli.,  l.  17,  ui-'iô,  p.  k)  ;  Pror.  Roy.  Soc.  London, 
A  18G,  1946,  p.  100-118  el  A  202,  1960,  p.  277). 

H.   Lkvine  et  J.  SciiwiNGEit  [Phys.  liev.,  (2),   l.  Ih,    1948,  p.  958-974  et  t.  75, 

1949,  p-  l423-l432]. 

J.  W.  Mii.ES  {J.  Appl.  Phys.,    t.  20,  1949,  p-  760-771). 

J.  C.  BouwKAMP  {Thèse,  Groningen,  1941  ;  Physica,  l.  16,  1950  p.  i-G  ;  Proc. 
Kon.  Ned.  Ak.   Wet.  Amstenlam,  t.  13,  iy5o,  p.  654-66i  ;  Philips  Res.  Rep.,  t.  5, 

1950,  p.  321-332  et  401-422). 

T  .  H.  A.  Se.mob  {Proc.  Roy.  Soc,  A  213,  1952,  p.  436-458). 

Un  exposé  modernisé  de  la  t.liéorie  de  Sominerfeld  et  des  mélhodes  actuelles 
d'étude  des  problèmes  de  difi'raction  se  trouve  dans  l'Ouvrage  de  B.  B.  Baker  et 
V..  T.  CoPSON  :  The  Matheinulical  Theory  of  Ihe  Huygens' Principle  (2'"  édit., 
Oxford,  1950,  cliap.  IV,  p.  i24-i52). 

A  propos  de  la  théorie  de  M.  Lurinor  (p.  36g,  383,  ogS  et  4 '4)-  — 
H.  Poincaré  a  exposé  et  discuté  dans  cette  série  de  publications  une  théorie 
développée  par  J.  Larnior  dans  les  deux  premières  parties  d'une  série  de  publica- 
tions : 

J.  Larmoh,  ,4  dynuniical  Theory  of  ihe  Electric  and  Luminij'erous  Médium 
[Proc.  Roy.  Soc,  (1),  l.  54-,  1893,  p.  438-46i  ;  (II),  t.  58,  1893,  p.  222-228  ;  (III), 
I.  61,  1897,  p.  272-285  ;  Phil.  Trans.  Roy.  Soc,  A  :  (I),  t.  185,  1894,  p-  719-822  ; 
(II),  t.  186,  1895,  p.  695-743  ;  (III),  1897,  p.  2o5-3oo]  ;  OEiwres  [(I),  t.  1,  p.  389- 
535;  (II),  t.  1,  p.  536-597;  (III),  t.  1,  p.  625-672  et  t.  2,  p.  11-137]. 

Dans  la  (lualriénie  partie  à'' Electricité  et  Optique  [A  propos  de  lu  théorie  de 
Larmor  (2*^  édit.,  p.  575-632)],  II.  Poincaré  a  repris  cette  discussion  en  la 
roniplélanl.  Après  avoir  reproduit  ses  articles  et  en  harmonisant  les  notations 
avec  celles  du  reste  de  l'Ouvrage,  M.  Poincaré  expose  (p.  627-632)  la  forme  défini- 
tive que  Larmor  a  donné  à  sa  théorie  dans  la  troisième  partie  de  ses  publications 
en  tenant  compte  des  hypothèses  de  Lorenlz  combinées  avec  les  siennes  propres. 

J.  Larmor  a  repris  el  <léveloppé  systématiquement  avec  des  additions  une  partie 
du  contenu  deses  Mémoires  dans  son  traité  :  Aether  a/id  Mallcr  {Carahriàge^,  1900). 
Une  Notice  historique  sur  ces  recherches  écrites  par  J.  Larmor  el  d'importants 
extraits  de  l'Ouvrage  cité  se  trouvent  dans  les  Mémoires  rassemblés  par  H.  Abraham 
cl  P.  Langevin  publiés  sous  le  titre  :  Les  quantités  élémentaires  d'' électricité. 
Ions.  Electrons,  Corpuscules,  par  la  Société  française  de  Physique  (Collection  de 
Mémoires  relatifs  à  la  Physique,  2"^^  série,  Paris,  1905,  p.  334-36i). 

La  théorie  de  Lorenlz  et  les  ej:périences  de  Zeenian  (p.  427).  —  f-^a  théorie 
de  Lorenlz  et  le  phénomène  de  Zeeman  (p.  442).  —  Le  second  de  ces  Mémoires 
est  leproduit  par  H.  Poincaré  dans /iVec//vc«7é  ci  Optique  {"i"  édit.,  chap.  VIII  : 
Polarisation  rotaloire  magnétique  et  phénomène  de  Zeeman,  p.  544-573). 


À 
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Le  raisoiuieineiil  de  II.  Poincarc!  a  été  critiqué  par  II.  A.  I^ORiiMz  \La  théorie 
élémentaire  du  phénomène  de  Zeeman.  Réponse  à  une  objection  de  M.  Poincaré 
{Arch.  I\éerl.,  t.  7,  190?.,  p.  ■.',99;  Collected  Pnper.i,  V,  t.  3,  )).  vS-go)]  qui  dit 
notamment  :  «  Dans  un  article  paru  dans  V Eclairage  Electrique,  M.  l'oincaré  arrive 
à  la  conclusion  que  la  théorie  élémentaire  bien  connue  du  phénomène  de  Zeeman 
(la  théorie  dans  laquelle  on  suppose  que  chaque  molécule  lumineuse  contient  un  ou 
plusieurs  électrons  mobiles,  pouvant  vibrer  indépendamment  les  uns  des  auties) 
peut  bien  rendre  compte  de  l'observation  d'un  doublet  dans  la  direction  des  lif^nes 
de  force,  mais  est  incapable  d'expliquer  le  lri[)Ietque  l'on  observe  perpendiculaire- 
ment à  celte  direction.  Il  arrive  à  ce  résultat  non  en  traitant  directement  l'émission, 
mais  on  considérant  l'absoiplion  dans  le  champ  inagn(''li(|ue  et  il  est  remaripiable 
que  ce  même  procédé  ait  conduit  antcirieurement  M.  VoKiT  (  Gollingen  Nacitrichten, 
1898,  p.  329)  à  des  équations  d'oii  l'on  déduit  l'existence  du  Iriplet.  11  me  semble 
que  l'on  doit  chercher  la  cause  de  ce  désaccord  dans  le  fait  que  dans  l'équation  ((>) 

il  la  page  8  (ce  tome  p.  f\t\%),  M.  Poincaré  omet  à  tort  le  terme  s*  a  —^  .  .  .  n. 

Alors  que  l'efTet  Zeeman  normal  peut  s'interpréter  par  la  théorie  classique,  la 
théorie  des  eflels  Zeeman  anomaux  qui  exige  l'intervention  de  la  notion  de  spin  n'a 
pu  être  développée  (ju'avec  les  progrès  de  la  Mécanique  ondulatoire. 

La  théorie  classique  de  l'eliet  Zeeman  est  exposée  notamment  dans  les  (ouvrages 
de  II.  A.  LoriKNTZ  [The  'l'heory  of  Electrons  and  ils  applications  lo  the  phenomenn 
of  light  and  radiant  heat  (Conférences  faites  à  Culumbia  IJniversity  en  avril  I9<)f), 
•>."  édit.,  Leipzig,  1916,  chap.  III,  p.  98-131)  et  Théorie  der  Magnelo-ojHisrhen 
phànomcn(i{Enzykl.  Math.  Il/w.,  t.  V,  22,  p.  i99-l'.8i  )]  et  par  H.  lÎRCKiîn  {Théorie 
des  électrons,  §  IG,  p.  99-106). 

La  théorie  (|u:inli(|U(!  de  Ifllet  Zeeman  est  ex[)0sée  dans  les  Ouvrages  suivants  : 

E.  Back  et  A.  LANDft,  Zeeman  l\l]ekt  uiid  Multiptellstruldiir  der  Spekirallinicn 
Berlin,  Springer  édit.,  igaS. 

A.  LANnf:  {llantlbach  der  Phys.,  t.  21  ;  l.iclit  und  Materie,  chap.  VII,  p.  36o- 
388). 

E.  U.  CoNnON  et  G.  11.  Siioiiri,i;v,  'The  Theory  nf  A  loniic  Spectra  (Cainhvidge, 
193.5,  chap..  \V1,  p.  378-396). 

[,e  phénomène  de  Ihdl  et  la  théorie  de  Lorentz  (p.  l\6\).  —  La  théorie  clas- 
sique de  l'edet  Hall  est  exposée  dans  les  Ouvrages  de  R.  Bfckbii  {Théorie  des 
électrons,  «5  37,  p.  '.!36-2^o)  et  de  W.  Giîhi.acii  {llandhwh  der  Physil,  t.  13, 
p.  228-262,  ch.  VI  :  Die  Galvanomagnelischcn  und  tiiermomagnetisclicn  EU'ektc 
in  die  Elektrouenleilern). 

Les  résultats  expérimentaux  ont  montré  de  nombreuses  incompatibilités  avec  les 
résultats  déduits  de  i'iiypotlièse  des  électrons  libres  et  n'ont  pu  être  interprétés  que 
par  les  théories  quantiques. 

La  théoiie  quantique  de  l'eliet  Hall  a  été  développée  par  A.  SoM.iiEni'Ei.n  dans  le 
cas  où  les  mouvements  électroniques  sont  régis  par  la  statistique  de  I''ermi-Dirac. 
II.  P.  —  IX.  88 
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{Zeifx.  P/nsiA'.  I.  V",  njaS,  p.  5o-6o).  Les  calculs  île  A.  Sommeifold  sont  rosumés 
dans  rOuviai;e  do  M.  Léon  Umi.l.oi'lN  :  Lex  shilisliiiues  t/nn/i tiques  et  /riirs  appli- 
calions  (a''  édil.,  l.  %  igSo,  p.  '234.  ) 


La  théorie  >/e  Loreniz  et  le  principe  de  réaction  (p.  464)-  —  La  validité  el  les 
conditions  de  l'application  du  principe  de  réaction  en  Electrodynamique  ont  fait 
l'objet  de  nombreux  travaux. 

Les  résultais  de  II.  l'oincaré  ont  été  examinés  et  discutés,  nolaniinent  par  : 

Max  Arr.\ihm,  Priiiz-ipien  der  Dynainil:  ilcs  Elektrons  {Ann.  PhjsiA,  '('série, 
I.  10,  igoj,  p.  iip.j-i^c);  Gotlin^eii  ISaclu.,  190'.',,  p.  20).  [Mémoiie  traduit  de 
l'allemand  par  Paul  Langevin  et  inséré  dans  :  11.  Abraham  et  F.  Langevin,  Les  quan- 
tités élémentaires  d'électricité.  Ions.  Electrons.  Corpuscules  (Collection  de 
Mémoires  relatifs  à  la  F'hysique,  pui)liés  par  la  Société  française  de  Physique, 
2»  série,  Paris,  igoS,  p.  i-48)]. 

M.  Planck,  Bemerkung  zuni  Prinzip  der  .iktiun  iind  Heaktion  in  der  allge- 
meincn  Dynaniik  [Phrsik  Zeitschs.,  I.  9,  1908,  p.  828  et  Verh.  Deaisch.  Pliys. 
Ges.,  t.  6,  1908,  p.  728). 

H.  .\.  LoRENTZ  {Enzykl.  Matli.  Wiss.,  t.  3,  li  ;  EIckironcntheoric,  igoS,  §  7, 
p.  162). 

F.  Zbrner  { Handbuch  der  Physik,  I.  12,  Berlin,  1927,  Die  Elektronentheorie, 
§  17,  p.  17.5-177  :  Le  principe  de  réaction). 

R.  Becker,  Théorie  des  électrons,  ig33.  (Traduction  E.  Labin,  Paris,  Alcan, 
1938  :  §  7,  p.  '10-44  •  Théorèmes  de  l'énergie  et  de  la  quantité  de  mouvement  dans 
la  théorie  électronique.  ) 

M.  VON  Laue,  La  théorie  de  ta  relativité.  (Traduction  G.  Li;tang,  Paris,  Gaulliier- 
Villars,  1924  ;  t.  1,  p.   i4i5  et  1 14-129.) 

La  transformation  précisée  par  Poincaré  dans  ce  Mémoire  pour  délinir  la  synchro- 
nisation  des  horloges  par  échange  de  signaux   lumineux    dans    un   changement   de 

système    de    référence    /'=/ — ^  a  été    reprise    plus  tard   par  A.   Einstein  pour 

l'introduction  de  la  notion  de  temps  local  [voir  11.  Thirrixg  (  llnndhuch  der  Physik, 
t.  12,  p.  270)]. 


S«r  la  dynamique  de  Vélectron  (p.  489  et  4g4)-  —  Ces  deux  articles,  ainsi  que 
le  texte  d'une  Conférence  de  IL  Poincaré  au  Congrès  de  Lille  en  1909  de  l'Associa- 
lion  Française  pour  l'Avancement  des  Sciences  ont  été  rassemblés  et  publiés  sous 
le  titre  :  La  Mécanique  nouvelle.  Conférence,  Mémoire  et  Note  sur  la  Théorie 
de  la  Relativité,  avec  une  introduction  de  M.  Edouard  Guillai'.me  (Paris,  Gauthier- 
Villars,  1912). 

Dans  ces  Mémoires,  II.  Poincaré  a  donné  les  lelations  fondamentales  de  la  Méca- 
nique de  la  relativité  restreinte.  W.  Pai!i,i  {Enzykl.  Math.  Wiss.,  t.  o,  p.  545) 
présente  comme  bases  de  cette  théoiie  l'article  de  IL  A.  LorEiNtz  :  Electromagnelic 
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phenommii  in  o  System  moving  svilh  unj  velocily  srnuUer  thiin  thaï  of  light 
{Proc.  Àmstcrilani,  \()o'\,  p.  899)  [Mémoires  réunis  par  H.  Abraham  et  1'.  Laxgevin, 
Les  quantités  clénvntdires  d'électricité.  Ions.  Electrons.  Corpuscules  (Iraii. 
franc,  de  I'.  Laiigeviii.  p.  477-^99)]  et  les  deu.\  Mémoires  de  H.  Poiiicaré,  le  célèbre 
Mémoire  de  A.  Einstkin  :  Zur  Elektrodynamik  beaegter  Kôrper  (Ann.  Physik, 
I.  17,  1905,  p.  891)  n'apportant  rien  de  plus  au  point  de  vue  malhématique  que  les 
publications  de  H.  A.  Lorenlzetde  H.  Poincaré.  De  même,  H.  Thiriu.ng  {llandbuch 
der  Physil(,  l.  12,  p.  26/4)  présente  les  idées  fondamentales  de  la  Mécanique 
relativiste  comme  introduites  simultanément  par  H.  Poincaré  et  A.  Einstein. 

Dans  ces  deux  articles,  H.  Poincaré  a  intioduit  les  dénominations  «  transforma- 
tions de  Lorenlz  »  et  "  groupe  de  Lorenlz  »  pour  les  transformations  laissant  inva- 
riantes les  équations  d'évolution  du  champ  électromai^néliquc  dans  un  changement 
de  système  de  référence. 

D'après  M.  von  Laui:  {Lu  théorie  de  la  relativité,  t.  1,  trad.  G.  Létang,  Paris, 
1924),  les  formules  mathématiques  de  la  transformation  de  Lorenlz  et  la  démons- 
tration de  l'invariance  de  l'équation  des  ondes  par  cette  transformation  se  trouvent 
d'abord  dans  un  Mémoire  de  W.  Voigt  sur  le  principe  de  Dôppler  {Gôltingen 
iVachr.,  1887,  p.  4i  ;  réimprimé,  Phys.  Zeilschr.,  t.  16,  igiS,  p.  38i),  puis  avec 
leur  relation  explicite  avec  la  théorie  de  la  relativité  dans  l'article  de  H.  A.  Lorentz 
{Proc.  Anist.,  1904,  p.  809)  [réimprimé  dans  l'Ouvrage  :  H.  A.  Lorentz, 
.\.  EiNSTEi.N  et  II.  MiNKOWSKi,  Das  Relatii'itdtsprinzip  (Leipzig  et  Berlin,  1913)]. 

La  nécessité  d'introduire,  pour  justifier  la  stabilité  de  l'électron,  les  tensions  ou 
pressions  internes  considérées  par  H.  Poincaré  (dénommées  depuis  pressions  de 
Poincaré)  a  fait  l'objet  de  très  nombreuses  discussions  et  l'origine  physique  de  ces 
tensions  n'est  pas  encore  complètement  éclaircie  {voir  notamment  :  II.  A.  Lorentz, 
The  theory  of  Electrons,  p.  2i5;  W.  Paui.i,  Enzykl.  der  Math.  Wiss.,  t.  319, 
p.  752  ;  F.  Zer.ner,  Handhuch  der  Physik,  t.  12,  p.  2i5  ;  Von  Lale,  La  théorie  de 
la  relativité,  t.  1,  §  28  et  29,  p.  240-254 ). 

II.  Poincaré  a  introduit  dans  son  Mémoire  la  substitution  1  ,= /.;■,  pour  obtenir 
un  ds-  de  la  forme 

ds-^=  dyi  -^  dy\  -+-  dy\  -t-  dy'i 

Cette  substitution  est  généralement  attribuée  à  H.  Minkowski  {Gôltingen  Nachr., 
1908,  p.  53)  qui  l'a  utilisée  systématiquement,  bien  que  W.  Paui.i  {Enzykl.,  t.  319  ; 
ftelativilâtstheorie,  p.  367,  note  n°  54)  et  H.  Tiiirri.ng  {Handbuch  der  Physik, 
t.  12,  p.  283)  signalent  l'antériorité  de  H.  Poincaré. 

La  considération  de  la  Mécanique  relativiste  dans  la  théorie  de  la  gravitation 
proposée  par  H.  Poincaré  a  été  l'origine  de  nombreux  Mémoires  dont  l'aboutisse- 
ment a  été  la  théorie  de  la  relativité  générale. 

On  en  trouvera  une  discussion  et  une  bibliographie  dans  le  traite  de  M.  vON  Laue 
{La  théorie  de  la  relativité,  t.  2,  §  2,  p.  10-20  et  bibliographie,  p.  3i3-3i5).  Nous 
citeions  seulement  les  importants  travaux  de  H.  Minkowski,  M.  Adkaham,  G.  Mie, 
G.  Nordstrom,  A.  Einstein  et  A.  D.  Fokker,  et  le  Mémoire  fondamental  de 
A.  Einstein,  Ueber  die  specielle  und  die  allgemeine  Relativitàtslheorie  {.4nn. 
Physik,  t.  49,  1916,  p.  769). 
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L(i  ilynaniùjuc  de  /'électron  (\^.  jôi).  —  Dans  cel  ailicle,  II.  l'oincaré  examine 
nolaininent  parmi  les  causes  possibles  de  la  i;ravilalion  riivpoliiése  d'une  oiigine 
corpusculaire  des  forces  de  gravitation  disculée  par  (1.  11.  l>Ait\viN  [77ie  Analogy 
betiveen  Lesase's  Theory  of  i;racitaliori  and  the  repulsion  of  light  {l'roceed. 
Roy.  Soc,  A  "(>,  u)o5,  p.  387-410.  Scienlijic  Pa/iers,  t.  IV,  p.  f\l\6-[\6Q)].  Celle 
hypothèse  abandonnée  devant  les  lésullals  ajjportés  par  la  théorie  de  la  relativité 
générale  a  été  reprise  ces  dernières  années,  notamment  par  M.  Fierï  et  W.  Paui.i 
(Proc.  Roy.  Soc,  A,  t.  173,  igSg,  p.  211)  et  par  les  physiciens  de  l'Institut  Henri 
Poincaré.  iM.  Louis  de  BiiOGi.iK  a  e.xposé  celle  nouvelle  théorie  corpusculaire  de  la 
gravitation  dans  son  Ouvrage  :  Théorie  générale  des  particules  à  spin  (méthode 
de  fusion)  (Gauthier-Villars,  Paris,  ig/iS). 


Ré/lr.vions  sur  la  théorie  cinétique  des  gaz.  (p.  •)87).  —  J.  Knoo  [Ueber  den 
Fundainentalsatz  der  statislischcn  Mcchanik  [Ann.  Physik.,  t.  3i,  iQiij  p-  907)] 
a  considéré  l'analyse  du  problème  réduit  donnée  par  II.  Poincaré  comme  n'étant 
pas  il  l'abri  de  toute  objection  et  a  repris  l'étude  de  la  dissipation  d'une  répartition 
non  stationnaire  de  densité  dans  l'espace  des  phases  (Mémoire  analysé  dans 
VEncycl.  des  Se.  Math.,  édil.  française,  t.  IV,  :  Mécanique  statistique,  exposé 
d'après  P.  et  T.  Eiirenfest  par  E.  Borti:i.,  1'^^''  suppl.,  §27,  p.  2.58-  a.jg). 

Le  travail  de  J.  Kroo  a  été  discuté  par  L.  Silberstein  [Ann.  Physik,  (4),  1-  37, 
1912,  p.  386]. 


Sur  la  théorie  des  quanta  (p.  620  et  626).  —  IJ hypothèse  de.'!  quanta  (p.  65/1)- 
—  Ces  articles  ont  été  rédigés  à  la  suite  du  premier  Congrès  de  Physique  Solvay 
tenu  à  Bruxelles  du  3o  octobre  au  3  novembre  1911-  Le  Compte  rendu  des  séances 
en  a  été  publié  sous  le  titre  :  La  théorie  du  rayonnement  et  les  quanta.  Rapports 
et  discussions  de  la  réunion  tenue  à  Bruxelles  du  3o  octobre  au  3  novembre  1911 
sous  les  auspices  de  M.  E.  Solvay,  publiés  par  MM.  P.  Langevin  el  Maurice 
DE  Broqi.ie  (Gauthier-Villars,  Paris,  1912). 

Des  remarques  et  Notes  de  M.  IL  Poincaré  ligurenl  dans  les  discussions  des 
rapports  de  M.  IL  A.  Lorentz  {Sur  rapplicatlon  au  rayonnement  du  théorème 
de  Céquipartition  île  Vênergie),  de  M.  Max  Pi.anck  (La  loi  du  rayonnement  noir 
et  Chypothèse  des  quantités  élémentaires  d'action),  de  M.  A.  Sommeri'eld  (Appli- 
cation de  la  théorie  de  Célémenl  d'action  aux  phénomènes  moléculaires  non 
périodiques),  de  M.  A.  I'Iinstein  (L'état  actuel  du  problème  des  chaleurs  spéci- 
fiques) et  dans  les  conclusions  générales. 

M.  Maurice  de  Broglie  dans  un  Ouvrage  récent  :  Les  premiers  Congrès  de  Phy- 
sique Solvay  et  l'orientation  de  la  Physique  depuis  191 1  (Cahiers  de  la  collection 
Sciences  d'Aujourd'hui,  dirigés  par  André  George,  Albin  Michel,  Paris,  igSi) 
a  relracé  l'atmosphère  de  ces  séances.  On  trouvera  dans  cet  Ouvrage  les  portraits 
des  membres  de  ce  congrès  et  notamment  (planche  XXIX)  un  portrait  de 
H.  Poincaré  et  (planche  XXX)  la  reproduction  de  l'autographe  d'une  lemarque  de 
H.  Poincaré. 


à 
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Ces  Mémoires  ont  élé  examinés  par  M.  E.  Borel  [2'^  supp).  à  Tarticle  de  P.  el 
T.  Ehrenfest  (Encycl.  des  Se.  Math.,  édit.  franc.,  t.  IV»,  p.  284-28.5)]  qui  donne 
une  abondante  bibliographie  des  travaux  rattachés  à  celte  question. 

M.  Pi,ANCK,  Henri  Poincaré  und  die  quantenlheorie  {Acla  Mathemalica,  t.  38, 
p.  388-397)  a  analysé  également  ces  Mémoires  et  discuté  les  objections  élevées  par 
H.  Poincaré  à  sa  seconde  théorie. 

Le  raisonnement  de  H.  Poincaré,  modernisé,  simplifié  et  rendu  plus  rigoureux  est 
développé  dans  l'Ouvrage  de  R.  II.  Fowi.er,  Statistical  Mechanii-s  (i"'  ('■dit., 
Cambridge,  192g,  p.  i34-i37). 
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